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PeredmovaUvaz� Qitaqa proponu
mo kni�ku, napisanu na osnov� lek-
��, �k� avtor qitav dl� student�v L~v�vs~kogo un�versitetu, wospe
�al�zu�t~s� z teoretiqnoÝ f�ziki ta astrof�ziki. Vona pri-sv�qena teor�Ý zor�nih spektr�v | odnomu z osnovnih rozd�l�vteoretiqnoÝ astrof�ziki.�z f�ziki zor�nih atmosfer 
 dek�l~ka qudovih monograf��ta p�druqnik�v, �k� podan� u spisku l�teraturi. U nih z r�z-nim r�vnem strogost� ta r�znim obs�gom podano � teor�� zor�nihspektr�v. Odnak dl� student�v � molodih uqenih dostup do 
ihkni�ok obme�eni�, osk�l~ki pro�xli roki � voni stali b�bl�o-graf�qno� r�dk�st�. Kr�m togo, 
 potreba v onovlenn� mater�-alu, ad�e astrof�zika | 
e nauka, wo xvidko rozviva
t~s�,� vdoskonalenn� �nstrumental~nih mo�livoste� stavit~ zavdan-n� tonxogo anal�zu � �nterpreta
�Ý rezul~tat�v spostere�enn�.Qerez te wo 
e p�druqnik, to posilan~ na orig�nal~n� statt�ne poda
mo, za poodinokimi vin�tkami u vinoskah, tim b�l~xe,wo ohoplenn� qislennoÝ b�bl�ograf�Ý potrebu
 vidann� okremoÝknigi.Vivqenn� zor�noÝ atmosferi peredbaqa
 znahod�enn� v ko�-n�� ÝÝ toq
� h�m�qnogo skladu, gustini, temperaturi ta v�dtvoren-n� f�ziqnih pro
es�v, wo v�dbuva�t~s� v n��. Naxa kni�ka pri-sv�qena ne qislovim rozrahunkam parametr�v konkretnih spek-tral~nih l�n�� atom�v, a m�kroskop�qnomu ob�runtuvann�, vive-denn� � detal~nomu anal�zov� tih r�vn�n~ � viraz�v, na osnov��kih provod�t~ tak� obqislenn�. Central~no� problemo� pri
~omu 
 pobudova r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�. Na�posl�-dovn�xim p�dhodom do pobudovi takogo r�vn�nn� 
 rozgl�d ele-mentarnih pro
es�v zbud�enn� � �on�za
�Ý atom�v u zor�n�� atmos-fer� ta opis Ýh na osnov� r�vn�n~ kvantovoÝ mehan�ki bagat~oh t�l.Same taki� xl�h � vibrali mi v 
~omu p�druqniku. Pri tako-mu atomnomu p�dhod� nema
 potrebi vvoditi v zadaqu parametri,wo spe
�al~no p�dbira�t~ u fenomenolog�qnih teor��h z pevnihf�ziqnih pripuwen~. Kr�m togo, pri takomu p�dhod� sta
 zro-zum�lo, 
�no� �kih nabli�en~ otrimu
mo fenomenolog�qn� r�v-7



n�nn�, viznaqa�qi tim samim sferu Ýh zastosuvann�. R�vn�nn�,viveden� na m�kroskop�qnomu r�vn�, zastosovn� � u tih vipadkah,koli fenomenolog�qn� r�vn�nn� \v�dmovl��t~s� pra
�vati", na-priklad, pri vrahuvann� nel�n��nih efekt�v ta vivqenn� tonkih� va�livih detale� spostere�uvanogo spektra viprom�n�vann�z�r.Struktura kni�ki pobudovana tak, wo Qitaq postupovo pro-hodit~ xl�h v�d postanovki zadaq� do ostatoqnih viraz�v dl�veliqin, �k� vim�r��t~ eksperimental~no, z detal~nim � rete-l~nim viqenn�mf�ziqnih ta matematiqnih mehan�zm�v dosl�d�u-vanih �viw, z obgovorenn�m tih pripuwen~ ta nabli�en~, wo 
neminuqimi dl� dos�gnenn� meti. De�k� z navedenih rezul~tat�votrimano tut uperxe. U vinoskah poda
mo v�domost� pro vqenih,�k� tvorili v d�l�nkah, zatorknutih pri vikladenn� mater�alu,a tako� �nx� 
�kav�, na nax pogl�d, dumki � aso
�a
�Ý, �k�, mo�-livo, p�dxtovhnut~ do diskus�� pro sp�vv�dnoxenn� r�znih �viwnavkolixn~ogo sv�tu.P�druqnik adresovani� peredus�m studentam ta asp�rantamf�ziqnih fakul~tet�v un�versitet�v, �k� spe
�al�zu�t~s� z ast-rof�ziki ta teoretiqnoÝ f�ziki. �ogo mo�ut~ vikoristovuvati �studenti �nxih spe
�al�za
�� pri vivqenn� pro
es�v poglinann�ta rozs��nn� sv�tla u tverdih t�lah � r�dinah. Kni�ku mo�narekomenduvati tako� molodim uqenim, wo pra
��t~ nad prob-lemami f�ziki zor�nih atmosfer, atomnoÝ spektroskop�Ý ta su-m��nih d�l�nok.Vislovl�� wiru pod�ku svoÝm kolegam V. Tkaqukov�, R. Ri-kal�kov�, B.Novos�dlomu, A. Rovenqakov�, T.F�t~ov� ta M. Kol�-n~kov�, wo tak nespod�vano � rano p�xov v�d nas, | voni l�b'�znoproqitali rukopis 
~ogo p�druqnika � dali korisn� poradi tazauva�enn�. Osoblivu pod�ku vislovl�� tako� O. K�kt
v�� zakomp'�terni� nab�r kni�ki, dopomogu ta turbotu pri ÝÝ p�dgo-tov
� do druku. �van VakarqukL~v�v, traven~, 2002.



ROZD �L IKVANTOVA TEOR��PERENOSU VIPROM�N�VANN�V ZOR�NIH ATMOSFERAHx 1. Elementarn� pro
esi v zor�n�� atmosfer�z uqast� foton�vAnal�z viprom�n�vann� zor� z meto� oder�ann� dostov�rnihvisnovk�v pro prirodu � budovu kosm�qnih ob'
kt�v vimaga
 gli-bokogo vivqenn� mehan�zm�v vza
mod�Ý viprom�n�vann� z atomni-mi sistemami. Lixe taki� perxoprin
ipni� p�dh�d dozvol�
otrimuvati fundamental~n� znann� pro prot�kann� bagat~oh r�z-noman�tnih pro
es�v u zor�nih atmosferah. Prote bulo b po-milko� vva�ati, wo tak legko p�d�bratis~ do dobrogo rozum�n-n� f�ziqnih �viw, ma�qi spektral~ni� rozpod�l ener��Ý vipro-m�n�vann� kosm�qnogo t�la. Problema anal�zu ta �nterpreta
�Ýspostere�uvanih danih vimaga
 znaqnih zusil~ ta neabi�koÝ vi-nah�dlivost�.Z meto� �l�stra
�Ý vs�
Ý skladnost� zavdann�, �ke stoÝt~ pe-red dosl�dnikom, navodimo na ris. 1 d�l�nku tipovogo zor�nogospektra. Za 
im \haotiqnim" qastokolom rozpod�lu ener��Ý v�ddov�ini hvil� (
dinim d�erelom �nforma
�Ý pro zor�) potr�bno\v�dgadati" f�ziqn� pro
esi, wo v�dbuva�t~s� v atmosfer� zor�,zna�ti ÝÝ h�m�qni� sklad, otrimati v�domost� pro temperaturu,gustinu, magn�tn� pol�, per�od obertann�, �nx� parametri ta vka-zati mehan�zmi, wo tvor�t~ same taki� spektr, �ki� mi sposte-r�ga
mo na Zeml�.Na perxi� pogl�d, 
e mo�e vidavatis~ beznad��no� spravo�,ale �kwo na ko�nomu etap� dosl�d�enn� provoditi detal~ni�9



Ris. 1. Rozpod�l ener��Ý v spektr� PW Vul (NovoÝ Lisiqki 1984 }1) dl�qotir~oh dat spostere�enn�, navedenih sprava. Spektrofotometriq-n� dosl�d�enn� provedeno u Krims~k�� astrof�ziqn�� observator�Ý zadopomogo� skanu�qogo spektrofotometra ASP{38, ustanovlenogo na125-sm reflektor� AZT{11. Str�lkami v�dznaqeno polo�enn� d�l�nokkontinuumu (V. I. Burnaxev, Izvesti� Krymsko� astrofiziqesko�observatorii, 1995, t. 90, s. 169).anal�z �z zastosuvann�m f�ziqnih kon
ep
��, �k� �runtu�t~s� naun�versal~nih f�ziqnih prin
ipah kvantovoÝ mehan�ki bagat~oht�l, to krok za krokom mi budemo prosovuvatis~ do vse b�l~xo-go rozum�nn� togo, wo kri
t~s� za 
�
� kriptogramo� zor�nogospektra.Zor�na atmosfera b�l~xost� z�r sklada
t~s�, v osnovnomu,z vodn� (� 90%) � gel�� (� 10%), atom�v �nxih element�v |na dek�l~ka por�dk�v menxe. Pevna k�l~k�st~ atom�v � molekul,unasl�dok vza
mod�Ý z viprom�n�vann�m � m�� sobo�, perebuva
na r�znih stupen�h �on�za
�Ý. Takim qinom, zor�na atmosfera|
e qastkovo �on�zovani� gaz.10



Viprom�n�vann� 
 osnovnim mehan�zmom perenosu ener��Ýv zor�n�� atmosfer�. Ce zumovleno tim, wo teploprov�dn�st~ at-mosferi �k gazovoÝ sistemi 
 nadzviqa�no malo�, a perenesenn�ener��Ý xl�hom konvek
�Ý tako� sklada
 neznaqnu dol�. Ot�e,vinika
 zadaqa pro dosl�d�enn� perenosu viprom�n�vann� v qas-tkovo �on�zovanomu gaz�. Priqomu z us�
Ý pereh�dnoÝ d�l�nki m���drom zor� � m��zor�nim seredoviwem nas 
�kavitime same foto-sfera, tobto to� xar atmosferi, u �komu � stvor�
t~s� osnovnaqastina vidimoÝ ta prileglih do neÝ d�l�nok spostere�uvanogospektra. Tovwina 
~ogo xaru atmosferi zor� sklada
 neznaqnudol� ÝÝ rad�usa.Dosl�d�uvana sistema \qastkovo �on�zovani� gaz pl�s elek-tromagn�tne pole" 
 termodinam�qno ner�vnova�no� sistemo�.ÕÝ stan viznaqa
t~s� rozpod�lom qastinok gazu � foton�v za kvan-tovimi stanami. Ce� rozpod�l svo
� qergo� diktu
t~s� vs�-ma elementarnimi pro
esami vza
mod�Ý m�� qastinkami sistemi.Osnovn� tipi qastinok, �k� berut~ uqast~ u 
ih pro
esah, | 
efoton, elektron, atom abo molekula v osnovnomu qi v zbud�enihstanah, dodatn� ta v�d'
mn� �oni atom�v abo molekul.Povni� opis stanu atmosferi vimaga
 sp�l~nogo rozv'�zkur�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� ta r�vn�n~, �k� viznaqa�t~zaselen�st~ kvantovih r�vn�v atom�v gazu. U stan� termodinam�q-noÝ r�vnovagi zaselen�st~ atomnih r�vn�v zale�it~ v�d tempera-turi � gustini gazu. �kwo zaselen�st~ r�vn�v ne du�e v�dr�zn�
-t~s� v�d r�vnova�noÝ v ko�n�� toq
� atmosferi, to stan reqoviniatmosferi viznaqa
t~s� lokal~no� temperaturo� � lokal~no�gustino�. Ce tak zvana g�poteza lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�v-novagi. U takomu p�dhod� zadaqa znaqno sprowu
t~s� � zvodit~s�do rozv'�zku lixe r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�.Vivedenn� r�vn�n~ perenosu viprom�n�vann� z m�rkuvan~ ener-�etiqnogo balansu na osnov� fenomenolog�qnogo p�dhodu Qitaqmo�e zna�ti v �runtovnih p�druqnikah qi monograf��h [1{7℄,�k� v�dobra�a�t~ togoqasn� velik� dos�gnenn� v rozum�nn� f�-ziki zor�nih atmosfer � dobre v�dom� starxomu pokol�nn� l�-bitel�v astronom�Ý. Tut mi stavimo sob� za zavdann� otrimati 
e11



r�vn�nn� na osnov� m�kroskop�qnogo p�dhodu, vihod�qi z perxo-prin
ipnih fundamental~nih zakon�v kvantovoÝ mehan�ki sis-tem bagat~oh vza
mod��qih qastinok.Nadal� v 
~omu rozd�l� zoseredimo uvagu same na vivedenn� �dosl�d�enn� r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� | k�netiqnogor�vn�nn� dl� foton�v. Tomu obme�imos~ rozgl�dom osnovnihpro
es�v vza
mod�Ý atomnih sistem �z fotonami.Poqnemo z� zv'�zano-zv'�zanih perehod�v: poglinann� abo vi-prom�n�vann� fotona �z qastoto� ! optiqnim elektronom, tobtoelektronom, �ki� perebuva
 u zv'�zanomu stan�. Shematiqno 
e�pro
es zobra�a�t~ tak:A+ ~! � A0; (1.1)de l�teri A, A0 poznaqa�t~ atomn� stani. Reak
��A+ ~! � A0 + e (1.2)zobra�a
 zv'�zano-v�l~n� perehodi, koli poglinann� suprovod�u-
t~s� perehodom elektrona u stani z neperervno� ener��
�. Pr�-mi� pro
es opisu
 foto�on�za
��, abo fotoefekt, zvorotni� pe-reh�d | fotorekomb�na
��. V�l~no-v�l~n� perehodi,A+ e+ ~! � A0 + e; (1.3)| 
e perehodi elektron�v m�� stanami v neperervnomu spektr�.Pr�mi� pro
es suprovod�u
t~s� gal~m�vnim poglinann�m, zvo-rotni� | gal~m�vnim viprom�n�vann�m. Zauva�imo, wo elek-troni v stanah neperervnogo spektra a� n��k ne v�l~n�: na nihd��t~ sili kulon�vs~kogo prit�gann� ta v�dxtovhuvann� z bokuqastinok otoqenn�.Rozgl�nut� pro
esi naziva�t~ odnofotonnimi perehodami,tomu wo v reak
��h bere uqast~ odin foton. Rozs��nn� sv�tlaopisu
t~s� dvofotonnimi perehodami:A+ ~! � A0 + ~!0: (1.4)�mov�rn�st~ dvofotonnih perehod�v 
 znaqno menxo�, n�� �mov�r-n�st~ odnofotonnih perehod�v.12



Dl� faktiqnogo opisu vkazanih elementarnih pro
es�v neob-h�dno zupinitis~ na term�nolog�Ý � tih k�l~k�snih harakteristi-kah, wo opisu�t~ stan elektromagn�tnogo pol� � atomnih sistem.x 2. Stani atomnih sistem � elektromagn�tnogo pol�Stan atomnoÝ sistemi (elektron, atom, molekula ta Ýh su-kupnost�) zada
t~s� hvil~ovo� funk
�
�  A(�), �ka zadovol~-n�
 r�vn�nn� Xredin�era. �ndeks stanu A | 
e nab�r vlasnihznaqen~ f�ziqnih veliqin abo v�dpov�dnih kvantovih qisel, woviznaqa�t~ stan sistemi; �ndeks zobra�enn� � | 
e sukupn�st~zm�nnih, v�d �kih zale�it~ hvil~ova funk
��. Dl� skoroqenogozapisu budemo koristuvatis~ poznaqenn�mi D�raka,  A = jAi 1.Stan elektromagn�tnogo pol� v klasiqn�� elektrodinam�
� za-da
t~s� napru�enost�mi elektriqnogo � magn�tnogo pol�v, �k� 
funk
��mi koordinat toqki prostoru ta qasu � zadovol~n��t~r�vn�nn� Maksvella2. U kvantov�� teor�Ý stan elektromagn�t-nogo pol� zada
t~s� hvil~ovo� funk
�
�  :::;Nk;�;:::(Q). Nab�rqisel f: : : ; Nk;�; : : :g f�ksu
 k�l~k�st~ foton�v Nk;� z �mpul~som1Erv�n Xredin�er (1887{1961), Pol~ Adr�an Mor�s D�rak (1902{1984) |odn� z tvor
�v kvantovoÝ mehan�ki, laureati Nobel�vs~koÝ prem�Ý z f�ziki 1933roku za v�dkritt� novih form atomnoÝ teor�Ý. U 1925{1926 rokah profesorC�rihs~kogo un�versitetu E. Xredin�er v�dkriv fundamental~ne r�vn�n-n� kvantovoÝ mehan�ki (r�vn�nn� Xredin�era) � stvoriv tak zvanu hvil~ovukvantovu mehan�ku. ÕÝ perxi� var�ant | matriqnu kvantovu mehan�ku |stvoriv n�me
~ki� f�zik-teoretik Verner Ga�zenber� (1901{1976), �kogo na-gorod�eno za 
e v�dkritt� Nobel�vs~ko� prem�
� 1932 roku. Angl��s~ki�f�zik-teoretik P. D�rak pobuduvav u 1928 ro
� rel�tiv�sts~ku kvantovu me-han�ku, ob'
dnavxi za dopomogo� ori��nal~nogo sposobu dobuvann� kvadrat-nogo koren� osnovn� prin
ipi kvantovoÝ mehan�ki ta teor�Ý v�dnosnost�, z �koÝprirodno, hoqa � nespod�vano, vinikli pozitron ta sp�n elektrona.2D�e�ms Klerk Maksvell (1831{1879) | vidatni� angl��s~ki� f�zik;tvore
~ teor�Ý elektromagn�tnogo pol�, sformul~ovanoÝ v 1860{1865 rokahu vigl�d� sistemi k�l~koh r�vn�n~ (r�vn�nn� Maksvella); 1860 roku vsta-noviv zakon, wo opisu
 rozpod�l molekul gazu za xvidkost�mi (rozpod�lMaksvella); za�mavs� tako� bagat~ma �nximi problemami, zokrema teor�
�kol~or�v, st��k�st� k�le
~ Saturna, teor�
� pru�nost�. �ogo perxa naukovarobota opubl�kovana, koli �omu bulo 14 rok�v. 13



~k � pol�riza
�
� �. Hvil~ovi� vektor k viznaqa
 napr�m po-xirenn� sv�tla ta �ogo qastotu ! = k
, k = jkj, 
 | xvidk�st~sv�tla. Unasl�dok popereqnost� pol� �ndeks � pri�ma
 dva zna-qenn�. Za koordinati Q mo�na vibrati sam nab�r qisel Nk;�(vlasne zobra�enn�) abo uzagal~nen� koordinati sukupnost� os-
il�tor�v, wo model��t~ stan elektromagn�tnogo pol� v kla-siqn�� teor�Ý. Nadal� �ndeks zobra�enn�Q opuska
mo � skoroqenozapixemo:  :::;Nk;�;::: = j : : : ; Nk;�; : : :i.Tut � dal� dl� opisu kvantovomehan�qnih sistem ta �viw vi-koristovu
mo metodi, rezul~tati � poznaqenn�, naveden� u p�d-ruqniku z kvantovoÝ mehan�ki [8℄.Z makroskop�qnoÝ toqki zoru povni� opis elektromagn�tnogopol� da
 pitoma �ntensivn�st~ viprom�n�vann�, �ku re
stru�t~priladi, wo vikoristovu�t~s� dl� spostere�enn� nebesnih t�l.U zv'�zku �z 
im neobh�dno vstanoviti zv'�zok m�� pitomo� �n-tensivn�st� viprom�n�vann� ta k�l~k�st� foton�v.Zruqno rozgl�dati pole spoqatku v de�komu sk�nqennomu ob'-
m� V u form� kuba z� storono� L, V = L3. Komponenti hvil~ovo-go vektora fotona 
 v 
~omu vipadku diskretnimi � nabuva�t~znaqen~, kratnih do 2�=L: k = (kx; ky; kz); ki = 2�ni=L, ni =0;�1;�2; : : :. Pri perehod� do makroskop�qnogo ob'
mu (V ! 1)komponenti hvil~ovogo vektora zm�n��t~s� neperervno, a sumiza hvil~ovimi vektorami perehod�t~ v�dpov�dno v �nte�rali:Xk � Xkx Xky Xkz ! V(2�)3 Z dk� V(2�)3 1Z�1 dkx 1Z�1 dky 1Z�1 dkz: (2.1)Veliqina V dkxdkydkz=(2�)3 
 k�l~k�st� vlasnih kolivan~ po-l� z komponentami hvil~ovogo vektora v �ntervalah dkx; dky; dkz .K�l~k�st~ kolivan~ z absol�tno� veliqino� hvil~ovogo vek-tora v �nterval� dk � v napr�mku, wo le�it~ u t�lesnomu ku-t� d
, oder�u
mo perehodom do sferiqnoÝ sistemi koordinat:14



V k2 dk d
=(2�)3. Uvod�qi qastotu ! = k
 � domno�u�qi k�l~-k�st~ kolivan~ na qislo Nk;�, otrima
mo Nk;�V !2 d! d
=(2�
)3| k�l~k�st~ foton�v �z pol�riza
�� � � z qastotami v �nterval�m�� ! ta ! + d!, wo poxir��t~s� v t�lesnomu kut� d
. Pomno-�imo dal� 
e� viraz na ener��� fotona ~! � pod�limo na V d! d
.U rezul~tat� znahodimo ener��� elektromagn�tnogo pol� �z qas-toto� ! ta pol�riza
�
� �, wo pripada
 na odini
� ob'
mu,odini
� t�lesnogo kuta � odiniqni� �nterval qastot. Narex-t�, 
� veliqina, pomno�ena na xvidk�st~ sv�tla 
, � da
 pitomu�ntensivn�st~ viprom�n�vann�Ik;� = ~!3(2�)3
2Nk;� (2.2)| k�l~k�st~ ener��Ý, wo perenosit~s� viprom�n�vann�m qastoti! � pol�riza
�Ý � za odini
� qasu v odini
� t�lesnogo kuta vodiniqnomu �nterval� qastot kr�z~ odiniqnu plowadku (poverhn�t�la, wo viprom�n�
), perpendikul�rnu do napr�mku poxirenn�promen�v.�ntensivn�st~ pol�, �k � k�l~k�st~ foton�v, 
 tako� funk
��-mi qasu � toqki prostoru v zor�n�� atmosfer�. C� zale�n�st~vipisuvati �vno ne budemo. �ndeksi k, � odnoznaqno zada�t~ qas-totu, pol�riza
�� ta napr�m poxirenn� sv�tla: Ik;� = I(!; �;
).Seredn� �ntensivn�st~ viznaqa
mo �k userednenu za vs�ma na-pr�mkami pitomu �ntensivn�st~J!;� = 14� Z Ik;�d
: (2.3)Povni� pot�k ener��Ý viprom�n�vann� znahodimo xl�hom �nte�-ruvann� pitomoÝ �ntensivnost� za vs�ma qastotami � kutami tap�dsumovuvann� za pol�riza
��mi:X�=1;2 1Z0 d! Z d
 Ik;� = 4� X�=1;2 1Z0 d! J!;� = 4�J; (2.4)de J | �nte�ral~na seredn� �ntensivn�st~. Dl� absol�tno qor-nogo t�la 
� veliqina, �k v�domo, dor�vn�
 � T 4=�, de stala15



Stefana{Bol~
mana � = �2=(60~3
2), temperaturu T vim�r�
-mo v ener�etiqnih odini
�h. �kwo temperaturu vim�r�vati v�radusah Kel~v�na, to zam�st~ T tut � nadal� protr�bno pisatikBT , de kB | stala Bol~
mana.Wodo odini
~ vim�r�vann� f�ziqnih veliqin, to vihodimoz togo, wo f�ziki r�znih kraÝn poslugovu�t~s� zdeb�l~xogo �aus-sovo� sistemo� odini
~ (SGS | \santimetr, gram, sekunda"),�ku � mi vikoristovuvatimemo. Po�snenn�m 
~ogo 
 priqini �k�storiqnogo harakteru, tak �, mo�livo, b�l~xa zruqn�st~ 
�
Ý sis-temi odini
~ u teoretiqn�� f�zi
�: wob dodatkovo ne \t�gnuti"za sobo� tak� stal� (a faktiqno koef�
�
nti propor
��nost�), �k"0 | elektriqna stala, �0 | magn�tna stala, 4� � t.p. U 
��sistem� odini
~, napriklad, rozm�rn�st~ veliqini Ik;�, zg�dno zoznaqenn�m, dor�vn�
 er�/(sm2�sterad�an). V prikladnih ta �n-�enernih zadaqah perevagu nada�t~ sistem� S�. Qasto f�zikivikoristovu�t~ atomn� odini
�, u �kih zar�d elektrona, �ogomasa � stala Planka dor�vn��t~ odini
� (e = 1, m = 1, ~ = 1).Spod�va
mos~, wo studentov� starxih kurs�v, �ki� vivqiv zagal~-n� (eksperimental~n�) kursi f�ziki ta kursi teoretiqnoÝ f�ziki� pristupiv do vivqenn� osnov zor�noÝ spektroskop�Ý, ne povinnaskladati trudnow�v prosta pro
edura perehodu v�d odnih odi-ni
~ do �nxih. Sl�d lixe rozr�zn�ti fundamental~n� f�ziqn�konstanti � zviqa�n� koef�
�
nti propor
��nost�, �k� zale�at~v�d viboru sistemi odini
~.U de�kih vipadkah zruqn�xe koristuvatis~ pitomo� �nten-sivn�st� I(�; �;
), viznaqeno� za xkalo� dov�in hvil~ � =2�
=!. Pereh�d do takogo opisu zd��sn�
mo za dopomogo� r�v-n�nn�: 1Z0 I(!; �;
) d! = 1Z0 I(�; �;
)d�; (2.5)�ke da
 povni� pot�k ener��Ý viprom�n�vann� f�ksovanoÝ pol�ri-za
�Ý v zadanomu napr�mku. P�dstavmo v l�vu qastinu qastotu! = 2�
=�; d! = �2�
 d�=�216



� (z urahuvann�m togo, wo pri ! = 0, � =1, a pri ! =1, � = 0)oder�imo sp�vvv�dnoxenn�:I(�; �;
) = 2�
�2 Ik;� = 2�
�2 I �! = 2�
� ; �;
� : (2.6)Narext�, uvedemo pon�tt� potoku ener��Ý v�d zor�, wo potrap-l�
 do sposter�gaqa. Pot�k 
 vektorno� veliqino�, �ka, pomno-�ena skal�rno na element plowadki dS, da
 k�l~k�st~ ener��Ý,wo prot�ka
 kr�z~ dS za odini
� qasu v odiniqnomu �nterval�qastot. Dl� ploskoÝ atmosferi, odnor�dnoÝ za napr�mkami x; y,v�dm�nno� v�d nul� bude lixe z-komponenta potoku, � same ÝÝ na-zivatimemo prosto potokom. Viznaqimo �ogo �k pro�nte�rovanuza vs�ma kutami pitomu �ntensivn�st~, pomno�enu na 
os �, � |kut m�� napr�mkom normal� do elementarnoÝ plowadki, z �koÝ�de viprom�n�vann�, � napr�mkom na sposter�gaqa:�F! = X�=1;2 Z Ik;� 
os � d
: (2.7)Pot�k poznaqa�t~ �k �F! abo �F� zale�no v�d togo, za �ko� xka-lo� pra
��t~: qastotno� qi dov�in hvil~. Zm�st 
�
Ý veliqinitaki�: �F! | 
e k�l~k�st~ ener��Ý viprom�n�vann�, �ka proho-dit~ kr�z~ odiniqnu plowadku, roztaxovanu perpendikul�rnodo potoku foton�v, za odini
� qasu v odiniqnomu �nterval� qas-tot. Rozm�rn�st~ potoku dor�vn�
 er�/sm2. �nte�ruvann� v (2.7)neobh�dno vikonuvati okremo za p�vsferami: v�dpov�dno govor�t~pro vh�dni� ta vih�dni� potoki. Dl� �zotropnogo viprom�n�van-n�, takogo �k v absol�tno qornogo t�la, �F! = 0. Povni� pot�kener��Ý �F otrimu
mo �nte�ruvann�m virazu (2.7) za vs�ma qasto-tami.Mno�nik � v oznaqenn� potoku vid�l��t~ dl� zruqnost�, os-k�l~ki, �kwo pitoma �ntensivn�st~ zale�it~ lixe v�d odn�
Ý ko-ordinati (napriklad, z) � kuta �, to �nte�ruvann� za azimutal~-nim kutom ' v (2.7) mo�na vikonati:F! = 2 �Z0 Ik;� 
os � sin � d�: (2.8)17



�kwo nas 
�kavit~ pot�k, wo zalixa
 poverhn� sferi, to �nte�-ruvann� u (2.8) sl�d vesti v me�ah v�d 0 do �=2; dl� potoku, wovhodit~ do sferi, �nte�ru
mo v�d �=2 do �. Povni� pot�k (2.8) do-r�vn�
 Ýhn�� sum�. Samu veliqinu F! naziva�t~ astrof�ziqnimpotokom, �ki�, �k baqimo, 
 perxim momentom �ntensivnost� zakutovo� zm�nno� 
os �, a nul~ovim momentom 
 seredn� �ntensiv-n�st~ (2.3). Standartno normovanim (�k � u (2.3)) perxim momen-tom bude, naspravd�, veliqina (2.7), pod�lena na 4�, tobto F!=4,�ku naziva�t~ tako� edd�n�ton�vs~kim potokom3.Dl� Son
� mi ma
mo zmogu vim�r�vati �ntensivn�st~ Ik;� popoverhn� diska. Dl� �nxih z�r, �k� ma�t~ toqkov� rozm�ri, mo�navim�r�vati lixe pot�k �F!, tomu v�n 
 prirodno� harakteris-tiko� Ýhn~ogo pol� viprom�n�vann�.Dl� detal~n�xogo ozna�omlenn� z pon�tt�mi ta f�ziqnimiveliqinami, �k� harakterizu�t~ pole viprom�n�vann�, Qitaqmo�e zvernutis~ do v�e zgadanih kni�ok [1{7℄.Dosl�d�enn� zor�nih atmosfer �runtu
t~s� na vim�r�vann�vvedenoÝ tut �ntensivnost� viprom�n�vann� zor�, �ke dohodit~ donas, za dopomogo� pristro�, wo sklada
t~s� z teleskopa, �ki�zbira
 
e sv�tlo; z n~ogo vono potrapl�
 u spektrograf, prilad(difrak
��na �ratka, �nterferometr), wo rozd�l�
 sv�tlo za qas-totami abo dov�inami hvil~, tobto zd��sn�
 �ogo spektral~ni�anal�z. P�sl� qogo pri�maq (fotoplastinka, fotopomno�uvaq,PZZ-matri
�4) peretvor�
 �ogo v si�nal, wo re
stru
t~s� � da
v�e k�l~k�snu harakteristiku �ntensivnost� sv�tla. P�d qas pro-hod�enn� sv�tla kr�z~ skladov� takogo pri�maqa forma si�na-3Artur Stenl� Edd�n�ton (1882{1944) | vidatni� angl��s~ki� astrof�-zik � f�zik, zrobiv veliki� vnesok u teor�� ruhu z�r, teor�� vnutr�xn~oÝbudovi ta evol�
�Ý z�r, teor�� �rav�ta
�Ý � f�ziku Son
�. U 1919 ro
� p�dqas dosl�d�enn� spe
�al~no� ekspedi
�
� zatemnenn� Son
� (na ostrovahSobral b�l� uzbere��� Brazil�Ý ta Prinsip� u �v�ne�s~k�� zato
�) uperxeeksperimental~no vi�viv � vim�r�v peredbaqene zagal~no� teor�
� v�dnos-nost� v�dhilenn� sv�tla z�r Son
em. Same 
e � privernulo uvagu gromads~-kost� do teor�Ý v�dnosnost�, a A. A�nxta�n, �k odin z ÝÝ tvor
�v, stav v�dtod�znamenitim.4Prilad �z zar�dovim zv'�zkom (angl��s~ko�: CCD | 
harge 
oupleddevi
e).18



lu nese na sob� tako� �nstrumental~n� spotvorenn�, �k� potr�bnovm�ti viluqati � v�dtvor�vati perv�sni� spektr viprom�n�vann�takim, �kim v�n buv do vhod�enn� v teleskop.

Ris. 2. D�l�nka spektra Son
� (poblizu �=3683.481�A), otrimanogo naBaxtovomu son�qnomu teleskop� Krims~koÝ astrof�ziqnoÝ observator�Ýz dispers�
� 0.15�A/mm. (M. Z. Hohlov, Izvesti� Krymsko� astrofi-ziqesko� observatorii, 1959, t. 21, s. 103).Na ris. 2 navedeno eksperimental~no vim�r�nu v Krims~k��astronom�qn�� observator�Ý krivu �ntensivnost� viprom�n�vann�Son
� u v�dnoxenn� do �ntensivnost� neperervnogo spektra v oko-l� dov�ini hvil� � = 3683:481 �A. Zobra�ena d�l�nka spektrab�l� l�n�Ý poglinann� PbI z tipovim konturom um�wa
 �ntervaldov�in hvil~ veliqino� v odin an�strem5. Poruq 
 l�n�Ý po-glinann� Fe+Co (� = 3683:093 �A) ta Fe (� = 3683:624 �A). Anal�zstrukturi kontur�v l�n�� poglinann� atom�v ta �on�v r�znih ele-ment�v da
 zmogu oder�ati �nforma
�� pro f�ziqn� pro
esi vzor�nih atmosferah.5U spektroskop�Ý rims~ko� 
ifro� p�sl� simvolu h�m�qnogo elementa po-znaqa�t~ stup�n~ �on�za
�Ý atoma: N I | 
e ne�tral~ni� atom azotu, N �I |odnokratno �on�zovani� � t.p. 19



Uvedemo do rozgl�du k�l~k�sn� harakteristiki spektral~noÝl�n�Ý poglinann�. Shematiqno kontur takoÝ l�n�Ý navedeno naris. 3.

Ris. 3. Kontur spektral~noÝ l�n�Ý poglinann�. Su
�l~na �irna kri-va | kontur spektral~noÝ l�n�Ý atoma v atmosfer� zor�. Pr�mokutni�kontur absol�tno qornoÝ l�n�Ý z xirino��� zobra�eno su
�l~no� ton-ko� l�n�
�. Punktirna pr�ma | �ntensivn�st~ neperervnogo spektra;vona zobra�ena gorizontal~no� pr�mo�, osk�l~ki v me�ah spektral~-noÝ l�n�Ý funk
�� I
� praktiqno ne zm�n�
t~s�. Dl� �zol~ovanogo atomakontur spektral~noÝ l�n�Ý 
 bezme�no vuz~kim na dov�in� hvil� � = �0.Rozxirenn� konturu l�n�Ý ta zsuv ÝÝ 
entra zumovlen� nizko� f�ziqnihmehan�zm�v, vi�vlenn� �kih � 
 meto� dosl�dnik�v zor�nih atmosfer.Glibino� l�n�Ý naziva�t~ v�dnoxenn� r�zni
� pitomih �nten-sivnoste� u neperervnomu spektr� I
k;� ta spektral~n�� l�n�Ý I lk;�do pitomoÝ �ntensivnost� v neperervnomu spektr�6:r� = I
k;� � I lk;�I
k;� = I
(�; �;
)� I l(�; �;
)I
(�; �;
) : (2.9)Oqevidno, wo �kwo I lk;� = I
k;�, to glibina l�n�Ý r� = 0 (poglinan-n� v l�n�Ý v�dsutn
). �kwo I lk;� = 0, tobto fotoni z tako� dov-�ino� hvil� v�dsutn�, to ma
mo absol�tno qornu l�n��: r� = 1.6Verhn� �ndeksi \
" � \l" u pitom�� �ntensivnost� | 
e perx� l�teri an-gl��s~kih sl�v: 
ontinuum | neperervni� spektr, kontinuum; line | l�n��,kontur.20



Ot�e, glibina l�n�Ý zm�n�
t~s� v takih me�ah: 0 � r� � 1. Za-le�no v�d qisel~nogo znaqenn� veliqini r� govor�t~ pro slabk�(r� ' 0:1� 0:15) ta sil~n� l�n�Ý.Tradi
��no take oznaqenn� glibini l�n�Ý zastosovu�t~ dl�Son
�. L�n�Ý poglinann� u spektr� Son
� vperxe po�sniv u 1814ro
� �ozef Fraungofer. Na �ogo qest~ 
� l�n�Ý naziva�t~ fra-ungoferovimi l�n��mi7. Dl� �nxih z�r, wob viznaqiti glibinul�n�� R�, vikoristovu�t~ pot�k zam�st~ pitomoÝ �ntensivnost�:R� = F 
� � F l�F 
� ; (2.10)priqomu oqevidno tako�, wo 0 � R� � 1.Potr�bno zrobiti va�live zauva�enn� wodo oznaqenn� gli-bini l�n�Ý. Mova �de pro te, �k ustanoviti me�u m�� neperer-vnim spektrom � spektral~no� l�n�
�. �nximi slovami, �kimqinom f�ksuvati same taki�, a ne �nxi� r�ven~ �ntensivnost� ne-perervnogo spektra. Zrozum�lo, wo dl� 
~ogo treba v�dhoditi�kna�dal� v�d 
entra l�n�Ý tudi, de ÝÝ krila \spr�ga�t~s�" z ne-perervnim spektrom, tobto z fonom, na �komu vid�l��t~s� spek-tral~n� l�n�Ý. Odnak q�tkogo k�l~k�snogo kriter�� rozme�uvann�nema
. Wob�l~xe, qasto spektral~n� l�n�Ý naklada�t~s� svoÝmikrilami odna na odnu, � Ýh potr�bno we v�dd�liti v�d fonovogo7�ozef Fraungofer (1787{1826) | n�me
~ki� f�zik. Perxi� dosl�div �po�sniv temn� l�n�Ý v son�qnomu spektr�, zrobiv znaqni� vnesok u dosl�d�en-n� dispers�Ý � stvorenn� ahromatiqnih l�nz, vivqav difrak
�� pri pad�nn�na ekran ploskoparalel~nogo puqka promen�v (difrak
�� Fraungofera), qine vperxe vikoristav dl� dosl�d�enn� spektr�v difrak
��n� �ratki.Temn� l�n�Ý v son�qnomu spektr� vperxe zauva�iv angl��s~ki� f�zikV. G. Vollaston (1766{1828) u 1802 ro
� p�d qas vim�r�vann� zaloml��qoÝzdatnost� r�znih mater�al�v, kr�z~ �k� v�n propuskav promen� Son
�. Ce po-v�domlenn� ne viklikalo osoblivogo �nteresu, osk�l~ki sam avtor ne viznav
� l�n�Ý st��kimi, vva�a�qi Ýh vipadkovimi. U 1814{1815 rokah �. Fraun-gofer, provod�qi tak� � vim�ri � peregl�da�qi kr�z~ teodol�t zb�l~xeni�son�qni� spektr, otrimani� v�d prizmi, pobaqiv temnu l�n�� na tomu m�s
�,de ran�xe v�n sposter�g �ovtu l�n�� v spektr� sv�qki. Kr�m togo, v�n vi�vivu spektr� Son
� we �nx� temn� l�n�Ý � toqno vim�r�v polo�enn� 574-h l�n��.21



viprom�n�vann�8 (div. ris. 4). Wob ozna�omitis~ z miste
tvomobrobki prof�l�v fraungoferovih l�n��, proponu
mo zagl�nutiv mono�raf�� [9℄.We odn�
� va�livo� harakteristiko� spektral~noÝ l�n�Ý 
tak zvana ekv�valentna xirina W�0 , wo harakterizu
 povne po-glinann� � �ku viznaqa�t~ tak:W�0 = Z r� d� (2.11)| dl� l�n�� u spektr� Son
� �W�0 = Z R� d� (2.12)| dl� l�n�� u spektr� �nxih z�r; �0 | dov�ina hvil� v 
entr�l�n�Ý. Tut �nte�ruvann� v�dbuva
t~s� za vs�
� xkalo� dov�inhvil~.8Problema fonu ma
 zagal~ni� harakter, � z ne� zustr�qa
mos~ u bagat~ohdosl�d�enn�h. Napriklad, pri vim�r�vann�h strukturi kondensovanih t�l,takih �k r�dini qi amorfn� t�la, metodom ne�tronnoÝ abo rent�en�vs~koÝ dif-rak
�Ý. Tak zvani� strukturni� faktor viznaqa�t~ �k v�dnoxenn� k�l~kost�rozs��nih qastinok na atomah reqovini do �ntensivnost� Ýh rozs��nn� na tihsamih, ale nevza
mod��qih, �zol~ovanih atomah, tobto do fonovoÝ �ntensiv-nost� rozs��nih qastinok. Viznaqenn� ostann~oÝ � sklada
 odnu z golovnihzadaq u dosl�dah takogo tipu. ÕÝ viznaqa�t~ abo xl�hom teoretiqnogo rozra-hunku rozs��nn� qastinok na �zol~ovanomu atom�, de vinika�t~ svoÝ proble-mi, abo eksperimental~no �k �ntensivn�st~ rozs��nn� pri velikih �mpul~sahperedaq�, koli vza
mod�� m�� atomami da
 mali� vnesok u rozs��nn� � mo�navva�ati, wo vono v�dbuva
t~s� na nezale�nih atomah. Tut � vinika
 pi-tann�, nask�l~ki velikimi povinn� buti �mpul~si peredaq�, wob v�dpov�dni�r�ven~ �ntensivnost� vva�avs� fonovim.�nxi� priklad | 
e vivqenn� ener�etiqnogo spektra kondensovanih t�lxl�hom nepru�nogo rozs��nn� ne�tron�v. Sam spektr viznaqa�t~ za polo-�enn�mi p�k�v dinam�qnogo strukturnogo faktora, ale viznaqenn� toqki za-k�nqenn� spektra 
 ne prostim zavdann�m, osk�l~ki 
� maksimumi nevelik� �sil~no rozmit�. Dl� vstanovlenn� k�l~kost� boze-kondensatu v nadplinnomugel�Ý-4 (k�l~kost� atom�v 4He z �mpul~sami, wo dor�vn��t~ nulev�) viznaqen-n� fonovogo rozs��nn� 
 prin
ipovim.U zv'�zku z 
im 
�kavo prigadati, wo amerikans~k� astronomi A. A. Pen-z�as � R. V. V�l~son u 1965 ro
� tako� vir�xuvali problemu zmenxenn� fonuu skonstru�ovanih nimi antenah � \nadibali" pri 
~omu na Nobel�vs~kuprem�� 1978 roku za v�dkritt� fonovogo rel�ktovogo viprom�n�vann�.22



Ris. 4. D�l�nka spektra Son
� (poblizu �=4057.815�A), otrimanogo naBaxtovomu son�qnomu teleskop� Krims~koÝ astrof�ziqnoÝ observator�Ýz dispers�
� 0.15 �A/mm. (M. Z. Hohlov, Izvesti� Krymsko� astrofi-ziqesko� observatorii, 1959, t. 21, s. 103).�kwo vz�ti absol�tno qornu l�n�� (r� = 1) z pr�mokutnimkonturom xirino���, to v n�� bude poglinatis~ st�l~ki � ener-��Ý, sk�l~ki � u dosl�d�uvan�� l�n�Ý z ekv�valentno� xirino�W�0 = ��. Spravd�, za oznaqenn�m (div. tako� ris. 3)I l(�; �;
) = 8<: 0; �0 ���=2 � � � �0 +��=2;I
(�; �;
); poza 
im �ntervalom; (2.13)tomu ekv�valentna xirinaW�0 = Z r�d� = �0+��=2Z�0���=2 d� = ��: (2.14)Ot�e, W�0 qi
el~no dor�vn�
 xirin� l�n�Ý z pr�mokutnimkonturom, wo vipravdovu
 sam term�n \ekv�valentna xirina",23



�ki� uv�v F. Ra�he9. U 
~omu pol�ga
 zm�st ekv�valentnoÝ xiri-ni l�n�Ý.Osk�l~ki glibina l�n�Ý r� = r�0(��) �k funk
�� dov�ini hvi-l� xvidko zmenxu
t~s� z v�dstann� �� = � � �0 v�d ÝÝ 
entra� = �0, to �nte�ruvann� v oznaqenn� (2.11) ekv�valentnoÝ xirinimo�na provoditi za zm�nno� �� u bezme�nih me�ah:W�0 = 1Z�1 r�0(��) d(��): (2.15)�kwo koristuvatis~ qastotno� xkalo�, toW�0 = 1Z�1 r!0(�!) d(�!); (2.16)de r!0(�!) = �0!0 r�0= 2�
!0 ��� = �2�
!20 �!� ;�! = ! � !0; !0 = 2�
=�0:Vim�r�vann� glibin ta ekv�valentnih xirin spektral~nihl�n�� ta Ýh teoretiqni� rozrahunok 
 
entral~nim momentom do-sl�d�enn� zor�nih atmosfer10.9Fr�
 Ra�he (1883-1969) | n�me
~ki� f�zik, 1925 roku viv�v pravilo sumdl� sil os
il�tora.10Mehan�zmi utvorenn� fraungoferovih l�n�� ta Ýhn� tonku strukturu do-sl�d�uvav v�domi� ukraÝns~ki� astrof�zik B. T. Bab�� (1936{1993), pra
��-qi na kafedr� teoretiqnoÝ f�ziki ta v astronom�qn�� observator�Ý L~v�vs~ko-go un�versitetu. V�n eksperimental~no vi�viv asimetr�� fraungoferovihl�n��, zapisi �kih zd��sneno p�d qas �ogo perebuvann� v Pulkovs~k�� obser-vator�Ý v 1961 ta 1962 rokah. Same diskus�Ý z B. T. Bab�
m u 1980-h rokah zproblem f�ziki Son
�, � zokrema tonkoÝ strukturi l�n�Ý poglinann� atomar-nogo vodn�, viklikali v avtora aktivni� �nteres do zadaq astrof�ziki.24



x 3. Vza
mod�� pol� viprom�n�vann� z atomnimisistemamiElementarn� pro
esi poglinann�, viprom�n�vann� ta rozs�-�nn� foton�v mo�na rozgl�dati �k kvantov� perehodi m�� sta-nami fotonnogo pol�, tobto �k perehodi v�d odnogo naboru qiselzapovnenn� foton�v f: : : ; Nk;�; : : :g do �nxogo. Tak� perehodi v�d-buva�t~s� vnasl�dok vza
mod�Ý elektromagn�tnogo pol� z atoma-mi reqovin. U klasiqn�� elektrodinam�
� ener��� 
�
Ý vza
mod�Ýdl� odnogo elektrona ma
 taki� vigl�d [10{12℄:V̂ = � em
(Ap) + e22m
2A2; (3.1)de e | zar�d elektrona z� svoÝm znakom, m | �ogo masa, p |�mpul~s; vektorni� poten
�al pol� A zale�it~ v�d koordinatitoqki prostoru r ta qasu t � zadovol~n�
 umovu popereqnost�,divA = 0. Skal�rni� poten
�al v�l~nogo elektromagn�tnogo po-l� zav�di mo�na poklasti r�vnim nulev�.Pereh�d do kvantovogo opisu zd��sn�
mo zam�no� dinam�qnihveliqin operatorami. �mpul~s elektrona zam�n�
mo operatorom�mpul~su, u koordinatnomu zobra�enn� p̂ = �i~r. Vektorni�poten
�al tako� 
 operatorom, �ki� d�
 na qisla zapovnenn� fo-ton�v [8, 10℄:Â =Xk X� �2�
2~!kV �1=2 ek;� �eikrB̂k;� + e�ikrB̂+k;�� ; (3.2)de ek;� | odiniqni� vektor pol�riza
�Ý fotona, priqomu, vnas-l�dok umovi popereqnost� pol�, kek;� = 0; qastota !k = k
. D��operator�v B̂k;� � B̂+k;� na hvil~ov� funk
�Ý pol� zada
t~s� r�v-nost�mi: B̂k;�j : : : ; Nk;�; : : :i =pNk;� j : : : ; Nk;� � 1; : : :i; (3.3)B̂+k;�j : : : ; Nk;�; : : :i =pNk;� + 1 j : : : ; Nk;� + 1; : : :i: 25



Takim qinom, operator B̂k;� zniwu
 foton z �mpul~som ~k � po-l�riza
�
� �, zmenxu�qi k�l~k�st~ takih foton�v pol� na odi-ni
�. Spr��eni� do n~ogo operator B̂+k;�, d��qi na stan pol�,zb�l~xu
 k�l~k�st~ foton�v na odini
�, porod�u�qi foton z�mpul~som ~k � pol�riza
�
� �. Operatori B̂+k;� ta B̂k;� naziva-�t~ operatorami porod�enn� � zniwenn� foton�v. C� operato-ri zadovol~n��t~ perestavn� sp�vv�dnoxenn� statistiki Boze{A�nxta�na: B̂k;�B̂+k0;�0 � B̂+k0;�0B̂k;� = Æk;k0Æ�;�0 ;B̂k;�B̂k0;�0 � B̂k0;�0B̂k;� = 0; (3.4)B̂+k;�B̂+k0;�0 � B̂+k0;�0B̂+k;� = 0:Nadal� dl� sprowenn� zapisu vvedemo tak� poznaqenn�:q � (k; �); Xq �X� Xk !V!1 V(2�)3 X� Z dk: (3.5)Vza
mod�� (3.1) elektromagn�tnogo pol� z reqovino� vikli-ka
 kvantov� perehodi v sistem� \elektromagn�tne pole pl�s ato-mi reqovini", stani �koÝ opisu�t~ hvil~ovo� funk
�
�,wo 
 do-butkom hvil~ovih funk
�� pol� � atom�v. �mov�rn�st~ perehoduza odini
� qasu z poqatkovogo stanu sistemi jii = jA; : : : ; Nq; : : :iv k�n
evi� jfi = jA0; : : : ; N 0q; : : :i da
t~s� v perxomu nabli�enn�v�domim �z kvantovoÝ mehan�ki virazom [8℄:wjii!jfi = 2�~ jV̂fij2Æ(Ef �Ei); (3.6)de Ei, Ef | ener��Ý poqatkovogo � k�n
evogo stan�v. Matriqn�elementi operatora vza
mod�Ý V̂ , �ki� zada
t~s� virazom (3.1) �zzam�no� v n~omu veliqin p ta A v�dpov�dnimi operatorami p̂ taÂ, obrahovu�t~ na stanah nezburenoÝ sistemi, hvil~ov� funk
�Ý�koÝ 
 dobutkom hvil~ovih funk
�� atoma ta elektromagn�tnogopol� (div. x 2):V̂fi = hA0; : : : ; N 0q; : : : jV̂ jA; : : : ; Nq; : : :i26



= Z  �A0(�) �:::;N 0q;:::(Q)V̂  :::;Nq ;:::(Q) A(�)d�dQ: (3.7)Perxi� qlen ener��Ý vza
mod�Ý (3.1), l�n��ni� za operatoramiporod�enn� � zniwenn� foton�v, zd��sn�
 odnofotonn� pereho-di, a drugi� dodanok, kvadratiqni� za 
imi operatorami, |dvofotonn�. Takim qinom, dl� reak
�� (1.1){(1.3) z uqast� od-nogo fotona �mov�rn�st~ perehodu viznaqa
t~s� virazom (3.6) zurahuvann�m lixe perxogo dodanka v operator� (3.1).Dl� dvofotonnih perehod�v perxi� dodanok u (3.1) ne da
vnesku | �ogo matriqn� elementi V̂fi dl� 
ih perehod�v dor�v-n��t~ nulev�, � efekt perxogo nabli�enn� v�d n~ogo v�dsutn��.Dl� korektnogo opisu dvofotonnih perehod�v, kr�m urahuvan-n� drugogo dodanka v (3.1), neobh�dno vz�ti do uvagi vnesok v�dperxogo dodanka v drugomu nabli�enn�. Dl� 
~ogo viraz dl��mov�rnost� perehodu beremo v drugomu nabli�enn� [8, 13℄:wjii!jfi = 2�~ �����V̂fi + Xf 0(f 0 6=i) V̂ff 0 V̂f 0iEi �Ef 0 �����2Æ(Ef �Ei): (3.8)Wob ne vtoml�vati Qitaqa, mi obme�imos~ teper lixe 
im pe-rel�kom potr�bnih u podal~xomu viklad� formul.x 4. K�netiqne r�vn�nn� dl� foton�vUs� ener��� viprom�n�vann�, wo �de z 
entral~nih d�l�nokzor�, prohodit~ kr�z~ atmosferu � vinosit~s� v navkolixn��prost�r. Takim qinom, v atmosfer� v�dbuva
t~s� lixe pererozpo-d�l promenevoÝ ener��Ý za qastotami. Ce� pererozpod�l zumovle-ni� vza
mod�
� foton�v z atomami � atom�v m�� sobo�. V�l~no{v�l~n� ta v�l~no{zv'�zan� elektronn� perehodi zm�n��t~ formuspektra neperervnogo viprom�n�vann� zor�. Na fon� nepererv-nogo spektra sposter�ga�t~s� l�n�Ý poglinann� abo l�n�Ý vipro-m�n�vann�, zumovlen� elektronnimi perehodami m�� zv'�zanimistanami v atomah � molekulah. Harakter pererozpod�lu prome-nevoÝ ener��Ý da
 va�livu �nforma
�� pro f�ziqn� umovi na zor�:27



temperaturu, priskorenn� sili t���nn� na ÝÝ poverhn�, magn�tn�pol�, h�m�qni� sklad � t. p. V�dtvorenn� f�ziqnih pro
es�v zaspostere�uvanim spektrom zor� 
 nadzviqa�no skladno� �, vza-gal� ka�uqi, neodnoznaqno� pro
eduro�. Dl� matematiqnogoopisu poxirenn� viprom�n�vann� kr�z~ atmosferu z�r neobh�d-no pobuduvati k�netiqne r�vn�nn� dl� foton�v11.Rozgl�n~mo neruhomu atmosferu � p�drahu�mo xvidk�st~ zm�-ni k�l~kost� foton�v �z zadanimi hvil~ovim vektorom � pol�ri-za
�
� (q = k; �) v okol� de�koÝ toqki atmosferi:dNqdt = �Nq�t + (vr)Nq: (4.1)Perxi� dodanok u prav�� qastin� 
~ogo r�vn�nn� zumovleni� ne-sta
�onarnimi pro
esami � opisu
 zm�nu k�l~kost� foton�v zaodini
� qasu u f�ksovan�� toq
� prostoru. Drugi� dodanok da
zm�nu k�l~kost� foton�v unasl�dok Ýhn~ogo ruhu z odn�
Ý toqkiprostoru v �nxu: v = i
=n(!; �) | xvidk�st~ foton�v u seredo-viw�, i = k=k| odiniqni� vektor u napr�mku poxirenn� sv�tla,n(!; �) | pokaznik zalomlenn� atmosferi zor�.Z drugogo boku, veliqina dNq=dt povinna dor�vn�vati zm�n�k�l~kost� foton�v za odini
� qasu, zumovlen�� pro
esami \z�tk-nenn�" foton�v z atomami seredoviwa, tobto pro
esami pogli-nann�, viprom�n�vann� ta rozs��nn� foton�v:�dNqdt �
oll = � 8>><>>: �mov�rn�st~ zniknenn�za odini
� qasu fotonaz hvil~ovim vektorom k� pol�riza
�
� � 9>>=>>;+ 8>>>><>>>>: �mov�rn�st~ poro-d�enn� za odini
�qasu fotona z hvi-l~ovim vektorom k� pol�riza
�
� �
9>>>>=>>>>; : (4.2)11K�netiqne r�vn�nn� dl� foton�v, a faktiqno � ves~ osnovni� mater�-al 
~ogo rozd�lu, avtor opubl�kuvav we 1985 roku �k lek
�Ý dl� student�v-astrof�zik�v u L~v�vs~komu un�versitet� [14℄.28



Prir�vn��qi prav� qastini r�vn�n~ (4.1) ta (4.2), otrimu
mok�netiqne r�vn�nn� dl� foton�v u zagal~nomu vigl�d�:�Nq�t + 
n(!; �) (ir)Nq = �dNqdt �
oll : (4.3)Ce r�vn�nn� 
 faktiqno r�vn�nn�m Bol~
mana v k�netiqn�� te-or�Ý, zapisane tut dl� foton�v. Prava qastina r�vn�nn� | takzvani� �nte�ral z�tknen~12. C� veliqinu rozrahovu�t~ xl�homrozgl�du konkretnih elementarnih pro
es�v z uqast� foton�v taobqislenn�m na osnov� (3.1), (3.6), (3.8) �mov�rnoste� v�dpov�dnihkvantovih perehod�v.U pereva�n�� b�l~xost� zadaq �z vivqenn� pro
es�v pereno-su viprom�n�vann� pri�ma�t~ nabli�enn� sta
�onarnoÝ zor�-noÝ atmosferi z ploskoparalel~no� geometr�
�. Ce pov'�zano ztim, wo tovwina xaru atmosferi b�l~xost� z�r sklada
 neznaq-nu qastku v�d rad�usa zor�. U 
~omu vipadku f�ziqn� veliqini,wo harakterizu�t~ atmosferu, zm�n��t~s� lixe v odnomu na-pr�mku. Viber�mo 
e� napr�mok uzdov� os� z (div. ris. 5). Ko-ef�
�
nt zalomlenn� dl� negustoÝ atmosferi poklad�mo r�vnimodini
�, n(!; �) = 1, u raz� potrebi �ogo mo�na legko v�dtvoritiv ostatoqnih virazah. U rezul~tat� k�netiqne r�vn�nn� znaqnosprowu
t~s�: 
os � dNqdz = 1
 �dNqdt �
oll ; (4.4)de � | kut m�� napr�mkom poxirenn� sv�tla ta v�ss� z.R�vn�nn� perenosu �ntensivnost� promenevoÝ ener��Ý otrimu-
mo z k�netiqnogo r�vn�nn�, p�dstavl��qi v n~ogo zv'�zok (2.2)m�� k�l~k�st� foton�v ta �ntensivn�st�:
os � dIqdz = ~� !2�
�3�dNqdt �
oll : (4.5)12Zv�dsi poznaqenn� 
�
Ý veliqini �ndeksom \
oll": v�d angl��s~kogo 
ollision| z�tknenn�, sp�vudar, sp�vudar�nn�, udar. 29



Ris. 5. Ploskoparalel~na atmosfera. Poqatok v�dl�ku z = 0 mo�e butivibrani� u bud~-�k�� toq
� na os� z, uzdov� �koÝ zm�n��t~s� f�ziqn�parametri atmosferi (zaxtrihovana d�l�nka).Analog�qno mo�na zapisati r�vn�nn� perenosu � dl� �nxihgeometr�� atmosfer. Rozgl�n~mo, napriklad, sferiqno-simet-riqnu atmosferu (div. ris. 6). Napr�m poxirenn� sv�tla v�z~-m�m uzdov� os� z: k jj z, tobto odiniqni� vektor i = k=k = (0; 0; 1):Rozpixemo u sferiqnih koordinatahr =px2 + y2 + z2;� = ar

os �z=px2 + y2 + z2� ;' = ar
tg(y=x);operator �rad�
nta z (4.3)(ir) = ddz = drdz ��r + d�dz ��� + d'dz ��';drdz = 
os �; d�dz = �sin �r ; d'dz = 0� zna�demo k�netiqne r�vn�nn�:
os ��Iq�r � sin �r �Iq�� = ~� !2�
�3�dNqdt �
oll : (4.6)30



Ris. 6. Sferiqno-simetriqna atmosfera. Poqatok koordinat vibra-no v 
entr� zor�, zm�na f�ziqnih parametr�v atmosferi poqina
t~s� zde�kogo znaqenn� rad�us-vektora.Pere�d�mo teper do vstanovlenn� zagal~nogo vigl�du �nte-�rala z�tknen~, tobto pravoÝ qastini k�netiqnogo r�vn�nn�. Roz-gl�n~mo spoqatku odnofotonn� perehodi (1.1){(1.3). Neha� jAi 
poqatkovim stanom elektrona v pol� vs�h �nxih qastinok reqo-vini. Neha� dal� veliqina �A viznaqa
 �mov�rn�st~ real�za
�Ý
~ogo stanu, priqomu XA �A = 1: (4.7)Poqatkovi� stan pol� foton�v zobra�a
mo hvil~ovo� funk
�-
� j : : : ; Nq; : : :i. Unasl�dok vza
mod�Ý z elektromagn�tnim polemelektron perehodit~ u stan jA0i, a k�l~k�st~ foton�v �z kvanto-31



vim qislom q dl� pr�mih reak
�� (1.1){(1.3) zmenxu
t~s�, dl�zvorotnih | zb�l~xu
t~s� na odini
�. Takim qinom, k�n
evi�stan pol� zada
t~s� dl� pr�mih reak
�� hvil~ovo� funk
�
�j : : : ; Nq � 1; : : :i, a dl� zvorotnih | j : : : ; Nq + 1; : : :i.Veliqina �A, �ka zada
 zaselen�st~ atomnih stan�v, svo
�qergo� viznaqa
t~s� pro
esami m��qastinkovih z�tknen~ � vza-
mod�
� elektron�v �z fotonami. Dl� 
�
Ý veliqini mi povinn�tako� zapisati r�vn�nn� k�netiqnogo balansu. U sta
�onarn��zor�n�� atmosfer� zaselen�st~ atomnih r�vn�v u zadan�� toq
� 
veliqino� post��no�, d�A=dt = 0. �kwo pri�n�ti g�potezu lo-kal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vnovagi, to veliqina �A viznaqa
t~s�rozpod�lom ��bbsa: �A = Z�1e�EA=T ; (4.8)de statistiqna suma Z =XA e�EA=T : (4.9)R�vn� ener��Ý EA � temperatura T , �ku beremo v ener�etiqnihodini
�h, 
 funk
��mi koordinat. �k mi v�e zaznaqali, privim�r�vann� temperaturi v �radusah Kel~v�na veliqinu T mno-�imo na stalu Bol~
mana kB (T ! kBT ).�mov�rn�st~ zniknenn� za odini
� qasu fotona z kvantovimqislom q dor�vn�
, oqevidno, �mov�rnost� kvantovogo perehodu(3.6) sistemi z poqatkovogo stanu jii = jA; : : : ; Nq; : : :i v k�n
evi�stan jfi = jA0; : : : ; Nq�1; : : :i, pomno�en�� na veliqinu �A � p�dsu-movan�� za vs�ma poqatkovimi � neza�n�timi k�n
evimi stanamielektrona (div. ris. 7):XA;A0 �AwjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i:Analog�qno veliqinaXA;A0 �AwjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq+1;:::i32



Ris. 7. Odnofotonn� perehodi. Z poqatkovogo stanu jii sistemi \atompl�s pole" v�dbuva
t~s� kvantovi� pereh�d u k�n
ev� stani jfi: pere-hodi elektrona v atom� \vverh" ta \vniz" �z poglinann�m ta viprom�-n�vann�m fotona z ener��
� ~!k.dor�vn�
 �mov�rnost� narod�enn� za odini
� qasu fotona z kvan-tovim qislom q. Takim qinom, povna xvidk�st~ zm�ni k�l~kost�foton�v �z zadanimi hvil~ovim vektorom � pol�riza
�
� v na-bli�enn� odnofotonnih perehod�v�dNqdt �(1)
oll = �XA;A0 �AwjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i+ XA;A0 �AwjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq+1;:::i: (4.10)Ce� viraz viznaqa
 vnesok odnogo elektrona. Povni� vnesokotrimu
mo p�dsumovuvann�m virazu (4.10) za vs�ma timi elekt-ronami, �k�, zg�dno z zakonom zbere�enn� ener��Ý, mo�ut~ bratiuqast~ u reak
��h (1.1){(1.3) z fotonom zadanoÝ qastoti. �k u�evkazuvalos~, 
e mo�ut~ buti elektroni u zv'�zanih stanah naatomah r�znih sort�v, a tako� v�l~n� elektroni, wo ruha�t~s� vpol� �on�v � atom�v. Ot�e, dl� togo wob oder�ati povni� virazdl� xvidkost� zm�ni k�l~kost� foton�v �z kvantovim qislom q,neobh�dno vrahuvati tri kanali reak
�� (1.1){(1.3) � vz�ti sumu33



za vs�ma sortami atom�v ta �on�v:�dNqdt �(1)
oll = � X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XA;A0 �A�wjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i� wjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq+1;:::i�: (4.11)Dl� prostoti zapisu �ndeksi sort�v � nomeri kanal�v reak
�� �v-no vipisuvati ne budemo.

Ris. 8. Dvofotonn� perehodi. Z poqatkovgo stanu jii sistemi \atompl�s pole" v�dbuva
t~s� kvantovi� pereh�d u k�n
ev� stani f : perehodielektrona v atom� \vverh" ta \vniz" �z poglinann�m fotona z ener��
�~!k � viprom�n�vann�m fotona z ener��
� ~!k0 ta navpaki.Pere�d�mo do vstanovlenn� �nte�rala z�tknen~ dl� dvofo-tonnih perehod�v, tobto pro
es�v rozs��nn� (1.4). Poqatkovi�stan sistemi \atomi pl�s pole" zobra�a
mo hvil~ovo� funk
�-
� jii = jA; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i, a k�n
evi� stan dl� reak
�Ý zni-wenn� fotona z kvantovim qislom q � narod�enn� fotona v stan�q0 dor�vn�
 jfi = jA0; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : :i. Dl� zvorotnogopro
esu hvil~ova funk
�� jfi = jA0; : : : ; Nq + 1; : : : ; Nq0 � 1; : : :i.Shematiqno 
� pro
esi zobra�eno na ris. 8. Xvidk�st~ zm�nik�l~kost� foton�v �z kvantovim qislom q viznaqa
mo analog�qnodo odnofotonnih perehod�v z urahuvann�m togo, wo suma za ka-34



nalami reak
�� tut zvodit~s� do p�dsumovuvann� za vs�ma kvan-tovimi qislami q0 rozs��nih foton�v:�dNqdt �(2)
oll = � X(za qastinkami)XA;A0Xq0 �A (4.12)� �wjA;:::;Nq;:::;Nq0 ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::;Nq0+1;:::i� wjA;:::;Nq;:::;Nq0 ;:::i!jA0;:::;Nq+1;:::;Nq0�1;:::i�:Povni� �nte�ral z�tknen~ viznaqa
mo sumo� viraz�v (4.11) ta(4.12): �dNqdt �
oll = �dNqdt �(1)
oll +�dNqdt �(2)
oll + : : : : (4.13)Krapkami poznaqeno vneski v�d bagatofotonnih pro
es�v, �kihmi ne budemo vrahovuvati. Zauva�imo lixe, wo prava qasti-na virazu (4.13) �vl�
 sobo� rozklad za malim parametrom |konstanto� tonkoÝ strukturi e2=~
 ' 1=137. �nximi slovami,�mov�rn�st~, napriklad, dvofotonnih perehod�v (4.12), tobto pro-
es�v rozs��nn�, 
 na dek�l~ka por�dk�v menxo�, n�� �mov�rn�st~odnofotonnih perehod�v| pro
es�v poglinann�. Vin�tkom 
 takzvana rezonansna fl�ores
en
�� [10℄. Kr�m togo, zrozum�lo, woodnofotonn� perehodi dozvolen� v�e v dipol~nomu nabli�enn�.�mov�rn�st~ kvadrupol~nih perehod�v 
 na dek�l~ka por�dk�v men-xo�, n�� �mov�rn�st~ dipol~nih perehod�v, osk�l~ki m�stit~ do-datkovi� mno�nik (a=�)2, de a | rozm�ri atoma. Narext� za-uva�imo, wo konkretne vrahuvann� nastupnih qlen�v rozkladuv (4.13) vimaga
 rozgl�du na osnov� rel�tiv�sts~koÝ kvantovoÝ te-or�Ý. Odnak mi mo�emo ne turbuvatis~ wodo vnesk�v bagatofo-tonnih perehod�v � ne brati Ýh do uvagi v teor�Ý zor�nih spektr�vsame qerez Ýh znika�qu maliznu. 35



x 5. �nte�ral z�tknen~ dl� odnofotonnih perehod�vDl� vstanovlenn� �vnogo vigl�du r�vn�nn� perenosu vipro-m�n�vann� z urahuvann�m lixe pro
es�v poglinann� � viprom�-n�vann� sv�tla p�drahu�mo �nte�ral z�tknen~ dl� odnofotonnihpro
es�v. Poqn�mo z perxogo dodanka v (4.11). Dl� �mov�rnost�kvantovogo perehodu, zg�dno z (3.1), (3.6), ma
mo:wjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i = 2�~ (5.1)����hA0; : : : ; Nq � 1; : : : j � em
(Âp̂)jA; : : : ; Nq; : : :i���2Æ(Ef �Ei):Drugi� dodanok v operator� vza
mod�Ý (3.1), �k v�dznaqalos~ ra-n�xe, da
 nul~ovi� vnesok dl� odnofotonnih perehod�v. U 
~omumo�na perekonatis~ bezposeredn�m rozrahunkom.Matriqni� elementhA0; : : : ; Nq � 1; : : : j � em
(Âp̂)jA; : : : ; Nq; : : :i = � em
�Xq0 �2�
2~V !k0 �1=2 hA0; : : : ; Nq � 1; : : : j�eik0rB̂q0 + e�ik0rB̂+q0��(eq0p̂)jA; : : : ; Nq; : : :i = � em
Xq0 �2�
2~V !k0 �1=2 (5.2)�(hA0jeik0r(eq0 p̂)jAih: : : ; Nq � 1; : : : jBq0 j : : : ; Nq; : : :i+hA0je�ik0r(eq0 p̂)jAih: : : ; Nq � 1; : : : jB+q0 j : : : ; Nq; : : :i):Matriqn� elementi operator�v porod�enn� � zniwenn� foton�vlegko viznaqiti za dopomogo� r�vn�n~ (3.3) ta umovi ortogonal~-36



nost� hvil~ovih funk
�� pol�,h: : : ; N 0q; : : : j : : : ; Nq; : : :i =Yq ÆN 0q ;Nq : (5.3)Ot�e, h: : : ; Nq � 1; : : : jB+q0 j : : : ; Nq; : : :i = 0;h: : : ; Nq � 1; : : : jBq0 j : : : ; Nq; : : :i = Æq0qpNq: (5.4)P�dstavl��qi virazi (5.4) v (5.2), otrima
mohA0; : : : ; Nq � 1; : : : j � em
(Âp̂)jA; : : : ; Nq; : : :i= � em
 �2�
2~V !k Nq�1=2 hA0jeikr(eqp̂)jAi; (5.5)de matriqni� elementhA0jeikr(eqp̂)jAi = eq Z  �A0(�)eikrp̂ A(�) d�: (5.6)Rozgl�n~mo teper ar�ument del~ta-funk
�Ý v r�vn�nn� (5.1).Ener��� poqatkovogo stanu dor�vn�
 sum� ener��� elektrona � po-l� foton�v:Ei = EA + Xq0(q0 6=q) ~!k0 �Nq0 + 12�+ ~!k �Nq + 12� ;de mi vid�lili vnesok v ener��� pol� foton�v �z kvantovim qis-lom q. � tomuEf = EA0 + Xq0(q0 6=q) ~!k0 �Nq0 + 12�+ ~!k�Nq � 1 + 12� : 37



Ot�e, r�zni
� Ef �Ei = EA0 �EA � ~!k; (5.7)a del~ta-funk
�� zabezpequ
 zakon zbere�enn� ener��Ý v pro
es�poglinann� sv�tla.P�dstavmo (5.5), (5.7) v (5.1):wjA;:::;Nq;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i = �2�em �2 NqV !k����hA0jeikr(eqp̂)jAi���2Æ(EA0 �EA � ~!k): (5.8)Oto�, �mov�rn�st~ poglinann� foton�v �z zadanim hvil~ovim vek-torom k � pol�riza
�
� � propor
��na do Ýh k�l~kost� Nq v 
~omustan�.Pere�d�mo do rozrahunku drugogo dodanka v prav�� qasti-n� virazu (4.11), �ki� opisu
 pro
es viprom�n�vann� foton�v.U 
~omu vipadku neobh�dn� matriqn� elementi operator�v poro-d�enn� � zniwenn� foton�v tako� znahodimo za dopomogo� (3.3)ta (5.3): h: : : ; Nq + 1; : : : jB+q0 j : : : ; Nq; : : :i = Æq0;qpNq + 1;h: : : ; Nq + 1; : : : jBq0 j : : : ; Nq; : : :i = 0: (5.9)R�zni
� ener��� u k�n
evomu � poqatkovomu stanahEf �Ei = EA0 �EA + ~!k (5.10)virahovu
mo analog�qno do poperedn~ogo. Za dopomogo� viraz�v(5.9), (5.10) znahodimo �mov�rn�st~ kvantovogo perehodu za odi-ni
� qasu z narod�enn�m fotona:wjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq+1;:::i = �2�em �2 Nq + 1V !k����hA0je�ikr(eqp̂)jAi���2Æ(EA0 �EA + ~!k): (5.11)38



�k baqimo, 
e� viraz sklada
t~s� �z sumi dvoh dodank�v: per-xogo, propor
��nogo do Nq, �ki� opisu
 �ndukovane viprom�n�-vann� foton�v, � drugogo dodanka, �ki� ne r�vni� nulev� � za v�d-sutnost� foton�v, Nq = 0, opisu
 spontanne viprom�n�vann� sv�t-la. Zauva�imo, m�� �nxim, wo spontanne viprom�n�vann� zu-movlene pro
esami vza
mod�Ý elektrona z nul~ovimi kolivann�-mi elektromagn�tnogo pol�. Same 
� vza
mod�� 
 priqino� kvaz�-sta
�onarnost� zbud�enih atomnih stan�v �, urext�-rext, formu
prirodnu xirinu spektral~nih l�n��.P�dstavmo virazi (5.8), (5.11) v (4.11) � v drugomu dodanku po-m�n��mo m�s
�mi �ndeksi p�dsumovuvann� za stanami A, A0. Dal�skorista
mos~ tim, wo Æ-funk
�� 
 parno�,Æ(EA0 �EA � ~!k) = Æ(EA �EA0 + ~!k);a matriqni� element ma
 taku vlastiv�st~ wodo opera
�� komp-leksnogo spr��enn�:hAje�ikr(eqp̂)jA0i = hA0jeikr(eqp̂)jAi�:C� r�vn�st~ mo�na legko dovesti. Spravd�, za oznaqenn�mhAje�ikr(eqp̂)jA0i = Z  �A(�)e�ikr(eqp̂) A0(�)d �:Teper prigada�mo, wo p̂ = �i~r, � �nte�ru�mo qastinami (tobtovved�mo operator, transponovani� do operatora �mpul~su ~̂p =�p̂). U rezul~tat� perekida
mo d�� operatora �mpul~su nal�vo:hAje�ikr(eqp̂)jA0i = �Z  A0(�)(eqp̂)e�ikr �A(�) d�:Osk�l~ki z umovi popereqnost� pol� (eqk) = 0 vipliva
, wo(eqp̂)e�ikr = �~(eqk)e�ikr + e�ikr(eqp̂) = e�ikr(eqp̂);to nax matriqni� element z urahuvann�m togo, wo p̂� = �p̂,dor�vn�
hAje�ikr(eqp̂)jA0i = �Z  A0(�)e�ikr(eqp̂) �A(�) d� 39



= �Z  �A0(�)eikr(eqp̂) A(�) d��� = hA0jeikr(eqp)jAi�:Ot�e, mi otrimali xukanu r�vn�st~, z �koÝ vipliva
 take sp�v-v�dnoxenn�:���hAje�ikr(eqp̂)jA0i���2 = ���hA0jeikr(eqp̂)jAi���2 :P�sl� vs~ogo z urahuvann�m 
ih m�rkuvan~ mi mo�emo zapi-sati �nte�ral z�tknen~ (4.11) tak:�dNqdt �(1)
oll = �2�em �2 1V !k X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XA;A0���hA0jeikr(eqp̂)jAi���2�f��ANq + �A0(Nq + 1)g Æ(EA0 �EA � ~!k): (5.12)Uved�mo skoroqene poznaqenn� dl� bezrozm�rnoÝ veliqini,�ka harakterizu
 �ntensivn�st~ kvantovih perehod�v m�� atom-nimi stanami:fA0A(q) = 2m~!A0A ���hA0jeikr(eqp̂)jAi���2; (5.13)de qastota perehodu!A0A = (EA0 �EA)=~: (5.14)Ar�ument del~ta-funk
�Ý v (5.12) zapix�mo qerez qastotu pere-hodu, vikoristovu�qi dobre v�domu vlastiv�st~Æ[~(!A0A � !k)℄ = ~�1Æ(!A0A � !k):U rezul~tat�, p�sl� de�kih elementarnih peregrupuvan~ u f�gur-nih du�kah (5.12), �nte�ral z�tknen~ nabuva
 ostatoqnogo vigl�-du: �dNqdt �(1)
oll= �2�2e2m 1V X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XA;A0 �A(1� �A0=�A)40



�fA0A(q)�Nq � 1�A=�A0 � 1� Æ(!A0A � !); (5.15)! = !k:Legko peresv�dqitis~, wo �nte�ral z�tknen~ peretvor�
t~s� vnul~, �kwo k�l~k�st~ foton�v Nq dor�vn�
 Ýhn~omu seredn~omuznaqenn� hNqi = 1�A=�A0 � 1 ; (5.16)�ke pri r�vnova�n�� zaselenost� atom�v za stanami zb�ga
t~s� zrozpod�lom Boze{A�nxta�na dl� foton�v:hNqi = 1e~!=T � 1 : (5.17)Dal� mi peresv�dqimos~,wo 
� vlastiv�st~ �nte�rala z�tknen~zber�ga
t~s� prirodno � u viwih nabli�enn�h.x 6. R�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�v nabli�enn� odnofotonnih perehod�vZupin�mos~ na r�vn�nn� perenosu (4.5) dl� ploskoparalel~-noÝ atmosferi. P�dstavl��qi v n~ogo oder�ani� viraz (5.15)dl� �nte�rala z�tknen~ � vrahovu�qi zv'�zok (2.2) m�� k�l~k�s-t� foton�v Nq ta �ntensivn�st� sv�tla Iq, prihodimo do takogor�vn�nn�:
os � dIqdz = �2�2e2m
V X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XAA0 fA0A(q)Æ(!A0A � !)��A(1� �A0=�A) fIq � SAA0(!)g ; (6.1)de viraz SAA0(!) = ~
2 � !2��3� (�A=�A0 � 1) (6.2)41



naziva�t~ funk
�
� d�erela dl� A ! A0 perehodu. Nazva po-v'�zana z tim, wo dodanok �z 
�
� funk
�
� v prav�� qastin�r�vn�nn� perenosu (6.1) ma
 dodatni� znak � opisu
 zb�l~xenn��ntensivnost� sv�tla v m�ru �ogo prohod�enn� kr�z~ zor�nu atmo-sferu za rahunok spontannogo visv�quvann� atom�v, �k� perebu-va�t~ u zbud�enih stanah.Perxi� dodanok u (6.1), propor
��ni� do �ntensivnost�, da
vnesok z� znakom m�nus � opisu
 poglinann� sv�tla pri �ogo po-xirenn� kr�z~ seredoviwe atmosferi zor�. Koef�
�
nt poglinan-n� sv�tla {(q), za oznaqenn�m, 
 mno�nikom b�l� �ntensivnost�Iq (z� znakom \m�nus") u r�vn�nn� perenosu �, �k vipliva
 z (6.1),dor�vn�
: {(q) = 2�2e2m
V X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XAA0 �AfA0A(q)� �1� �A0�A � Æ(!A0A � !): (6.3)V�n ma
 rozm�rn�st~, obernenu do dov�ini, � zale�it~ v�d qastoti!, pol�riza
�Ý � � kut�v 
: {(q) = {(!; �;
). Veliqina, obernenado koef�
�
nta poglinann� {(q)�1, ma
 zm�st dov�ini v�l~nogoprob�gu fotona v seredoviw�.Poglinann� sv�tla dewo poslabl�
t~s� za rahunok vimuxe-nogo viprom�n�vann�, �ke vrahovu
 mno�nik (1 � �A0=�A). Za-uva�imo, wo pri �nvers�Ý zaselenost� kvantovih stan�v atom�v,�A0 > �A, zam�st~ poslablenn� sv�tla, budemo mati �ogo p�dsi-lenn� (lazer).�kwo vikonu�t~s� umovi lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vno-vagi, koli zaselen�st~ atomnih stan�v viznaqa
t~s� rozpod�lom��bbsa (4.8), r�vn�nn� perenosu znaqno sprowu
t~s�. Spravd�, u
~omu vipadku pri na�vnost� del~ta-funk
�Ý vikonu
t~s� sp�v-v�dnoxenn�: �A0=�A = e�(EA0�EA)=T = e�~!=T : (6.4)42



Unasl�dok 
~ogo v�dnosna zaselen�st~ stan�v ne zale�it~ v�d �n-deks�v stan�v � ÝÝ mo�na vinesti z-p�d znak�v sumi v (6.1). Urezul~tat� ma
mo r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� v takomuvigl�d�: 
os � dIqdz = �{(q)[Iq �B!;�(T )℄; (6.5)de koef�
�
nt poglinann�{(q) = 2�2e2m
V (1 � e�~!=T )� X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XAA0 �AfA0A(q)Æ(!A0A � !); (6.6)a funk
�� d�erela (6.2) zb�ga
t~s� z funk
�
� Planka dl� r�v-nova�nogo rozpod�lu �ntensivnost� qornogo viprom�n�vann� zaqastotami dl� f�ksovanoÝ pol�riza
�Ý (tobto r�vnova�nogo elek-tromagn�tnogo viprom�n�vann� absol�tno qornogo t�la)13:B!;�(T ) = SAA0(!) = ~
2 � !2��3� (e~!=T � 1): (6.7)13C� formulu Maks Plank (1858{1947) vperxe nav�v 19 �ovtn� 1900 rokuna zas�dann� N�me
~kogo f�ziqnogo tovaristva v Berl�n�. V�n zaproponuvav�nterpol�
��ni� viraz dl� drugoÝ poh�dnoÝ za ener��
� v�d entrop�Ý elekt-romagn�tnogo viprom�n�vann�, vikoristovu�qi dl� visokih qastot zakonV. V�na (1864{1928), a dl� niz~kih | rezul~tati eksperimental~nih vim�-r�v, �k� predstavili F. Kurl~baum (1857{1927) � G. Rubens (1865{1922) na
~omu � zas�dann�. M�kroskop�qne ob�runtuvann� 
~ogo virazu M. Plankpodav na zas�dann� Tovaristva 14 grudn� 1900 roku. Pra
��qi vprodov�ma��e dvoh m�s�
�v, v�n d��xov visnovku, wo formulu dl� �ntensivnost�qornogo viprom�n�vann� mo�na dovesti, �kwo pripustiti, wo ener��� vi-prom�n�
t~s� � poglina
t~s� kvantami veliqino� ~!. Tak v ob�g bula vve-dena fundamental~na konstanta ~, �ka zm�nila nax sv�togl�d � naxe �itt�,14 grudn� 1900 roku vva�a
mo dnem narod�enn� kvantovoÝ f�ziki. (�. O. Va-karquk. Kvant | gen�al~na zdogadka qi vimuxeni� krok? // Sv�t f�ziki.|}4(12).| 2000; �urnal f�ziqnih dosl�d�en~.| T. 5.| }1.| 2001.) 43



�k u�e vkazuvalos~, prava qastina r�vn�nn� (6.5), tobto �nte-�ral z�tknen~, peretvor�
t~s� v nul~, �kwo �ntensivn�st~ Iq do-r�vn�
 seredn�� �ntensivnost� (6.7).�kwo zruqn�xe koristuvatis~ �ntensivn�st� viprom�n�vann�za xkalo� dov�in hvil~, to, zg�dno z (2.6), r�vn�nn� perenosu(6.5) nabuva
 takogo vigl�du:
os �; dI(�; �;
)dz = �{�(�;
)[I(�; �;
) �B�;�(T )℄; (6.8)de funk
�� PlankaB�;�(T ) = 2�
2~�5 1e2�
~=�T � 1 ; (6.9)a koef�
�
nt poglinann� viznaqa
t~s� tim �e virazom (6.6),{�(�;
) = {(q), priqomu qastota ! = 2�
=�.We raz p�dkreslimo, wo rozgl�da
mo viprom�n�vann� �z za-dano� pol�riza
�
�. Dl� nepol�rizovanogo sv�tla v (6.5) abo(6.8) neobh�dno vz�ti sumu za � = 1; 2. Pri nehtuvann� zale�n�s-t� koef�
�
nta poglinann� v�d pol�riza
�Ý �, wo, �k pravilo, �pri�ma
t~s�, r�vn�nn� (6.5), (6.8) svogo vigl�du ne zm�n��t~, a vprav�� qastin� funk
�Ý Planka (6.7) abo (6.9) vinika
 dodatkovi�mno�nik 2.R�vn�nn� (6.8) mi otrimali na osnov� m�kroskop�qnogo p�d-hodu, vihod�qi z perxih prin
ip�v kvantovoÝ mehan�ki. �ogofenomenolog�qne vivedenn�, zrozum�lo bez �vnogo vigl�du koe-f�
�
nta poglinann� (v takomu p�dhod� 
e 
 okremo� zadaqe�),mo�na zna�ti v u�e zgadanih monograf��h ta p�druqnikah [1{7℄,a tako� v [15{17℄.Zna�deni� viraz dl� koef�
�
nta poglinann� (6.3) 
 vih�dnimpri faktiqnih rozrahunkah �k dl� neperervnogo poglinann�,tak � dl� poglinann� v spektral~nih l�n��h. Koef�
�
nt neperer-vnogo poglinann� formu
t~s� zv'�zano-v�l~nimi (1.2) ta v�l~no-v�l~nimi (1.3) perehodami. Zv'�zano-zv'�zan� perehodi (1.1) stvo-r��t~ koef�
�
nt poglinann� v spektral~n�� l�n�Ý. Priqomu os-k�l~ki kvantov� qisla A, A0 zada�t~ elektronn� stani z urahu-vann�m vza
mod�Ý z navkolixn�mi qastinkami, to z virazu (6.3)44



bez bud~-�kih dodatkovih pripuwen~ virahovu�t~ us� efektirozxirenn� prof�l� koef�
�
nta poglinann�.�k vipliva
 z (6.3), koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý dl� �zo-l~ovanogo atoma ma
 bezme�no vuz~ki� del~tapod�bni� prof�l~.Ce pov'�zano z nehtuvann�m prirodno� xirino� spektral~nihl�n��, tobto z nevrahuvann�m kvaz�sta
�onarnost� zbud�enih sta-n�v, �ka rozmiva
 del~ta-funk
��. Dl� vrahuvann� 
~ogo efek-tu pri rozv'�zuvann� r�vn�nn� Xredin�era sistemi \pole pl�sqastinki" v�e nedostatn~o vikoristati zviqa�nu teor�� zbu-ren~. Ce pitann� rozgl�nemo ni�qe.Viraz (6.3) dl� koef�
�
nta poglinann�, zrozum�lo, ma
 za-gal~ni� harakter � ne obme�eni� zastosuvann�m same do zor�nihatmosfer qastkovo �on�zovanogo gazu. �ogo mo�na vikoristovu-vati dl� rozrahunku poglinann� sv�tla v r�dinah � tverdih t�-lah. Dl� kondensovanih sistem neobh�dno lixe v�dtvoriti v(6.3) zale�n�st~ v�d pokaznika zalomlenn� n(!; �). Ce legkozrobiti, vz�vxi do uvagi, wo u viraz� dl� vektornogo poten-
�alu (3.2) xvidk�st~ sv�tla 
 neobh�dno zam�niti na 
=n(!; �).Takim qinom, �mov�rnost� perehodu (5.8), (5.11) d�stanut~ dodat-kovi� mno�nik 1=n2(!; �).x 7. �nte�ral z�tknen~ dl� pro
es�v rozs��nn�Rozrahunok �nte�rala z�tknen~ (4.12) poqnemo z obqislenn��mov�rnoste� perehodu. Osk�l~ki mova �de pro dvofotonn� pe-rehodi (1.4), to v perxomu por�dku teor�Ý zburen~ vnesok u �mo-v�rn�st~ perehodu v�d perxogo qlena v operator� vza
mod�Ý (3.1),�ki� zm�n�
 k�l~k�st~ foton�v na odini
�, dor�vn�
 nulev�. Ne-nul~ovi� vnesok u perxomu por�dku teor�Ý zburen~ da
 drugi�dodanok v operator� (3.1), kvadratiqni� za vektor-poten
�alompol� Â. Vodnoqas mi povinn� vrahuvati drugi� por�dok teo-r�Ý zburen~ �z perxim qlenom operatora (3.1). V�n tako� dast~veliqinu, kvadratiqnu za Â. �nximi slovami, dl� �mov�rnos-t� perehodu vikoristovu
mo viraz (3.8), �ki� v naxomu vipadku45



nabuva
 vigl�du:wjii!jfi = 2�~ ����� e22m
2 (Â2)fi (7.1)+ � em
�2 Xf 0(f 0 6=i) (Âp̂)ff 0(Âp̂)f 0iEi �Ef 0 �����2Æ(Ef �Ei):Takim qinom, mi korektno vrahovu
mo v �mov�rnost� perehoduvneski v�d veliqin por�dku kvadrata konstanti tonkoÝ struktu-ri (e2=~
)2.Pere�d�mo do rozrahunku neobh�dnih matriqnih element�v.Rozgl�n~mo spoqatku pro
es zniwenn� fotona z kvantovim qis-lom q. Dl� perxogo dodanka p�d znakom modul� v (7.1) ma
mo:(Â2)fi = hA0; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jÂ2jA; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i= 2�
2~V Xq1 Xq2 (!k1!k2)�1=2(eq1eq2)�(hA0jei(k1�k2)rjAi (7.2)�h: : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jB̂q1B̂+q2 j : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i+hA0je�i(k1�k2)rjAi�h: : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jB̂+q1B̂q2 j : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i):Matriqn� elementi dobutk�v operator�v B̂q1 B̂q2 ta B̂+q1 B̂+q2 dl�anal�zovanogo pro
esu dor�vn��t~ nulev�, voni v�dm�nn� v�d nul�dl� pro
es�v zniwenn� abo narod�enn� dvoh foton�v. Matriqn�46



elementi, wo vhod�t~ u (7.2), rozrahovu
mo dl� q0 6= q, osk�l~kirozgl�da
mo pro
es rozs��nn�. Vikoristovu�qi (3.3), otrimu
-mo: h: : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jB̂q1B̂+q2 j : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i=qNq1(Nq2 + 1)Æq1;qÆq2;q0 ;h: : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jB̂+q1B̂q2 j : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i=qNq2(Nq1 + 1)Æq2;qÆq1;q0 : (7.3)P�dstavl��qi 
� virazi v (7.2), ma
mo:(Â2)fi = 4�
2V (eqeq0)sNq(Nq0 + 1)!k!k0 hA0jei(k�k0)rjAi: (7.4)R�zni
� ener��� Ef � Ei, �ka vhodit~ u (7.1), p�drahovu
mo taksamo, �k 
e robilos~ pri oder�ann� virazu (5.7):Ef �Ei = EA0 �EA + ~!k0 � ~!k: (7.5)Rozgl�n~mo teper drugi� por�dok teor�Ý zburen~. �ndeks pro-m��nogo p�dsumovuvann� f 0 v (7.1) v�dpov�da
 prom��nomu stanov�sistemi \atomi pl�s elektromagn�tne pole" jf 0i = jC; : : : ; N 0q; : : :i,de jCi | prom��n� kvantov� stani atomnoÝ sistemi. Nab�r qiselN 0q, �k� f�ksu�t~ prom��n� stani pol�, ne mo�e buti dov�l~nim.Ce pov'�zano z tim, wo poqatkovi� � k�n
evi� stani pol� mi za-da
mo � pri rozrahunku matriqnih element�v operatora Â, �ki�zm�n�
 k�l~k�st~ foton�v na odini
�, lixe okrem� prom��n� sta-ni pol� da�t~ nenul~ovi� vnesok. Prosti� anal�z pokazu
, wotakih stan�v 
 dva. U dosl�d�uvanomu pro
es� zniwenn� fotona| 
e stani j : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 ; : : :i ta j : : : ; Nq; : : : ; Nq0 + 1; : : :i.P�drahunok matriqnih element�v vikonu
mo analog�qno do pope-redn�h vikladok. 47



Vipixemo rezul~tat dl� neobh�dnih matriqnih element�v �zperxim prom��nim stanom:(Âp̂)f 0i ==hC; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 ; : : : jÂp̂jA; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i=�2�
2~V !k Nq�1=2 hCjeikr(eqp̂)jAi; (7.6)(Âp̂)ff 0 ==hA0; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jÂp̂jC; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 ; : : :i=�2�
2~V !k0 (Nq0 + 1)�1=2 hA0je�ik0r(eq0 p̂)jCi:V�dpov�dn� zakoni zbere�enn� ener��Ý:Ei �Ef 0 = EA �EC + ~!k;Ef �Ef 0 = EA0 �EC + ~!k0; (7.7)Ef �Ei = EA0 �EA + ~!k0 � ~!k:Dl� drugogo prom��nogo stanu matriqn� elementi(Âp̂)f 0i ==hC; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 + 1; : : : jÂp̂jA; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 ; : : :i=�2�
2~V !k0 (Nq0 + 1)�1=2 hCje�ik0r(eq0 p̂)jAi; (7.8)(Âp̂)ff 0 ==hA0; : : : ; Nq � 1; : : : ; Nq0 + 1; : : : jÂp̂jC; : : : ; Nq; : : : ; Nq0 + 1; : : :i48



=�2�
2~V !k Nq�1=2 hA0jeikr(eqp̂)jCi:� zakoni zbere�enn� ener��Ý:Ei �Ef 0 = EA �EC � ~!k0 ;Ef �Ef 0 = EA0 �EC � ~!k; (7.9)Ef �Ei = EA0 �EA + ~!k0 � ~!k:Ot�e, ma�qi vnesok 
ih dvoh prom��nih stan�v fotonnogo pol�,znahodimo veliqinuXf 0(f 0 6=i) (Âp̂)ff 0(Âp̂)f 0iEi �Ef 0 = 2�
2~V �Nq(Nq0 + 1)!k!k0 �1=2
�XC (hA0je�ik0r(eq0 p̂)jCihCjeikr(eqp̂)jAiEA �EC + ~!k (7.10)+hA0jeikr(eqp̂)jCihCje�ikr0(eq0 p̂)jAiEA �EC � ~!k0 ):P�dstavmo virazi (7.4) ta (7.10) v (7.1) � vrahu�mo zakoni zbe-re�enn� ener��Ý (7.5), (7.7), (7.9). U rezul~tat� otrima
mo viraz�mov�rnost� perehodu v odini
� qasu dl� pro
esu zniwenn� fo-tona z kvantovim qislom q, tobto perxi� qlen u du�kah pravoÝqastini r�vn�nn� (4.12):wjii!jfi = (2�)3V 2 �e2m�2 Nq(Nq0 + 1)!k!k0 �A0A(q; q0)� Æ(!A0A + !k0 � !k); (7.11)de veliqini�A0A(q; q0) = �����(eqeq0)hA0jei(k�k0)rjAi 49



+ 1m~XC  hA0jeikr(eqp̂)jCihCje�ik0r(eq0p̂)jAi!AC � !k0+ hA0je�ik0r(eq0 p̂)jCihCjeikr(eqp̂)jAi!AC + !k !�����2: (7.12)Pri oder�ann� virazu (7.11) ar�ument del~ta-funk
�Ý perepi-sani� qerez qastotu perehodu, dl� �koÝ zber�ga
mo poznaqenn�(5.14).Funk
�� �A0A(q; q0) v�d�gra
 v pro
esah rozs��nn� taku � rol~,�k � funk
�� fA0A(q), wo da
t~s� virazom (5.13), u pro
esah po-glinann�. Voni k�l~k�sno harakterizu�t~ �mov�rn�st~ kvantovihperehod�v dl� samoÝ atomnoÝ sistemi � viznaqa�t~s� ÝÝ prirodo�ta f�ziqnim stanom.�mov�rn�st~ pro
esu narod�enn� fotona z kvantovim qislomq � zniwenn� fotona z kvantovim qislom q0, tobto drugi� doda-nok u du�kah pravoÝ qastini r�vn�nn� (4.12), otrima
mo z (7.11)prosto� zam�no� q ! q0:wjii!jfi = (2�)3V 2 �e2m�2 Nq0(Nq + 1)!k!k0 �A0A(q0; q)� Æ(!A0A + !k � !k0): (7.13)P�dstavmo narext� virazi (7.11), (7.13) u pravu qastinu (4.12),priqomu v drugomu dodanku zrobimo zam�nu A ! A0 � skorista-
mos~ m�rkuvann�mi, �k� mi vislovili pered vivedenn�m for-muli (5.12) dl� �nte�rala z�tknen~ u nabli�enn� odnofotonnihperehod�v. A same, znovu vikorista
mo parn�st~ Æ-funk
�Ý v (7.13)� vlastiv�st~ matriqnogo elementa:hAje�ikr(eqp̂)jA0i = hA0jeikr(eqp̂)jAi�;za dopomogo� �koÝ neva�ko peresv�dqitis~ u tomu, wo funk
��(7.12) ma
 tak� vlastivost� simetr�Ý:�A0A(q; q0) = �AA0(q0; q):50



Z urahuvann�m 
~ogo znahodimo ostatoqni� viraz dl� �nte�ralaz�tknen~, wo opisu
 pro
es rozs��nn� (1.4):�dNqdt �(2)
oll = � 1V X(za qastinkami)(2�)3V �e2m�2Xq0 XA;A0 �A� 1!k!k0 �A0A(q; q0)Æ(!A0A + !k0 � !k) (7.14)� nNq(Nq0 + 1)�Nq0(Nq + 1)�A0=�Ao:�nte�ral z�tknen~ (7.14)peretvor�
t~s� v nul~ dl� r�vnova�-nogo rozpod�lu foton�v. U 
~omu legko perekonatis~, p�dstavl�-�qi �vni� viraz dl� seredn�h qisel zapovnenn� foton�v hNqi =1=(e~!k=T � 1) � vrahovu�qi, wo poruq z del~ta-funk
�
� v�dno-xenn� �A0=�A = expf�~(!k�!k0)=Tg, osk�l~ki pri 
~omu !A0A =!k � !k0 :Mo�na m�rkuvati �nakxe. Z umovi r�vnost� nulev� �nte�ra-la z�tknen~ zna�demo r�vnova�ni� rozpod�l dl� foton�v, �kworozpod�l atom�v za stanami 
 r�vnova�nim:Nq(Nq0 + 1)�Nq0(Nq + 1)�A0=�A = 0 (7.15)abo NqNq + 1Nq0 + 1Nq0 = �A0�A ; (7.16)tobto NqNq + 1Nq0 + 1Nq0 = e�~(!k�!k0)=T : (7.17)Prir�vn��qi zl�va � sprava v 
~omu funk
�onal~nomu sp�v-v�dnoxenn� xtrihovan� � nextrihovan� veliqini, ma
mo:NqNq + 1 = e�~!k=T ; (7.18)51



Nq0 + 1Nq0 = e~!k0=T : (7.19)Zv�dsi vipliva
, wo Nq = hNqi � ot�e, qisla zapovnenn� fo-ton�v 
 r�vnova�nimi.x 8. R�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�z urahuvann�m pro
es�v poglinann� � rozs��nn�Rozgl�n~mo vipadok ploskoparalel~noÝ atmosferi. �nte�ralz�tknen~ (4.13), wo vhodit~ u pravu qastinu r�vn�nn� perenosu(4.5), viznaqeni� virazami (5.15), (7.14), wo opisu�t~ v�dpov�dnoodnofotonn� ta dvofotonn� pro
esi. Z urahuvann�m 
ih viraz�vr�vn�nn� perenosu nabuva
 vigl�du:
os � dIqdz = �2�2e2m
V X� za kanalamireak
�� ta zaqastinkami �XAA0 fA0A(q)Æ(!A0A � !)� �A(1� �A0=�A) fIq � SAA0(!)g� 1V X(za qastinkami)(2�)3V Xq0 �e2m�2 1
!!0 (8.1)� XA;A0 �A�A0A(q; q0)Æ(!A0A + !0 � !)� (Iq(Nq0 + 1)� � !!0�3 Iq0(Nq + 1)�A0=�A):Qisla zapovnenn� dl� foton�v Nq, Nq0 pov'�zan� z �ntensivn�st�sp�vv�dnoxenn�m (2.2), a qastoti ! = !k, !0 = !k0.R�vn�nn� (8.1) otrimane v pripuwenn�, wo viw� nabli�enn�v �nte�ral� z�tknen~ (4.13) 
 malimi. Ce spravd� tak, osk�l~ki52



vnesok 
ih nabli�en~ propor
��ni� do kvadrata staloÝ tonkoÝstrukturi (e2=~
)2 ' (1=137)2 � na dek�l~ka por�dk�v menxi�v�d vnesku odnofotonnih perehod�v v �nte�ral z�tknen~. Pohibkieksperimental~nih prof�l�v spektral~nih l�n�� znaqno perevi-wu�t~ netoqnost� teor�Ý, �k� pov'�zan� z nevrahuvann�m bagato-fotonnih pro
es�v. Takim qinom, r�vn�nn� (8.1) faktiqno 
 tim
entral~nim r�vn�nn�m teor�Ý perenosu viprom�n�vann�, �ke da
zmogu viluqati veliqezni� obs�g �nforma
�Ý z� spostere�uvanihzor�nih spektr�v.Osobliv�st� 
~ogo r�vn�nn� 
 �ogo nel�n��n�st~| prava qas-tina r�vn�nn� m�stit~ dodanki� IqIq0 . Prigada�mo, wo �ntensiv-n�st~ viprom�n�vann� Iq propor
��na do qisel zapovnenn� foto-n�v Nq v�dpov�dno do r�vn�nn� (2.2). V okremih vipadkah rol~nel�n��nih efekt�v mo�e buti va�livo�, � mi povernemos~ doobgovorenn� 
~ogo pitann� v k�n
� paragrafa.Fenomenolog�qne vivedenn� r�vn�nn� perenosu vikl�qa
 mo�-liv�st~ urahuvati nel�n��n� dodanki z �dentif�kovanim zm�stomkoef�
�
nt�v b�l� dobutku IqIq0 . Nel�n��n� efekti 
 neznaqnimi,koli qisla zapovnenn� foton�v mal�, Nq � 1. O
�niti umovi vi-konann� 
�
Ý ner�vnost� mo�na, skoristavxis~ seredn�m znaqen-n�m qisel zapovnenn� dl� r�vnova�nogo viprom�n�vann� (5.17),exp(�~!=T )� 1, ~!=T � 1. Ce oznaqa
, wo zaselen�st~ zbud�e-nih atomnih stan�v 
 malo� por�vn�no �z zaselen�st� osnovnogostanu. �kwo taka umova vikonu
t~s�, to r�vn�nn� (8.1) mo�nazl�nearizuvati.Ot�e, pri�ma
mo, po-perxe, wo Nq � 1. Po-druge, vva�a
-mo tako�, wo v zor�n�� atmosfer� vikonu�t~s� umovi lokal~noÝtermodinam�qnoÝ r�vnovagi, koli zaselen�st~ atomnih stan�v vi-znaqa
t~s� rozpod�lom ��bbsa (4.8). Narext�, perehodimo v r�v-n�nn� (8.1) v�d sumi za k0 do �nte�rala za qastotami � kutovimizm�nnimi zg�dno z (3.5):(2�)3V Xq0 !X�0 Z dk0 =X�0 Z d
0 1Z0 k02dk0 53



= 1
3 X�0 Z d
0 1Z0 !02 d!0: (8.2)U rezul~tat� r�vn�nn� (8.1) znaqno sprowu
t~s� � nabuva
 vigl�-du: 
os � dIqdz = �h{(q) + �(q)iIq + {(q)B!;�(T )+X�0 Z d
0 1Z0 d!0 � !!0�3 e�~(!�!0)=TR(q; q0)Iq0 ; (8.3)de veliqinaR(q; q0) = � e2m
2�2 !0!V X(za qastinkami)XA;A0� �A�A0A(q; q0)Æ(!A0A + !0 � !) (8.4)
 tak zvano� funk
�
� pererozpod�lu foton�v za qastotami. Ve-liqina �(q) =X�0 Z d
0 1Z0 d!0R(q; q0) (8.5)dor�vn�
 sum� perer�z�v rozs��nn� na qastinkah atmosferi, po-mno�enih na v�dpov�dn� k�l~kost� qastinok v odini
� ob'
mu. Vo-na viznaqa
 zb�l~xenn� koef�
�
nta poglinann� vnasl�dok roz-s��nn� foton�v � ma
 rozm�rn�st~ obernenoÝ dov�ini.Tut potr�bno zupinitis~ na term�nolog�Ý. �k baqimo z r�v-n�nn� (8.3), ma
mo dva kanali zmenxenn� k�l~kost� ener��Ý m�ro�togo, �k viprom�n�vann� prohodit~ kr�z~ reqovinu. Perxi� |
e �stinne poglinann�, za �ke v�dpov�da
 koef�
�
nt {(q) � �ki�we naziva�t~ u zv'�zku z 
im �stinnim koef�
�
ntom poglinann�.Drugi�| 
e viluqenn� ener��Ý z puqka viprom�n�vann� xl�hom54



rozs��nn�, za wo v�dpov�da
 veliqina �(q), �ku naziva�t~ koef�-
�
ntom rozs��nn�. Povni� koef�
�
nt poglinann�, abo, mo�el�pxe, koef�
�
nt poslablenn�, dor�vn�
, �k vidno z (8.3), sum�{(q) ta �(q), � v�n viznaqa
 sumarnu xvidk�st~ vivedenn� reqovi-no� ener��Ý z puqka viprom�n�vann� vzdov� promen� zoru. �nod��ogo naziva�t~ tako� koef�
�
ntom ekstink
�Ý (v�d angl��s~kogoslova extin
tion | zgasann�, poslablenn�). Tradi
��no 
� nazvuv�iva�t~ wodo zemnoÝ atmosferi. �kwo rozs��nn� ne v�d�gra
n��koÝ rol� por�vn�no z poglinann�m, to koef�
�
nt ekstink
�Ýnaziva�t~ koef�
�
ntom poglinann�. U protile�nomu vipadkugovor�t~ pro koef�
�
nt ekstink
�Ý, zumovlenoÝ rozs��nn�m.�kwo p�d qas rozs��nn� foton�v atomi ne zm�n��t~ svogo sta-nu, tobto A = A0, !A0A = 0, to 
e kogerentne rozs��nn�:R(q; q0) = Æ(! � !0)�(q; q0); (8.6)�(q; q0) = � e2m
2�2 1V X(za qastinkami)XA �A�AA(q; q0): (8.7)U zagal~nomu vipadku funk
�� pererozpod�lu za qastotami nema
 del~tapod�bnogo harakteru| rozs��nn� 
 nekogerentnim una-sl�dok prirodnoÝ xirini spektral~nih l�n��, teplovogo ruhuqastinok ta m��atomnoÝ vza
mod�Ý.Dl� kogerentnogo rozs��nn� z (8.3), (8.6) znahodimo:
os � dIqdz = �h{(q) + �(q)iIq + {(q)B!;�(T )+ X�0 Z d
0 �(q; q0)Iq0 ; (8.8)priqomu tut q0 = (k0; �), jk0j = jkj = !=
. Pri praktiqnih rozra-hunkah veliqinu �(q; q0) zam�n��t~ de�kim seredn�m znaqenn�m�(q; q0) = 12 X�0=1;2 14� Z d
0 �(q; q0) = �(q)8� : (8.9)55



U 
~omu raz� otrimu
mo r�vn�nn� perenosu
os � dIqdz = �h{(q) + �(q)iIq + {(q)B!;�(T )+ �(q) 18� X�0=1;2 Z d
0 Iq0 ; (8.10)�ke 
 zagal~nopri�n�tim r�vn�nn�m fenomenolog�qnoÝ teor�Ý [3,4, 6, 7℄. Na 
~omu r�vn�nn� bazu�t~s� faktiqno vs� dosl�d�enn�zor�nih spektr�v14.R�vn�nn� (8.10) zapisane dl� sv�tla �z zadano� pol�riza
�
��. �kwo nas ne 
�kavit~ pol�riza
��, to v (8.10) neobh�dno p�d-sumuvati obidv� qastini r�vn�nn� za pol�riza
��mi. Nehtu�qizale�n�st� {(q), �(q) v�d pol�riza
�Ý, zapixemo r�vn�nn� pere-nosu dl� �ntensivnost� viprom�n�vann�, vim�r�vanogo za xka-lo� dov�in hvil~:
os � dI(�;
)dz = �h{�(
) + ��(
)iI(�;
) (8.11)+ {�(
)B�(T ) + ��(
) 14� Z I(�;
0) d
0;I(�;
) = X�=1;2 I(�; �;
); (8.12)B�(T ) = X�=1;2B�;�(T ) = 4�
2~�5 1e2�
~=�T � 1 (8.13)14Uperxe �ogo viv�v fenomenolog�qnim xl�hom n�me
~ki� astrof�zikKarl Xvar
x�l~d we v 1905 ro
� v pra
� \Pro r�vnovagu son�qnoÝ atmos-feri". Karl Xvar
x�l~d (1873-1916) | odin �z zasnovnik�v teoretiqnoÝastrof�ziki. Sklav katalog fotograf�qnih veliqin ponad 3500 z�r (\�et-tingens~ka aktinometr��", 1910{1912). Stvoriv teor�� promenevoÝ r�vnova-gi � zastosuvav ÝÝ do zor�nih atmosfer. Uperxe otrimav toqni� rozv'�zokr�vn�n~ teor�Ý v�dnosnost� A�nxta�na (metrika Xvar
x�l~da dl� sferiqno-simetriqnogo rozpod�lu mas). M�� �nxim, pitann�mi teor�Ý viprom�n�vann�za�mavs� � vidatni� n�me
~ki� matematik David G�l~bert (1862{1943).56



| funk
�� Planka dl� nepol�rizovanogo viprom�n�vann�. Ve-liqini {�(
), ��(
) 
 seredn�mi znaqenn�mi veliqin {(q) ta�(q): {�(
) = 12 X�=1;2{(q); (8.14)��(
) = 12 X�=1;2 �(q);priqomu q = (k; �), jkj = 2�=�.Povern�mos~ znovu do toqnogo r�vn�nn� (8.1). Vislovlen� ra-n�xe m�rkuvann� pri �ogo l�neariza
�Ý rozgornemo teper doklad-n�xe � nasampered zapixemo (8.1) z urahuvann�m nel�n��nih qle-n�v, pri�ma�qi g�potezu pro lokal~nu termodinam�qnu r�vnovaguv zor�n�� atmosfer�:
os � dIqdz = �[{(q) + �(q)℄Iq + {(q)B!;�(T )+ X�0 Z d
0 1Z0 d!0 � !!0�3 e�~(!�!0)=TR(q; q0)Iq0� IqX�0 Z d
0 1Z0 d!0 �1� e�~(!�!0)=T�� R(q; q0)�2�!0 �3 
2~ Iq0 : (8.15)Ostann�� qlen u prav�� qastin� 
~ogo r�vn�nn� opisu
 nel�-n��n� efekti. Legko peresv�dqitis~, beruqi do uvagi (8.6), wo
e� nel�n��ni� dodanok dl� kogerentnogo rozs��nn� peretvor�-
t~s� v nul~. Ot�e, nel�n��n� efekti \vmika�t~s�" razom �znekogerentnim rozs��nn�m. 57



Zvern�mo tako� uvagu na te, wo 
e� nel�n��ni� dodanok ur�vn�nn� (8.15), �ki� mi poznaqimo razom z� znakom qerez �(q),u klasiqn�� me�� (~! 0) nabuva
 vigl�du:� =~!0�IqX�0 Z d
0 1Z0 d!0R(q; q0)�2�!0 �3 
2(! � !0)T Iq0 : (8.16)Zalixa
t~s� skazati we dek�l~ka sl�v pro mo�liv�st~ �nte-�ruvann� r�vn�nn� (8.15). Nagolosimo vdruge, wo 
e r�vn�nn� 
toqnim r�vn�nn�m perenosu viprom�n�vann�, �ke vrahovu
 � dvo-fotonn� perehodi. Nask�l~ki nam v�domo, dosl�d�enn� vneskunel�n��nih efekt�v u teor�Ý zor�nih spektr�v ne provodilos~. Bu-lo b 
�kavo vivqiti vpliv nel�n��nogo mehan�zmu na formuvann�tonkoÝ strukturi zor�nih spektr�v. A nadto, wo osoblivih zu-sil~ dl� 
~ogo ne potr�bno, osk�l~ki v toqne r�vn�nn� vhodit~ta � veliqina R(q; q0), wo � u zl�nearizovane (8.3), a mo�livos-t� suqasnih komp'�ter�v usuva�t~ bud~-�k� perexkodi pri �ogo�nte�ruvann�.Perx n�� pristupati do znahod�enn� ta anal�zu rozv'�zkur�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�, neobh�dno obqisliti �vnovirazi dl� koef�
�
nta poglinann�, perer�zu rozs��nn�, funk
�Ýpererozpod�lu za qastotami z urahuvann�m konkretnih f�ziqnihumov v atmosferah z�r.



ROZD �L IIPRIRODNA XIRINA SPEKTRAL^NIH L�N��x 9. Klasiqna teor�� prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�ÝVivod�qi r�vn�nn� perenosu, mi pripuskali,wo atomn� stanijAi 
 sta
�onarnimi. �nximi slovami, uva�alos~, wo elektron,ruha�qis~ v atom� v de�komu zv'�zanomu stan�, mo�e zalixatis�v 
~omu stan� bezme�no dovgo. Naspravd� sta
�onarnim stanom
 lixe osnovni� stan atomnoÝ sistemi. Us� zbud�en� stani kva-z�sta
�onarn� | qerez de�ki� qas atom spontanno perehodit~ �zzbud�enih stan�v u stani z ni�qo� ener��
� �, vrext�-rext, vosnovni� stan, �komu v�dpov�da
 na�menxe znaqenn� ener��Ý. Qasperebuvann� atom�v u zbud�enomu stan� naziva�t~ qasom �itt�
~ogo kvaz�sta
�onarnogo stanu. Priqino� spontannih perehod�v
 vza
mod�� atomnoÝ sistemi z nul~ovimi kolivann�mi elektro-magn�tnogo pol�. Movo� klasiqnoÝ elektrodinam�ki, priqino�spontannih perehod�v 
 vza
mod�� zar�du z polem, �ke v�n samviprom�n�
, | tak zvana reak
�� viprom�n�vann�.Kvaz�sta
�onarn�st~ zbud�enih stan�v privodit~ do togo, wospektral~n� l�n�Ý �zol~ovanoÝ atomnoÝ sistemi 
 ne bezme�no vu-z~kimi, a ma�t~ de�ku xirinu, �ku naziva�t~ prirodno� xi-rino� spektral~noÝ l�n�Ý. M��atomna vza
mod�� � teplov� ruhiatom�v spriqin��t~ podal~xe rozxirenn� spektral~nih l�n��.Ostann� efekti, �k u�e vkazuvalos~, uz�to do uvagi v zagal~-nih formulah dl� koef�
�
nta poglinann� � perer�zu rozs��nn�.Urahuvann� 
ih �viw vimaga
 okremogo dosl�d�enn� zna�denihviraz�v dl� konkretnih f�ziqnih modele� atmosferi zor�, �kemi provedemo v nastupnih rozd�lah. Wodo prirodnoÝ xirini59



spektral~nih l�n��, to vona v zna�denih viwe virazah ne vraho-vana same u zv'�zku z pripuwenn�m, wo vs� atomn� stani 
 sta
�o-narnimi. Hoq ostatoqn� virazi, �k� otrimu�t~ p�sl� vrahuvann�reak
�Ý viprom�n�vann�, ne skladn�, sama teor�� prirodnoÝ xi-rini l�n�� 
 tonkim � a� n��k ne prostim pitann�m [10℄. Tomutut mi rozgl�nemo bli�qe 
� zadaqu � vka�emo osnovn� momentiÝÝ rozv'�zku.Poqnemo z klasiqnogo rozgl�du. Na ruhomi� zar�d, wo vi-prom�n�
, d�
 sila Loren
a, stvorena elektromagn�tnim polemsamogo zar�du. Viraz dl� neÝ mo�na zna�ti pr�mim obqislen-n�m, vikoristovu�qi zap�zn�val~n� poten
�ali L�
nara{V�hertadl� elektromagn�tnogo pol� toqkovogo zar�du e. Otrimani� vi-raz dl� sili, �ka d�
 na zar�d, mo�na rozklasti v r�d za stepe-n�mi 1=
 [10℄: f = �4"03
2 _v+ 2e23
3 �v+O(1=
4); (9.1)de "0 | vlasna elektrostatiqna ener��� zar�du, v | �ogo xvid-k�st~; krapkami nad l�terami poznaqen� poh�dn� za qasom. Sl�dv�dznaqiti, wo 
e� rozklad 
 asimptotiqnim.Zapixemo r�vn�nn� ruhu N~�tona dl� zar�du masi m0, ura-hovu�qi silu reak
�Ý viprom�n�vann� (9.1) � zovn�xn� silu fext:�m0 + 4"03
2� _v = 2e23
3 �v + fext: (9.2)Mno�nik b�l� priskorenn�m = m0 + 4"03
2 (9.3)ma
 zm�st spostere�uvanoÝ masi zar�du. Vnutr�xn� neuzgod�e-n�st~ klasiqnoÝ elektrodinam�ki pro�vl�
t~s� v tomu, wo elek-tromagn�tna qastina masi 4"0=3
2 dl� toqkovogo zar�du 
 veli-qino� bezme�no� "0 � e2=a0; de �ogo \rad�us" a0 ! 0. Uva-�a
t~s�, wo 
� bezme�n�st~ kompensu
t~s� �nxo� bezme�n�st�,�ka formu
t~s� silami neelektromagn�tnogo pohod�enn� v m0,60



� v rezul~tat� mi sposter�ga
mo sk�nqennu veliqinu (9.3). Silineelektromagn�tnogo pohod�enn� potr�bn� hoq bi dl� togo, wobzabezpeqiti stab�l~n�st~ rozpod�lu zar�du v tak�� qastin
�, �kelektron. U kvantov�� teor�Ý 
� rozb��nost� zalixa�t~s�, ale
 slabximi, logarifm�qnimi, a ne stepenevimi. C� problemavnutr�xn~oÝ strukturi elektrona ne rozv'�zana do s~ogodn�.Drugi� dodanok u prav�� qastin� (9.1) privodit~ do gal~mu-vann� ruhu viprom�n��qogo zar�du. Va�livo, wo 
e� dodanoku viraz� dl� sili samod�Ý ne zale�it~ v�d rozpod�lu zar�du, v�nzumovleni� efektom zap�znenn� vseredin� qastinki. Tak, napri-klad, dl� kvaz�pru�noÝ zovn�xn~oÝ sili fext = �m!20r nabli�e-ni� rozv'�zok r�vn�nn� ruhu da
 zgasa�q� kolivann�1r(t) = r0e�
t=2 
os(!0 +�!0)t; (9.4)de zsuv qastoti � post��na zagasann� dor�vn��t~:�!0 = �5
2=8!0; (9.5)
 = 23 e2!20m
3 : (9.6)Uva�a
mo, wo os
il�tor zapuweno v ruh u moment qasu t = 0z maksimal~nim zm�wenn�m r0. Nabli�enn� pol�ga
 u pripu-wenn�, wo sila reak
�Ý 
 malo� por�vn�no �z zovn�xn�mi silami,� 
e spravd� tak dl� ne du�e visokih qastot:23 e2
3 j�vj � m!20jrj;1M�� �nxim, �kwo zovn�xn� sili v�dsutn�, to r�vn�nn� (9.2), kr�m zviqa�-nogo rozv'�zku v = 
onst, da
 tako� rozv'�zok _v = _v0e
t. Ot�e, priskorenn�narosta
 �z qasom, koli �ogo poqatkove znaqenn� _v0 6= 0, tobto qastinka,samopriskor�
t~s�, wo 
 bezgluzd�m. Ce we odna z nerozv'�zanih problemelektrodinam�ki, hoqa skor�xe vona pov'�zana z tim, wo v rozklad� (9.1),�ki�, mabut~, 
 asimptotiqnim r�dom, mi obme�ilis~ lixe perximi dvomaqlenami. Nastupn� qleni rozkladu zale�at~ � v�d vnutr�xn~oÝ strukturiqastinki. 61



abo 23 e2
3!30 � m!20;a dl� dov�ini hvil� � = 2�
=!0 otrima
mo, wo �� 4�e2=3m
2 �10�12 sm= 10�4�A, koli m 
 maso� elektrona. Naspravd� 
� ne-r�vn�st~ vikonu
t~s� z velikim zapasom.Ot�e, sila reak
�Ý privodit~ do zagasann� kolivan~ os
i-l�tora � do zsuvu �ogo qastoti. U rezul~tat� �ntensivn�st~ vi-prom�n�vann� abo poglinann� takim os
il�torom ener��Ý, �kapropor
��na do kvadrata priskorenn� _v, ne bude mati v okol�qastoti !0 del~tapod�bnogo harakteru, a bude funk
�
� qastotiz gostrim maksimumom u toq
� !0 +�!0 z loren
�vs~kim kontu-rom. Poka�emo 
e.Z kursu elektrodinam�ki dobre v�domo [11, 12℄, wo spektral~-ni� rozklad �ntensivnost� dipol~nogo viprom�n�vann�I(!) = 2e23�
3 j�r!j2; (9.7)de koef�
�
nt Fur'
2 drugoÝ poh�dnoÝ za qasom v�d rad�us-vektoraos
il�tora �r! = 1Z0 ei!t�r dt;priqomu povna ener��� viprom�n�vann�E = 1Z0 I(!) d!: (9.8)2�an Bat�st �oze Fur'
 (1768{1830) | fran
uz~ki� matematik � f�zik;stvoriv metod zobra�enn� funk
�� u vigl�d� trigonometriqnih r�d�v (r�diFur'
), viv�v r�vn�nn� teploprov�dnost�, stvoriv termoelektriqnu batare�.Zak�nqiv v��s~kovu xkolu, �k of�
er brav uqast~ u 
gipets~komu pohod� Na-poleona, z 1802 roku buv prefektom departamentu v �renobl�, v�d 1817 rokuv�v akadem�qne �itt� v Pari��.62



U naxomu vipadku, beruqi do uvagi (9.4),�r = r0e�
t=2(��
2�2 � (!0 +�!0)2� 
os(!0 +�!0)t+ 
(!0 +�!0) sin(!0 +�!0)t):Osk�l~ki vikonu�t~s� ner�vnost� 
=!0 � 1 � �!0=!0 � 1, tozapixemo lixe golovni� dodanok dl� drugoÝ poh�dnoÝ:�r = �!20r0e�
t=2 
os(!0 +�!0)t: (9.9)Teper�r! = �!20 1Z0 dt ei!tr0e�
t=2 
os(!0 +�!0)t (9.10)= �r0!202 1Z0 ei!t�
t=2hei(!0+�!0)t + e�i(!0+�!0)ti dt= �r0 !20(i! � 
=2)(! � !0 ��!0)(! + !0 +�!0) + i!
 � (
=2)2 :Unasl�dok malizni veliqini 
, a same 
=!0 � 1, funk
�� �r! ma
r�zki� maksimum u toq
� ! = !0 +�!0, tomu, zalixa�qi lixegolovn� vneski, otrimu
mo3�r! = r0!202i 1(! � !0 +�!0) + i
=2 : (9.11)3Va�livo, wo mi pra
�
mo z koef�
�
ntom Fur'
 dl� drugoÝ poh�dnoÝrad�usa-vektora r, a ne dl� samogo r. �kwo zrobiti fur'
-peretvorenn�dl� r(t), a pot�m vz�ti drugu poh�dnu, to mi otrimu
mo v (9.11) mno�nik !2,a ne !20 . U rezul~tat� vinika�t~ problemi pri rozrahunku povnoÝ ener��Ý E,osk�l~ki oder�u
mo rozb��ni� �nte�ral. Ot�e, ma
mo priklad togo, koliopera
�� poh�dnoÝ za qasom � peretvorenn� Fur'
 ne komutu�t~. 63



Teper �ntensivn�st~I(!) = 2e2!40r2012�
3 1(! � !0 ��!0)2 + (
=2)2 : (9.12)Skorista�mos~ virazom (9.6) dl� veliqini 
 � ostatoqno bu-demo mati: I(!) = I0 
=2�(! � !0 +�!0)2 + (
=2)2 ; (9.13)de I0 = m!20r202 (9.14)| poqatkova ener��� os
il�tora. Povna ener��� (9.8)E = I0 1Z0 
=2�(! � !0 +�!0)2 + (
=2)2 d!= I0 1� 1Z�x0 dxx2 + 1 =
=!0!0 I0; (9.15)de x0 = 2(!0 ��!0)=
. Za umovi !0=
 � 1 ni�n� me�u t�gnemona (�1) � �nte�ral dor�vn�
 �. Ot�e, ener���, �ka visv�qu
t~s�v us~omu d�apazon� qastot, dor�vn�
, �k � povinno buti zg�dno zzakonom zbere�enn�, poqatkov�� ener��Ý os
il�tora.P�dvedemo p�dsumok: po-perxe, zvorotna d�� viprom�n�vann�zar�du na �ogo � ruh zvodit~s� do rozxirenn� spektral~noÝ l�-n�Ý, a po-druge| do zsuvu qastoti viprom�n�vann�. Kontur l�n�Ýviprom�n�vann�, vnasl�dok rad�a
��nogo zagasann�, ma
 loren-
�vs~ki� harakter (9.13) �z maksimumom �ntensivnost�, wo dor�v-n�
 2I0=�
 pri qastot� ! = !0+�!0. �kwo qastotu ! zsunuti naveliqinu 
=2, to �ntensivn�st~ zmenxit~s� udv�q�, tomu 
 nazi-va�t~ xirino� l�n�Ý. C� xirinu spektral~noÝ l�n�Ý, �ka zumov-lena silo� gal~muvann� viprom�n�vann�, tobto samod�
� elek-trona, naziva�t~ prirodno� xirino�. Pri pr�muvann� 
 ! 064



funk
�� I(!) virod�u
t~s� v del~ta-funk
�� I0Æ(!�!0). Takimqinom, pri obqislenn�, napriklad, vnesku zv'�zano-zv'�zanih pe-rehod�v u koef�
�
nt poglinann� vrahuvann� efektu rad�a
��nogozagasann� zvodit~s�, �k mi pobaqimo dal�, do zam�ni v (6.3), (6.6)del~ta-funk
�Ý loren
�vs~kim konturom (9.13).x 10. Teor�� kvaz�sta
�onarnih stan�v kvantovihsistemZ pogl�du kvantovoÝ teor�Ý, spontanne viprom�n�vann� �zol~o-vanogo atoma mo�na rozgl�dati �k kvantovi� pereh�d �z zbud�e-nogo stanu jAi na vs� stani jCi z menxo� ener��
�. U rezul~tat��mov�rn�st~ perebuvann� atoma u zbud�enomu stan� bude �z qasomt zmenxuvatis~ � pr�muvatime do nul� pri t!1. Ce v�dpov�da
eksponen
��nomu zmenxenn� ampl�tudi kolivan~ garmon�qnogoos
il�tora v klasiqn�� teor�Ý, �ku mi rozgl�nuli v poperedn~o-mu paragraf�. Ot�e, stani kvantovomehan�qnoÝ sistemi jAi v�ene 
 sta
�onarnimi, u �kih zale�n�st~ v�d qasu viznaqa
 gar-mon�qni� mno�nik exp(�iEAt=~), a kvaz�sta
�onarnimi. Nazva\kvaz�sta
�onarn�" v�dbiva
 slabke (�k pobaqimo dal�) zagasann�v�dpov�dnoÝ ampl�tudi �mov�rnost� jAi perebuvann� atoma v 
~o-mu stan�. Za vin�tkom osnovnogo stanu, z �kogo zakon zbere�enn�ener��Ý zaboron�
 visv�quvann� fotona (za oznaqenn�m, osnovni�stan ma
 na�ni�qe znaqenn� ener��Ý), us� zbud�en� stani 
 kva-z�sta
�onarnimi. Taki� harakter qasovoÝ zale�nost� ampl�tudi�mov�rnost� jAi tako� privodit~ do rozxirenn� prof�l� spek-tral~noÝ l�n�Ý � do zsuvu qastoti viprom�n�vann� v maksimum��ogo �ntensivnost�.P�sl� 
ih �k�snih poperedn�h zauva�en~ pere�d�mo do k�l~-k�snogo anal�zu. Beruqi do uvagi vin�tkovu va�liv�st~ 
~ogo, �ku�e zgaduvalos~, zovs�m neprostogo pitann�, a tako� te, wo 
�rozrahunki mi budemo zastosovuvati nadal� do obqislenn� roz-xirenn� spektral~noÝ l�n�Ý vnasl�dok m��qastinkovih vza
mod��,povqal~no � korisno dl� glibxogo rozum�nn� poqati rozgl�d �zprostogo vipadku dvor�vnevoÝ sistemi. Kr�m togo, mi ne hot�li65



b, wob u Qitaqa sklalos� vra�enn�, wo de�kih rezul~tat�v ta Ýhuzagal~nen~ dos�ga
mo na r�vn� zaklinan~, tomu, �k � v klasiqn��teor�Ý, zrobimo dokladni� anal�z.Ot�e, neha� mi ma
mo kvantovomehan�qnu sistemu z gam�l~-ton�anom Ĥ0, �ka mo�e perebuvati u dvoh stanah jii ta jfi z ener-���mi Ei ta Ef v�dpov�dno � na �ku naklada
mo zburenn� V̂ . P�dd�
� 
~ogo zburenn� sistema mo�e perehoditi z odnogo stanu v�nxi�. Prikladom takoÝ sistemi mo�e buti atomni� elektronu zbud�enomu stan� za v�dsutnost� foton�v | 
e poqatkovi� (ini-tial) stan jii. P�d d�
� zburenn�, tobto p�d d�
� vza
mod�Ý elekt-rona z nul~ovimi kolivann�mi (fl�ktua
��mi napru�enoste�)elektromagn�tnogo pol�, elektron perehodit~ v osnovni� stan �pri 
~omu vinika
 odin foton | 
e k�n
evi� (�nal) stan jfi.Zapixemo r�vn�nn� Xredin�era dl� zburenoÝ sistemi:i~� �t = Ĥ ; (10.1)Ĥ = Ĥ0 + V̂ ; (10.2)priqomu za umovo�̂H0jii = Eijii; Ĥ0jfi = Ef jfi:Xuka
mo rozv'�zok u vigl�d� l�n��noÝ komb�na
�Ý hvil~ovih fun-k
�� nezburenoÝ sistemi4 i = e� i~Eitjii;  f = e� i~Ef tjfi; (10.3) = Cie� i~Eitjii+ Cfe� i~Ef tjfi: (10.4)Koef�
�
nti Ci, Cf 
~ogo rozkladu zale�at~ v�d qasu � ma�t~zm�st ampl�tud �mov�rnoste� perebuvann� sistemi v�dpov�dno u4Spod�va
mos~, Qitaqa ne z�b'
 z panteliku te, wo mi poznaqa
mo poqatko-vi� stan jii � u�vnu odini
� i = p�1 odn�
� l�tero�; �nkoli rozplutuvann�poznaqen~ spri�
 l�pxomu rozum�nn�.66



stanah jii ta jfi. P�dstavmo hvil~ovu funk
�� (10.4) u vih�dner�vn�nn� Xredin�era (10.1) � p�sl� elementarnih obqislen~ po-h�dnih za qasom otrimane r�vn�nn� pomno�mo5 zl�va spoqatku najii� = hij, a pot�m na jfi� = hf j, skorista�mos~ dal� umovo� orto-normovanost� nezburenih hvil~ovih funk
�� hijii = 1, hf jfi = 1,hijfi = hf jii = 0 � zna�demo taku sistemu dvoh r�vn�n~ dl� nev�-domih koef�
�
nt�v Ci ta Cf :8<: i~ _Ci = CiVii + ei!if tVifCf ;i~ _Cf = ei!if tVfiCi + CfVff : (10.5)Tut krapkami poznaqen� poh�dn� za qasom. Matriqn� elementioperatora zburenn�Vmn = hmjV̂ jni; m; n = i; f;a qastoti perehod�v!if = Ei �Ef~ ; !fi = �!if :Zna�den� formuli 
 zagal~nimi � dobre v�domimi virazami ukvantovomehan�qn�� teor�Ý zburen~, zale�nih v�d qasu, �k� eksp-luatu�t~ u r�znih zadaqah dl� sistem �z dvoma stanami.Neha� u poqatkovi� moment qasu naxa kvantovomehan�qnasistema perebuva
 v nezburenomu stan� jii, tobto pri t = 0 ko-ef�
�
nt Ci = 1, a Cf = 0. Naxe zavdann� pol�ga
 u v�dxukann�rozv'�zku sistemi dvoh r�vn�n~ (10.5). Robimo p�dstanovkuCi = e�iViit=~C 0i; Cf = e�iVff t=~C 0f (10.6)� zvodimo nax� r�vn�nn� do takih:8<: i~ _C 0i = C 0fVifei!0if t;i~ _C 0f = C 0iVfiei!0fit; (10.7)5Ce mno�enn� oznaqa
 � odnoqasne �nte�ruvann� za koordinatami, v�d�kih zale�at~ hvil~ov� funk
�Ý � �k� mi �vno ne vipisuvali z m�rkuvan~prostoti zapisu. 67



de xtrihovan� qastoti!0fi = (Ef + Vff �Ei � Vii)~ = !fi + Vff � Vii~ ; (10.8)!0if = �!0fi:�ntuÝtivno mi rozum�
mo, wo v m�ru togo �k na kvantovome-han�qnu sistemu d�
 zburenn� V̂ , vona postupovo perehoditime z�stanu jii u stan jfi. Ot�e, dl� koef�
�
nta C 0i, wo viznaqa
 va-gu poqatkovoÝ ampl�tudi jii u stan�  , naproxu
t~s� rozv'�zok uvigl�d�, �ki� v�dbiva
 nax� spod�vann� � zadovol~n�
 poqatkovuumovu: C 0i = e��t=2; (10.9)de nev�doma veliqina � ne zale�it~ v�d qasu. Ma�qi 
e� roz-v'�zok, teper mo�emo pro�nte�ruvati druge r�vn�nn� �z sistemi(10.7): C 0f = Vfii~ tZ0 ei!0fit0C 0i dt0= Vfii~ ei!0fit��t=2 � 1i!0fi � �=2 : (10.10)Dal�, vikoristovu�qi 
� �vn� virazi dl� C 0i ta C 0f , z perxogo r�v-n�nn� sistemi (10.7) elementarnimi peretvorenn�mi znahodimor�vn�nn� dl� nev�domogo dekrementu zagasann� �:�2 = jVif j2~2 1� e�i!0fit+�t=2i!0fi � �=2 : (10.11)�kwo zaproponovani� rozv'�zok (10.9) dl� C 0i pravil~ni�, to �ne povinno zale�ati v�d qasu t. Mi oq�ku
mo tako� (ma�qi do-sv�d �z klasiqnoÝ teor�Ý), wo dekrement zagasann� � poqatkovogostanu jii 
 malo� veliqino�. Dal� pobaqimo, wo 
e pripuwenn�68



spravd�u
t~s�, � ot�e, u prav�� qastin� r�vn�nn� (10.11) veli-qinu � mo�na opustiti (nul~ova �tera
��). Uzagal�, nas ne 
�ka-vitimut~ mal� prom��ki qasu por�dku 1=j!0fij, klasiqno� movo�| 
e prom��ki, sum�rn� z per�odom ruhu elektrona navkolo �drav atom�. Ot�e, va�livimi 
 prom��ki qasu, wo zadovol~n��t~umovu !0fit � 1, tobto formal~no t ! 1. Vodnoqas povinna vi-koristovuvatis~ umova �t� 1, 
e prosto oznaqa
, wo � 
 malim.Uz�vxi 
e vse do uvagi, otrima
mo�2 = jVif j2~2  1� 
os!0fiti!0fi + sin!0fit!0fi ! : (10.12)Rozgl�n~mo vnesok ko�nogo dodanka v kruglih du�kah okremo.Osk�l~ki kosinus 
 xvidkozm�nno� funk
�
� pri t ! 1, tovnesok v�d 
~ogo dodanka pri !0fi 6= 0 bude znika�qe malim, ko-li vrahuvati, wo v real~n�� situa
�Ý v�dbuva
t~s� p�dsumovuvan-n� (naspravd�, �nte�ruvann�) za kvantovimi qislami f k�n
evihstan�v6. �kwo !0fi = 0, to ves~ perxi� dodanok prosto dor�vn�
nulev�. Ot�e, v�d perxogo dodanka v kruglih du�kah zalixa-
t~s� lixe qlen z odini
e� v qisel~niku, priqomu za umovi,wo !0fi 6= 0. Drugi� dodanok pri t ! 1 
 odnim �z zobra�en~6Dl� �l�stra
�Ý 
~ogo \nul~ovogo vnesku" navedemo prost� prikladi �n-te�ral�v v�d xvidkoos
il��qogo kosinusa 
os xt pri t ! 1, pomno�enogona bud~-�ku \horoxu" funk
��, �ka zabezpequ
 zb��n�st~ �nte�rala:1Z0 e�x2 
osxt dx = p�2 e�t2=4;1Z0 
os xtx2 + 1dx = �2 e�jtj;obidva �nte�rali pr�mu�t~ do nul�, koli t ! 1. Priqino�, oqevidno, 
te, wo 
os xt pri t ! 1 qasto zm�n�
 znak �z neveliko� zm�no� x, a \ho-roxa" funk
�� za takoÝ zm�ni x ne vstiga
 zm�niti svogo znaqenn�, � ot�e,doda�t~s� veliqini, r�vn� za modulem, ale z protile�nimi znakami, vza-
mno kompensu�qi sebe. M�� �nxim, tak 
 � v susp�l~nomu �itt�. L�dina,�ka qasto zm�n�
 svo� dumku, ne robit~ vnesku u tvorenn� bud~-qogo qi tov pobut�, qi to v pol�tiqnomu �itt�, nezva�a�qi na \horoxe" otoqenn�. 69



Æ-funk
�Ý D�raka: limt!1 sin!0fit�!0fi = Æ(!0fi): (10.13)Teper ma
mo �2 = i~�2E + 
2 ; (10.14)de �2E = �jVif j2~!0fi = jVif j2Ei +�1Ei �Ef ��1Ef ; i 6= f;
 = 2�~ jVif j2Æ(Ef +�1Ef �Ei ��1Ei):�1Ei = Vii; �1Ef = Vff :Veliqini �1Ei ta �1Ef �k d�agonal~n� matriqn� elementi ope-ratora zburenn�, zg�dno z teor�
� zburen~, dor�vn��t~ perximpopravkam do ener��Ý v�dpov�dnih stan�v, a �2E | 
e druga po-pravka do ener��Ý poqatkovogo stanu jii. Veliqina 
 
 dekremen-tom zgasann� 
~ogo poqatkovogo stanu.�kwo bi mi rozgl�dali ne dvor�vnevi� vipadok, a sistemuz bagat~ma stanami, to v 
ih formulah (� 
e legko pokazati,povtorivxi vs� vikladki spoqatku) neobh�dno provesti p�dsumo-vuvann� za kvantovimi qislami k�n
evih stan�v f [8℄:�i2 = i~�2Ei + 
i2 ; (10.15)�2Ei = Xf(f 6=i) jVif j2Ei +�1Ei � (Ef +�1Ef ) ; (10.16)

i = 2�~ Xf jVif j2Æ(Ef +�1Ef �Ei ��1Ei): (10.17)70



Tut mi pripisu
mo veliqinam �, �2E ta 
 �ndeks poqatkovogostanu, �ki� mi ran�xe opuskali z m�rkuvan~ prostoti zapis�v.Prava qastina r�vn�nn� (10.17) | 
e xvidk�st~ kvantovihperehod�v sistemi z� stanu jii na vs� stani jfi. �nximi slovami,stala zagasann� 
i dor�vn�
 �mov�rnost� perehodu kvantovome-han�qnoÝ sistemi za odini
� qasu z poqatkovogo stanu jii u vs�mo�liv� k�n
ev� stani f . Veliqina�i = 1
i (10.18)ma
 zm�st qasu �itt� atoma u zbud�enomu stan� jii: qim b�l~xa�mov�rn�st~ perehodu �z 
~ogo stanu na �nx�, tim korotxi� �ogoqas �itt�.Poverta�qis~ teper do naxih koef�
�
nt�v Ci, Cf (10.6), vi-pixemo Ýh �vni� vigl�d, vikoristovu�qi (10.9), (10.10) ta (10.15):Ci = e� i~�Eit�
it=2; (10.19)Cf = Vfi e� i~�1Ef t � e i~ (Ef�Ei��Ei)t�
it=2(Ef +�1Ef �Ei ��Ei) + i~
i=2 ; (10.20)de popravka do ener��Ý poqatkovogo stanu vhodit~ tut z toqn�st�do drugogo nabli�enn�:�Ei = �1Ei +�2Ei:Pri t!1 koef�
�
nt Ci = 0;a Cf = Vfi e� i~�1Ef t(Ef +�1Ef �Ei ��Ei) + i~
i=2 ; (10.21)za umov, wo Vfi 6= 0. �kwo Vfi = 0, to kvantovih perehod�v,zrozum�lo, nema
: Ci = 1; Cf = 0. 71



Na zaverxenn� 
~ogo paragrafa zalixa
t~s� skazati we de-k�l~ka sl�v. Mo�e viniknuti zapitann� stosovno zna�denih roz-v'�zk�v: �k tak stalos�, wo zvorotne v qas� r�vn�nn�Xredin�erada
 nezvorotn� v qas� relaksa
��n� rozv'�zki? Odin pogl�d nazaproponovani� rozv'�zok (10.9) dl� C 0i ta �ogo ob�runtuvann�vkazu
 na te, wo mi \rukami zanesli" nezvorotn�st~ u teor��,zmuxu�qi r�vn�nn� Xredin�era lixe \zv'�zati" m�� sobo� f�-ziqn� veliqini, �k� vhod�t~ u nakinuti� rozv'�zok. Naspravd�zakrita sistema da
 os
il��q� rozv'�zki, ale mi v�d�brali li-xe t�, wo opisu�t~ ÝÝ ruh v�d poqatkovogo stanu jii do k�n
evogojfi, xtuqno perekriva�qi xl�h dl� zvorotnogo ruhu, tobto dl�perehod�v \uverh". Mi povernemos~ do 
~ogo pitann� v nastup-nih paragrafah, rozrahovu�qi dl� konkretnih �viw mehan�zmi� detal� organ�za
�Ý 
�
Ý nezvorotnost�.x 11. Kvantova teor�� prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�ÝZagal~n� virazi, �k� mi wo�no zna�xli, zastosu�mo dl� sis-temi \atom pl�s elektromagn�tne pole". Neha� u poqatkovi� mo-ment qasu t = 0 atom perebuva
 v de�komu zbud�enomu stan� jAiz ener��
� EA, a hvil~ova funk
�� pol� dor�vn�
 j : : : ; Nq; : : :i.Ot�e, ampl�tuda poqatkovogo stanu sistemi jii = jA; : : : ; Nq; : : :i =jAij : : : ; Nq; : : :i. U k�n
evomu stan� ma
mo hvil~ovu funk
�� jfi =jC; : : : ; Nq + 1; : : :i = jCij : : : ; Nq + 1; : : :i, �ka opisu
 atom u sta-n� jCi z ener��
� EC < EA � pole z odnim dodatkovim fotonomz hvil~ovim vektorom k � pol�riza
�
� �. Operator zburenn�da
t~s� virazom (3.1), u �komu beremo do uvagi lixe perxi�dodanok. P�sl� togo, �k foton vil�ta
 z atoma v navkolix-n�� prost�r, v�n mandru
 Vsesv�tom, � �mov�rn�st~ �ogo zustr�q�z� \svoÝm" atomom 
 nadzviqa�no malo�. Rel�ktove elektromag-n�tne viprom�n�vann�, �ke v�dkrili v 1965 ro
� amerikans~k�rad�oastronomi A. Penz�as � R. V�l~son, | qudovi� priklad �s-nuvann� takih bluka�qih foton�v. Qerez de�ki� qas taka pod��v�dbudet~s� � atom pere�de znovu u zbud�eni� stan, zd��sn��-qi pereh�d \uverh". Ale prom��ok qasu, qerez �ki� stanet~s�72




� zustr�q, na bagato por�dk�v pereviwu
 �ogo atomn� masxtabi.Same 
� obstavina 
 vipravdann�m togo, wo pri vivedenn� os-novnih formul teor�Ý kvaz�sta
�onarnih stan�v mi ne vrahuvalikvantovih perehod�v \uverh", unos�qi tim samim nezvorotn�st~pod�� u qas�.Naxa meta | rozrahuvati stalu zagasann� 
A. Obqislenn�,�k� neobh�dno vikonati dl� 
~ogo, analog�qn� do tih, wo mi ro-bili v x 5 pri vivedenn� �nte�rala z�tknen~ dl� odnofotonnihperehod�v, � faktiqno nam zalixilos~ lixe perenesti Ýh na naxvipadok. Peredus�m zauva�u
mo, wo d�agonal~n� elementi Vii =Vff = 0, a p�dsumovuvann� za kvantovimi qislami f v r�vn�nn�h(10.16), (10.17) 
 p�dsumovuvann�m za q = (k; �), tobto za hvil~o-vim vektorom fotona k, �ogo pol�riza
�
� ta za atomnimi kvan-tovimi qislami C. Ne bude za�vim we raz nagadati, wo 
A do-r�vn�
 �mov�rnost� perehodu jA; : : : ; Nq; : : :i ! jC; : : : ; Nq + 1; : : :iz narod�enn�m odnogo fotona v de�komu stan� q � p�dsumovanoÝza vs�ma kvantovimi qislami C \ni�qih" stan�v jCi, a tako� zavs�ma mo�livimi kvantovimi qislami fotona q:
A =Xq XC(C<A)wjA;:::;Nq ;:::i!jC;:::;Nq+1;:::i: (11.1)Viraz dl� �mov�rnost� perehodu, wo vhodit~ v (11.1), for-mal~no zb�ga
t~s� �z zna�denim virazom (5.11) pri zam�n� v os-tann~omu A0 = C. U rezul~tat�
A = Xq XC(C<A)�2�em �2 Nq + 1V !k ���hCje�ikr(eqp̂)jAi���2� Æ(EC �EA + ~!k): (11.2)Perehodimo v 
~omu viraz� v�d sumi za hvil~ovim vektorom do�nte�ruvann� za qastoto� ta kutami zg�dno z (8.2). Pri na�vnos-t� del~ta-funk
�Ý take �nte�ruvann� vikonu
t~s� elementarno �73



zalixa
t~s� lixe �nte�ruvann� za kutami:
A = XC(C<A) e2!2ACm
3 X� (Nq + 1)Z fAC(q)d
=4�; (11.3)q = (k; �); jkj = !AC=
;tut mi skoristalis~ poznaqenn�m (5.13) dl� fAC(q).Ce� viraz povn�st� uzgod�u
t~s� z klasiqno� post��no� za-gasann� (9.6). Spravd�, dl� neruhomogo atoma, unasl�dok ekspo-nen
��nogo zmenxenn� hvil~ovih funk
�� elektrona z v�dstann�v�d 
entra atoma, vnesok u matriqni� element u (5.13) davati-mut~ znaqenn� r por�dku rozm�r�v atoma a � 1�A. Tomu kr �2�a=� � 1 dl� vidimoÝ d�l�nki spektra, eksponentu v (5.13)mo�na zam�niti odini
e� (tak zvane nabli�enn� dipol~nih pe-rehod�v), p�sl� qogo �nte�ruvann� za kutovimi zm�nnimi u (11.3)
 ne qim �nxim, �k userednenim 
os2 �, de � kut m�� vektorami eq� matriqnim elementom operatora �mpul~su p̂. Ce userednenn�da
 mno�nik 1/3, suma za pol�riza
��mi | mno�nik 2. Kr�mtogo, nas 
�kavl�t~ spontann� perehodi, koli Nq = 0, � dl� pros-toti obme�imos~ dvor�vnevim atomom. U rezul~tat�
A = 2e2!20m
3 fAC ; (11.4)!0 = !AC ;veliqina fAC = 23m~!AC jpAC j2; (11.5)pAC = Z  �A(r)p̂ C(r)dr (11.6)74



ma
 nazvu \sila os
il�tora"7 [8℄. Koli skoristis~ tim, wo ope-rator �mpul~su p̂ = mb_r, to legko pokazati, wo sila os
il�torafAC = 2m!AC3~ jrAC j2; (11.7)rAC = Z  �A(r)r C(r)dr: (11.8)Dl� vipadku l�n��noÝ pol�riza
�Ý viprom�n�vann� uzdov� os�x koristu
mos~ dl� sili os
il�tora takim virazom:fAC = 2m!AC~ jxAC j2 :Vikoristovu�qi nabli�en� hvil~ov� funk
�Ý dl� rozrahunku silos
il�tora, sl�d pam'�tati, wo vih�dnim 
 viraz (11.5), �ki� pri
~omu mo�e ne zb�gatis~ z (11.7).�kwo za model~ atoma vz�ti kvantovi� l�n��ni� garmon�qni�os
il�tor �z qastoto� !0 = !AC , to matriqni� element operato-ra koordinati xAC m�� perxim zbud�enim stanom jAi � osnovnimstanom jCi dor�vn�
 [8℄xAC =r ~2m!0 : (11.9)Tomu veliqina fAC = 1=3, a stala zagasann�
A = 2e2!203m
3 ;7Nazva \sila os
il�tora" t�gnet~s� we z klasiqnoÝ teor�Ý pokaznika za-lomlenn� sv�tla, �ka �runtu
t~s� na model� reqovini �k sukupnost� os
i-l�tor�v �z r�znimi vlasnimi qastotami. Vnesok u zale�n�st~ pokaznika za-lomlenn� v�d dov�ini hvil� os
il�tor�v pevnoÝ qastoti propor
��ni� doÝh k�l~kost�. Vi�vilos~, odnak, wo dl� uzgod�enn� z eksperimentom k�l~-k�st~ 
ih os
il�tor�v povinna buti menxo�, n�� odini
�. Otriman� p�zn�xekvantovomehan�qn� formuli dl� pokaznika zalomlenn� zb�ga�t~s� z klasiq-nimi, �kwo, zam�st~ k�l~kost� os
il�tor�v, postaviti veliqini fAC . Voniv�e ma�t~ �nxi� zm�st, zokrema fAC mo�ut~ buti � v�d'
mnimi qislami. Ale,zber�ga�qi ustalenu term�nolog��, Ýh naziva�t~ silami os
il�tora, p�dkres-l��qi tim samim, wo vnesok u pokaznik zalomlenn� optiqnogo elektrona
 r�znim (r�znoÝ sili) zale�no v�d �ogo kvantovogo stanu. 75



wo toqno zb�ga
t~s� z ÝÝ klasiqnim znaqenn�m (9.6).Zv�dsi robimo tako� visnovok pro maliznu staloÝ zagasann�.Osk�l~ki haraktern� qastoti !0 ma�t~ por�dok atomnih qastot,~!0 � me4~2 ;to 
A!0 � �3 ' 10�7;de konstanta tonkoÝ strukturi � = e2=~
 ' 1=137.Teper potr�bno rozgl�nuti qastotnu zale�n�st~ �ntensivnost�viprom�n�vann�. Dl� 
~ogo zvern�mos~ do virazu (10.21) dl�koef�
�
nta Cf pri t!1, �ki� ma
 zm�st ampl�tudi �mov�rnost�togo, wo sistema \atom pl�s pole" znahodit~s� v k�n
evomu stan�jfi. �kwo jCf j2 pomno�iti na ener��� fotona ~!k � p�dsumuvatiza k ta �, to otrima
mo povnu ener���, �ku viprom�n�
 atom.Ot�e, E = Xk X� ~!kjCf j2 =Xk X� ~!k� jVfij2(EC �EA ��EA + ~!k)2 + (~
A=2)2 ; (11.10)de matriqni� element (div. x 5)Vfi = hC; : : : ; Nq + 1; : : : j � em
 (Âp̂)jA; : : : ; Nq; : : :i= � em
 �2�
2~V !k (Nq + 1)�1=2 hCje�ikr(eqp̂)jAi (11.11)� zsuv ener��Ý �EA =Xk X� jVfij2EA �EC � ~!k : (11.12)76



Dl� spontannih perehod�v (Nq = 0), �k� nas zaraz 
�kavl�t~, p�s-l� perehodu, zg�dno z (8.2), v�d sumi za k do �nte�rala za qastoto�! = !k znahodimo povnu ener���E = e24�2m2
3 1Z0 d! !2(! � !0 ��0)2 + (
A=2)2� X� Z d
���hCje�ikr(eqp̂)jAi���2; (11.13)tut k = !=
, a!0 = EA �EC~ ; �!0 = �EA=~ (11.14)abo E = ~!0 e2�m
3 1Z0 !2 �fAC(! � !0 ��!0)2 + (
A=2)2 d!; (11.15)de veliqina �fAC = 12 X�=1;2Z d
4� fAC(q) (11.16)zvodit~s� pri k = 0 do sili os
il�tora (11.5). Golovni� vnesokv �nte�ral (�nte�ral zb�ga
t~s� pri ! ! 1 zavd�ki zale�nost�fAC v�d k = !=
) da�t~ qastoti b�l� !0, tomuE = ~!0 1Z0 
A=2�(! � !0 ��!0)2 + (
A=2)2 d!; (11.17)de mi skoristalis~ oznaqenn�m (11.4) dl� staloÝ zagasann� 
A.Ot�e, qastotni� rozpod�l �ntensivnost� viprom�n�vann� ma
 lo-ren
�vs~ki� harakter:I(!) = ~!0 
A=2�(! � !0 ��!0)2 + (
A=2)2 : (11.18)77



Ma
mo povnu analog�� z klasiqnim vipadkom, lixe z t�
� r�z-ni
e�, wo mno�nikom tut vistupa
 ne klasiqna ener��� os
i-l�tora (9.14), a kvant ~!0 dl� povnoÝ ener��Ý. Urahovu�qi, �k �ran�xe, maliznu 
A, otrimu
mo (div. (9.15)), �k � povinno buti,E = 1Z0 I(!)d! = ~!0: (11.19)Stalu zagasann� 
A naziva�t~ tako� rad�a
��no� xirino� r�v-n� A. Nazva pov'�zana z tim, wo sk�nqenni� qas �itt� �A =1=
A atoma u stan� jAi qerez sp�vv�dnoxenn� neviznaqenoste� m��ener��
� � qasom porod�u
 neviznaqen�st~ ener��Ý � ~=�A = ~
A.Tobto ener�etiqni� r�ven~ EA rozxir�
t~s� (\rozmiva
t~s�")na veliqinu ~
A.Mi ne mo�emo zupin�tis~ na obqislenn� zsuvu qastoti �!0(11.14) z virazu (11.12), osk�l~ki 
e vivede nas na rozrahunokrad�a
��nih popravok u kvantov�� elektrodinam�
�, wo 
 za me-�ami naxogo zavdann�. Mi podavali tut lixe t� v�domost�, �k�neobh�dn� dl� podal~xogo rozgl�du teor�Ý zor�nih spektr�v.Zrobimo zauva�enn�, �ke stosu
t~s� vrahuvann� vplivu vi-prom�n�vann� na xirinu spektral~nih l�n��. Unasl�dok �ndu-kovanogo viprom�n�vann� qas �itt� atom�v u zbud�enih stanahzmenxu
t~s�, wo privodit~ do zb�l~xenn� xirini r�vn�v, tobtoveliqini 
A. Urahuvann� 
~ogo efektu mo�na zrobiti, vz�vxido uvagi, wo perehodi z� stanu jA; : : : ; Nq; : : :i u stan jC; : : : ; Nq +1; : : :i v�dbuva�t~s� ne u vakuum�. Tobto mi povinn� vikoristativiraz (11.3), ne poklada�qi v n~omu Nq = 0. U rezul~tat� dl�post��noÝ zagasann� 
A znahodimo viraz
A= XC(C<A) e2!2ACm
3 X� Z d
4� fAC(q)"1 +�2�! �3 
2Iq~ # ; (11.20)u �komu mi, zg�dno z (2.2), zam�nili qisla zapovnenn� foton�vqerez �ntensivn�st~ viprom�n�vann� Iq. Dl� r�vnova�nogo vi-prom�n�vann�, koli funk
�� Iq zb�ga
t~s� z funk
�
� Planka78



(6.7) z (11.20), otrimu
mo
A = XC(C<A) 2e2!2ACm
3 �fAS 11� e�~!AC=T ; (11.21)de veliqina �fAC viznaqena formulo� (11.16) � dor�vn�
 sil� os-
il�tora dl� A ! C perehodu pri k = 0. �k baqimo, pri du�evisokih temperaturah, koli ~!AC=T � 1, stala zagasann�, vnas-l�dok �ndukovanogo viprom�n�vann�, zrosta
 l�n��no z tempera-turo�.Zrobimo we odne zauva�enn�. Mo�e sklastis~ vra�enn�, womi dv�q� vrahovu
mo spontann� perehodi. Odin raz | u r�vn�n-n� perenosu, drugi� | pri vrahuvann� prirodnoÝ xirini spek-tral~noÝ l�n�Ý. Naspravd� 
e ne tak. U r�vn�nn� perenosu nas
�kavl�t~ fotoni zadanoÝ qastoti � pol�riza
�Ý, wo ruha�t~s�v zadanomu napr�mku. Vodnoqas u stal�� zagasann� (11.1) vraho-vu
mo fotoni vs�h qastot pri perehod� atomnoÝ sistemi �z stanujAi na vs� stani jCi z ni�qo� ener��
�. U stal�� zagasann� mi nepovinn� brati do uvagi lixe fotoni z odnim f�ksovanim znaqen-n�m q, �ke v�e vrahovane v r�vn�nn� perenosu. �nximi slovami,� v sum� za q v (11.1) mi povinn� viluqiti vnesok 
~ogo dodanka.Odnak pri perehod� v�d sumi do �nte�rala vnesok odn�
Ý toqki v
e� �nte�ral 
 veliqino� � 1=V � pri V ! 1 v�n znika
, �kwozapovnenn� 
~ogo stanu fotonami ne makroskop�qne (�k, napri-klad, �viwe kondensa
�Ý foton�v, vlastive dl� lazer�v).x 12. Urahuvann� prirodnoÝ xirini l�n�� u r�vn�nn�perenosu viprom�n�vann�U poperedn~omu paragraf� bulo pokazano, wo �mov�rn�st~ pe-rebuvann� atoma v stan� jAi zm�n�
t~s� �z qasom za eksponen-
��nim zakonom � exp(�
At). C� kvaz�sta
�onarn�st~ atomnihstan�v, wo 
 nasl�dkom �snuvann� spontannih perehod�v, privo-dit~ do zsuvu qastoti viprom�n�vann� atoma ta do rozxirenn�79



del~tapod�bnogo konturu spektral~noÝ l�n�Ý � zam�ni �ogo na kon-tur �z loren
�vs~kim prof�lem. Teper mi ma
mo nam�r urahuvatikvaz�sta
�onarn�st~ stan�v u virazah dl� koef�
�
nt�v poglinan-n�, perer�zu rozs��nn� ta funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami,wo vhod�t~ u r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�.Pripustimo, wo elektron v atom� p�d d�
� de�kogo zburen-n� (napriklad, m��qastinkovoÝ vza
mod�Ý abo vza
mod�Ý z polem)zd��sn�
 kvantov� perehodi m�� de�kimi stanami � mi rozraho-vu
mo v�dpov�dn� �mov�rnost� 
ih perehod�v. Priqomu dl� roz-rahunk�v vikoristovu
mo t� sam� m�rkuvann� � r�vn�nn�, wo �u x 10, osk�l~ki voni ma�t~ zagal~ni� harakter. Sl�d, odnak,pam'�tati, wo, kr�m 
ih vid�lenih perehod�v, 
 spontann� pereho-di. Tomu u viraz� (10.9) veliqina �i z (10.15) viznaqatimet~s�kvadratom modul� matriqnogo elementa povnogo operatora zbu-renn�. �kwo znehtuvati perehresnimi efektami, a pri de�kihumovah Ýhn�� vnesok prosto dor�vn�vatime nulev�, to dekrementzagasann� �i bude viznaqeni� sumo� dvoh veliqin, odna z �kih�A v�dpov�da
 za spontann� perehodi, �nxa | za vid�len�.U zv'�zku z tim, wo spontann� perehodi �snu�t~ zav�di, mimo�emo faktor exp(��At=2) v�d spontannih perehod�v v Ci\p�d'
dnati" do hvil~ovoÝ funk
�Ý atoma  A(�; t), �ka vhodit~u povnu hvil~ovu funk
�� jii. Teper pri vs�h obqislenn�h, na-priklad, pri rozrahunku matriqnih element�v, atomna hvil~ovafunk
�� bud~-�kogo stanu (kr�m osnovnogo, �k sta
�onarnogo) po-vinna domno�uvatis~ na 
e� faktor, wo vrahovu
 sk�nqenni�qas �itt� 
~ogo stanu: A(�; t) = e� i~ (EA+�EA)t� 
A2 t A(�): (12.1)�kwo teper zvernutis~ do vivqenn� kvantovih perehod�v atomap�d d�
� zovn�xn~ogo elektromagn�tnogo pol�, to startov� kano-n�qn� formuli (3.6), (3.8) dl� �mov�rnost� perehodu za odini
�qasu neobh�dno vipraviti. Dl� togo wob 
e zd��sniti, priga-da�mo, wo pri vvedenn� virazu dl� �mov�rnost� perehodu (div.[8℄, a tako� x 10) del~ta-funk
�� Æ(Ef � Ei), �ka zabezpequ
 za-kon zbere�enn� ener��Ý, otrimu
mo v teor�Ý kvantovih perehod�v80



unasl�dok �nte�ruvann� za qasom qasovih mno�nik�v hvil~ovihfunk
�� poqatkovogo � k�n
evogo sta
�onarnogo stan�v [8℄:Æ(Ef �Ei) = 12�~ 1Z�1 ei(Ef�Ei)t=~ dt= 1�~Re 1Z0 ei(Ef�Ei)t=~ dt: (12.2)Teper za na�vnost� zagasa�qogo �z qasom mno�nika u hvil~ovihfunk
��h (12.1) take �nte�ruvann�, zam�st~ del~ta-funk
�Ý, da
kontur Loren
a: 1�~Re 1Z0 e�(�i+�f )t=2ei(Ef�Ei)t=~ dt= 1�Re 1~(�i + �f )=2 � i(Ef �Ei) ; (12.3)de �i2 = i~�Ei + 
i2 ;�f2 = i~�Ef + 
f2 : (12.4)Unasl�dok 
~ogo del~ta-funk
��, �ka stoÝt~ p�d znakom sumi uviraz� dl� koef�
�
nta poglinann� (6.3), zumovlenogo zv'�zano-zv'�zanimi perehodami, zam�n�
t~s� loren
�vs~kim konturom(12.3): Æ(!AA0 � !)! 
A0A=2�(!A0A +�!A0A � !)2 + (
A0A=2)2 ; (12.5)
A0A = 
A + 
A0 ; �!A0A = �EA0 ��EA; 81



de 
A0A | konstanta zagasann�, �!A0A | rad�a
��ni� zsuv qasto-ti perehodu. Prirodna, tobto rad�a
��na, xirina spektral~noÝl�n�Ý 
A0A 
 sumo� rad�a
��nih xirin poqatkovogo � k�n
evogor�vn�v. Xirini spektral~nih l�n��, zumovlenih perehodami vosnovni� stan, viznaqa�t~ xirini verhn�h r�vn�v, osk�l~ki r�-ven~ osnovnogo stanu ne rozmiva
t~s� (ris. 9).

Ris. 9. Ener�etiqn� r�vn� kvaz�sta
�onarnih stan�v atom�v. Kvantov�qislaA0; A numeru�t~ zbud�en� r�vn� z rad�a
��nimi xirinami 
A0 ; 
A.Kvantove qislo 0 poznaqa
 osnovni� stan, dl� �kogo rad�a
��na xirinar�vn� 
0 = 0. Su
�l~nimi vertikal~nimi l�n��mi z� str�lkami pokazan�v�d�bran� spontann� perehodi, xtrihovimi | perehodi \vverh", �k� zaumovi, wo foton ne zustr�ne svogo atoma, perekrit�.Pro rozxirenn� spektral~nih l�n�� 
 sens govoriti, koli pe-rehodi zd��sn��t~s� m�� r�vn�mi diskretnogo spektra. Tomu mimo�emo vesti movu pro vpliv rad�a
��nogo zagasann� na koef�-
�
nt poglinann� v l�n�Ý, koli z tr~oh mo�livih kanal�v reak
��(1.1){(1.3) beremo do uvagi zv'�zano-zv'�zan� perehodi.Ot�e, vipravleni� na efekt rad�a
��nogo zagasann� viraz(6.6) dl� koef�
�
nta poglinann� nabuva
 vigl�du:{(q) = 2�2e2m
 (1� e�~!=T ) 1V X(za qastinkami) XA;A0 �A� fA0A(q) 
A0A=2�(!A0A +�!A0A � !)2 + (
A0A=2)2 : (12.6)82



Wo stosu
t~s� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami (8.4), to,kr�m zam�ni del~ta-funk
�Ý na kontur Loren
a (12.4), neobh�dnotako� vipraviti � funk
�� �A0A(q; q0), a same, qastotu pere-hodu !AC v (7.12) neobh�dno zam�niti na !AC + �!AC � i
AC=2.Ce legko zrozum�ti, koli zauva�iti, wo kvaz�sta
�onarni� stan(12.1) mo�na formal~no zapisati �k sta
�onarni� stan �z komp-leksno� ener��
� EA � i~�A=2, a dl� spr��enoÝ hvil~ovoÝ fun-k
�Ý �de zam�na na EA + i~�A=2 [8, 10℄. Tomu r�zni
� ener���(EA � EC)=~ zam�nimo na [(EA � i~�A=2) � (EC + i~�C=2)℄=~ =!AC+�!AC� i
AC=2. Ener��� EC porod�u
t~s� spr��eno� hvi-l~ovo� funk
�
�, tomu pered 
C stoÝt~ znak pl�s. OstatoqnoR(q; q0) = � e2m
2�2 !0!V X( za qastinkami)XA;A0 �A ~�A0A(q; q0)� 
A0A=2�(! � !0 � !A0A ��!A0A)2 + (
A0A=2)2 ; (12.7)~�A0A = �A0A(q; q0)���!AC!!AC+�!AC�i
AC=2: (12.8)Na zaverxenn� vka�emo, wo virazi dl� koef�
�
nta pogli-nann� (12.6) ta funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami (12.7) 
 vih�d-nimi v nastupnih rozd�lah pri dokladnomu dosl�d�enn� �viwaperenosu viprom�n�vann� z urahuvann�m r�znih f�ziqnih meha-n�zm�v, �k� d��t~ u zor�nih atmosferah.



ROZD �L IIIKOEF�C��NT POGLINANN� V L�N�Õx 13. Efekt DoppleraAtom, wo poglina
 abo viprom�n�
 fotoni v atmosfer� zor�,bere uqast~ u teplovomu rus� qastinok, a tako� u turbulentnihruhah makroskop�qnih sukupnoste� atom�v, takih, �k lokal~n�vihori, hvil~ov� ruhi reqovini. �kwo rozm�r takih utvoren~ 
malim por�vn�no z dov�ino� v�l~nogo prob�gu fotona {(q)�1, togovor�t~ pro m�kroturbulentni� ruh, u protile�nomu vipadkuma
mo makroturbulentni� ruh. Unasl�dok ruhu atoma qastotaviprom�n�vann�, �ku f�ksu
 sposter�gaq, 
 zm�weno�, priqomuv�dnosne zm�wenn� dor�vn�
 v�dnoxenn� xvidkost� atoma, spro-ektovanoÝ na prom�n~ zoru (tobto na hvil~ovi� vektor fotona k),do xvidkost� sv�tla | efekt Dopplera1. Osk�l~ki komponentixvidkoste� qastinok v atmosfer� zor� 
 veliqinami vipadkovi-mi, to 
e privodit~ do rozxirenn� konturu spektral~noÝ l�n�Ý.Teplov� xvidkost� v umovah lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vnova-gi p�dkoren� rozpod�lu Maksvella, a dl� turbulentnih xvidko-ste� tako� pri�ma�t~, �k pravilo, �auss�vs~ki� rozpod�l.Naxim zavdann�m 
 rozrahuvati koef�
�
nt poglinann� v l�-n�Ý z urahuvann�m efektu Dopplera. Ot�e, rozgl�nemo okremi�1Hristi�n Doppler (1803{1853) | avstr��s~ki� f�zik � matematik, teo-retiqno viv�v zale�n�st~ qastoti zvukovih � sv�tlovih hvil~, �k� spri�ma
sposter�gaq, v�d xvidkost� ruhu d�erela hvil~ ta sposter�gaqa (efekt Dop-plera); za�mavs� teor�
� kol~or�v.Zrozum�lo, wo tut mova �de pro formuli v nerel�tiv�sts~komu nabli�en-n�, osk�l~ki xvidkost� atom�v u zor�n�� atmosfer� 
 na dek�l~ka por�dk�vmenximi v�d xvidkost� sv�tla.84



atom, wo ruha
t~s� v atmosfer� zor�, � na 
~omu etap� �ogo vza
-mod�� z �nximi qastinkami ne bratimemo do uvagi. Zvern�mos~do zagal~noÝ formuli (12.6) dl� koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý.Peredus�m nam neobh�dno rozrahuvati veliqinu fA0A(q), �ka za-pisana formulo� (5.13). Spoqatku mi vid�limo ruh atoma �k
�logo v�d ruhu elektrona v atom� v�dnosno �dra, poklada�qirad�us-vektor elektrona v (5.13) r�vnimr = R+ r0; (13.1)de R | rad�us-vektor 
entra mas, r0 | rad�us-vektor elektro-na v�dnosno 
entra mas (faktiqno v�dnosno �dra atoma). Teperoperator �mpul~sup̂ = m _̂r = m _̂r0 +m _̂R = p̂0 + mM P̂; (13.2)de p̂0 | operator �mpul~su elektrona v sistem� 
entra mas, aP̂ | operator �mpul~su atoma �k 
�logo, M | povna masa ato-ma. Hvil~ov� funk
�Ý poqatkovogo � k�n
evogo stan�v v�dpov�dnodor�vn��t~: jAi = eiPR=~pV jai; (13.3)jA0i = eiP0R=~pV ja0i;de P | poqatkovi� �mpul~s atoma �k 
�logo, a P0 | �ogo �m-pul~s p�sl� viprom�n�vann� abo poglinann� fotona; jai ta ja0i| hvil~ov� funk
�Ý elektrona, wo opisu�t~ ruh v�dnosno �draz kvantovimi qislami a ta a0. U nerel�tiv�sts~komu nabli�enn�a | 
e sukupn�st~ takih kvantovih qisel: golovnogo kvantovogoqisla n, orb�tal~nogo | l ta magn�tnogo m, � ot�e, a = (n; l;m).P�dsumovuvann� za kvantovim qislom A | 
e p�dsumovuvann�za �mpul~som P ta kvantovim qislom a. Osk�l~ki mi vivqa
mo85



tut koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý, tobto nas 
�kavit~ konkret-ni� kvantovi� pereh�d a ! a0, to zrozum�lo, wo p�dsumovuvann�za kvantovimi qislami a ta a0 opuska
mo.Zrobimo odne va�live utoqnenn� wodo 
~ogo. �kwo stanijai ta ja0i 
 virod�enimi, to neobh�dno zalixiti p�dsumovuvan-n� za kvantovimi qislami, v�d �kih ener��� ne zale�it~. Ad�emi ma
mo kvantov� perehodi m�� timi � ener�etiqnimi r�vn�miatoma. Tobto vs� 
� virod�en� stani formu�t~ odnu spektral~nul�n��. Tomu u formulah dl� koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý p�d-sumovuvann� za 
imi kvantovimi qislami zalixa
t~s�. Odnak zmeto� sprowenn� zapisu mi, pam'�ta�qi pro 
e, vipisuvati �v-no v�dpov�dn� simvoli p�dsumovuvann� ne budemo. A v ostatoqnihrezul~tatah sili os
il�tora potr�bno bude brati z v�dpov�dnimfaktorom, wo vrahovu
 virod�enn�.Perehodimo do rozrahunku veliqini fA0A(q):fA0A(q) = 2m~!A0A ���hA0jeikr(eqp̂)jAi���2= 2m~!A0A ���hA0jeik(r0+R)eq �p̂0 + mM P̂� jAi���2= 2m~!A0A ���hP0jeikRjPi���2 (13.4)� ���ha0jeikr0(eqp̂0)jai+ mM (eqP)ha0jeikr0 jai���2;de matriqni� elementhP0jeikRjPi = 1V Z dR e�iP0R=~ eikR eiPR=~= Æ(�P0=~+ k+P=~) (13.5)
 simvolom Kronekera, wo zabezpequ
 vikonann� zakonu zbere-�enn� �mpul~su pri viprom�n�vann� ruhomim atomom fotona zhvil~ovim vektorom k: P0 = P+~k. Ener���EA dor�vn�
 sum� k�-netiqnoÝ ener��Ý atoma �k 
�logo P2=2M pl�s ener��� elektrona86



v atom� Ea, analog�qno � dl� EA0 . Tomu qastota!A0A = EA0 �EA~ = !a0a + P02 �P22M~ ; (13.6)de qastota viprom�n�vann� atoma!a0a = Ea0 �Ea~ :Drugim dodankom p�d znakom modul� v (13.4) mo�na znehtuva-ti z dvoh priqin. Po-perxe, u nabli�enn� dipol~nih perehod�v,koli kr0 � 1, matriqni� element za atomnimi stanami v n~o-mu dor�vn�
 ha0jai = Æa0a, � osk�l~ki, za umovo�, mi rozgl�da
moperehodi z a0 6= a, to obgovor�vani� dodanok prosto dor�vn�
nulev�. �kwo beremo do uvagi kvadrupol~n� perehodi ta mag-n�tn� dipol~n�, to 
e� matriqni� element ma
 mali� mno�nikm=M . Toqn�x� m�rkuvann� 
 takimi. Perxi� qlen p�d znakommodul� �k matriqni� element operatora �mpul~su elektrona zapor�dkom veliqini � ~=aB, aB = ~2=me2 | rad�us Bora, a dru-gi� propor
��ni� do mpT=M , unasl�dok togo, wo v atmosfer� ztemperaturo� T �mpul~s atoma P � pMT . Teper oqevidno, wompT=M � ~=aB, tobto me4=~2 � Tm=M nav�t~ dl� temperaturT � 105 K, osk�l~ki m=M � 10�4 � 10�3. Ot�e, drugi� doda-nok u (13.4) p�d znakom modul� nesutt
vi�, � nadal� mi �ogo nevrahovu
mo.Dl� zruqnost� � sprowenn� zapis�v zn�memo xtrihi z v�dnos-nih koordinati r0 ta operatora �mpul~su p̂0. Teper, zva�a�qina te, wo simvol Kronekera dor�vn�
 abo nulev�, abo odini
�, aot�e �ogo kvadrat dor�vn�
 �omu samomu, z (13.4) znahodimo:fA0A = 2m~!A0A ���ha0jeikr(eqp̂)jai���2Æ��P0~ + k+ P~ � : (13.7)Perehodimo do obqislenn� koef�
�
nta poglinann� (12.6). Zno-vu � taki dl� prostoti zapisu (wob ne nagromad�uvati �ndeksi)budemo rozgl�dati lixe odin sort qastinok, k�l~k�st~ �kih do-r�vn�
 N . U 
~omu vipadku suma za qastinkami v (12.6) dast~87



mno�nik N . �kwo sistema bagatosortna, to povni� koef�
�
ntpoglinann� dor�vn�
 sum� par
�al~nih koef�
�
nt�v poglinann�,� ne vikl�qeno, wo l�n�Ý poglinann� r�znih atom�v mo�ut~ na-kladatis~. Ot�e, z urahuvann�m us~ogo skazanogo ma
mo:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T�� XP0 XP �AÆ��P0~ + k+ P~ � fa0a(q) (13.8)� !a0a!A0A 
A0A=2�(! � !A0A)2 + (
A0A=2)2 ;de veliqinu fa0a(q) = 2m~!a0a ���ha0jeikr(eqp̂)jai���2 (13.9)rozrahovu
mo dl� neruhomogo atoma (tobto koli \s�sti" na �ogo
entr mas) �, �k mi v�e zna
mo, pri k = 0 vona dor�vn�
 sil�os
il�tora dl� perehodu a0 ! a. �mov�rn�st~ �A perebuvann�atoma v stan� jAi z (4.8) unasl�dok togo, wo ener��� EA = Ea +P2=2M , faktorizu
t~s�:�A = e�EA=TZ = �a e�P2=2MTPP e�P2=2MT ; (13.10)de �mov�rn�st~ perebuvann� neruhomogo atoma v stan� jai�a = e�Ea=TPa e�Ea=T : (13.11)Qastota (13.6)!A0A = !a0a + (P+ ~k)2 �P22M~ = !a0a + kPM + ~k22M ; (13.12)88



� osk�l~ki k2 = !2=
2, to ostann�m dodankom mo�na znehtuvati:~k2=2M! = ~!=2M
2 � 1. U virazah !a0a=!A0A ta 
A0A v koef�-
�
nt� poglinann� (13.8) mo�na znehtuvati � drugim dodankom u(13.12), �ki� � P=M
� 1, � ot�e, !a0a=!A0A = 1, 
A0A = 
a0a.P�dsumovuvann� za �mpul~som P0 v (13.8) zn�ma
 simvol Kro-nekera, vimaga�qi, wob P0 = P + ~k, a p�dsumovuvann� za �m-pul~som P v (13.8) ta (13.10) zam�n�
mo pri perehod� do makro-skop�qnogo ob'
mu V �nte�ralami, �k 
e zrobleno dl� hvil~ovihvektor�v v (2.1): XP ! V(2�~)3 Z dP; (13.13)priqomuXP e�P2=2MT ! V(2�~)3 Z e�P2=2MT dP= V(2�~)3 1Z�1 e�P 2x=2MT dPx 1Z�1 e�P 2y =2MT dPy 1Z�1 e�P 2z =2MT dPz= V(2�~)3 (2�MT )3=2: (13.14)U rezul~tat� dl� koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý ma
mo:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T� �afa0a(q) (13.15)� Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2 
=2�(! � !0 � kP=M)2 + (
=2)2 ;de vvedeno skoroqen� poznaqenn�
 = 
a0a; !0 = !a0a: (13.16)�nte�ruvann� za P u viraz� (13.15) | 
e �nte�ruvann� za Px, Py taPz. �kwo spr�muvati v�s~ z uzdov� vektora k, to �nte�ruvann�89



za Px, Py da
 2�MT , �k � v (13.14):{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T� �afa0a(q) (13.17)� 1Z�1 dPz e�P 2z =2MT(2�MT )1=2 
=2�(! � !0 � kPz=M)2 + (
=2)2 ;V �nte�ral� za Pz, wo zalixa
t~s�, robimo zam�nu zm�nnoÝPz = xp2MT � v rezul~tat� znahodimo ostatoqno{(q) = 2�2e2Nm
V (1� e�~!=T )�afa0a(q) H(�; v)�!Dp� ; (13.18)de funk
�� H(�; v) = �� 1Z�1 e�x2(v � x)2 + �2 dx; (13.19)� = 
2�!D ; v = ! � !0�!D ; (13.20)�!D = !0
 r2TM| doppler�vs~ki� zsuv qastoti. Zva�a�qi na bliz~k�st~ qastot! ta !0, u viraz dl� doppler�vs~kogo zsuvu zam�st~ ! stavimo!0. Funk
�� H(�; v) 
 n�qim �nxim, �k zgortko� funk
�Ý �aussa,wo viznaqa
 maksvell�vs~ki� rozpod�l atom�v za xvidkost�mi,z funk
�
� Loren
a. Qasto funk
�� H(�; v) naziva�t~ fun-k
�
� Fo��ta2. Vona v�d�gra
 
entral~nu rol~ u dosl�d�enn�hrozxirenn� spektral~nih l�n�� (div., napriklad, [7℄).2Uperxe sp�l~nu d�� efektu Dopplera ta rad�a
��nogo zagasann� na roz-xirenn� spektral~nih l�n�� atom�v dosl�d�uvav we v 1912 ro
� n�me
~ki�f�zik-teoretik Vol~demar Fo��t (1850{1919). C�kavo tako� znati, wo v�n u1887 ro
� perxi� uv�v peretvorenn� dl� prostorovih ta qasovih zm�nnih, �k�zalixa�t~ nezm�nnimi r�vn�nn� elektrodinam�ki. Õh p�zn�xe viv�v tako� n�-derlands~ki� f�zik-teoretik G. Loren
, � voni v�dom� teper �k peretvorenn�Loren
a. Same 
� peretvorenn� poklali poqatok teor�Ý v�dnosnost�.90



Na zaverxenn� 
~ogo paragrafa navedemo viraz dl� koef�
�-
nta poglinann� zale�no v�d dov�ini hvil� �:{�(q) = p�e2�20Nm
2��DV �1� e�2�
~=�T� �afa0a(q)H(�; v); (13.21)�0 = 2�
!0 ; ��D = �2D2�
�!D = �0
 r2TM ; (13.22)� = 
�2��D ; 
� = 
 �202�
 ;v = (�� �0)��D :C� virazi otrimu
mo elementarnimi peretvorenn�mi z vikoris-tann�m zv'�zku � = 2�
=!, � voni ne potrebu�t~ komentar�v.x 14. Rozxirenn� spektral~nih l�n�� turbulentnimiruhami v zor�n�� atmosfer��kwo atom bere uqast~ u turbulentnomu rus� atmosferi z�xvidk�st� v, to v sistem� v�dl�ku, u �k�� mi pra
�
mo, de zor��k 
�le 
 neruhomo�, do �ogo �mpul~su P v poqatkovomu stan�(13.3) neobh�dno dodati �mpul~s Mv, pov'�zani� �z 
im ruhom,P! P+Mv. Qastota z (13.6)!A0A = !a0a + k(p+Mv)M + ~k22M :Dl� makroturbulentnogo ruhu z f�ksovano� xvidk�st� v 
e pri-vede do zam�ni v znamenniku p�d�nte�ral~nogo virazu v (13.15)�mpul~su P na P+Mv, � matimemo zsuv spostere�uvanoÝ qastotina kv.Zovs�m �nxa situa
�� vinika
 pri m�kroturbulentnomu rus�.Unasl�dok togo, wo na xl�hu do sposter�gaqa foton prohodit~91



kr�z~ fl�ktua
��n� utvorenn� atmosferi, wo ruha�t~s� z r�zni-mi xvidkost�mi v, mi povinn� zd��sniti dodatkove userednenn�koef�
�
nta poglinann� za funk
�
� rozpod�lu m�kroturbulent-nih xvidkoste� w(v). Tobto poqatkovi� stan atoma jAi harak-terizu
t~s� teper takim naborom veliqin: kvantovim qislom a,�mpul~som teplovogo ruhu P, xvidk�st� v, ot�e A = (a;P;v).P�dsumovuvann� za A mi povinn� teper rozum�ti we � �k dodat-kove userednenn� za xvidkost�mi z normovano� funk
�
� w(v):Z w(v)dv = 1: (14.1)�mov�rn�st~ perebuvann� atoma v stan� jAi teper dor�vn�
:�A = �aw(v) e�p2=2MT(2�MT )3=2 :Takim qinom, koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý (13.15) z urahu-vann�m m�kroturbulentnost� nabuva
 vigl�du:{(q) = 2�2e2Nm
V (1� e�~!=T )�afa0a(q)� Z dvw(v)Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2 (14.2)� 
=2�[! � !0 � k(P+Mv)=M ℄2 + (
=2)2 :Mehan�zm formuvann� funk
�Ý rozpod�lu m�kroturbulentnihxvidkoste� 
 skladnim, � mo�na spod�vatis~ h�ba wo na dostat-n~o vdalu model~ w(v). ÕÝ model��t~, �k pravilo, �auss�vs~ko�funk
�
� w(v) = e�v2=v20(�v20)3=2 (14.3)92



z de�kim parametrom v0, kvadrat �kogo v20 = 2hv2zi, de hv2zi 
 se-redn~okvadratiqno� turbulentno� xvidk�st� uzdov� pevnogonapr�mku, napriklad, uzdov� os� z. Povna seredn� kvadratiq-na xvidk�st~ hv2i = 3v20=2. Uzagal� ka�uqi, u r�znih napr�m-kah parametr v0 povinen buti �nxim, priqomu za por�dkom ve-liqini v0 � 103 m/sek. Dl� nas 
e ne sutt
vo, osk�l~ki mi
�kavimos~ napr�mkom uzdov� promen� zoru. Oqevidno tako�,wo 
e� parametr zale�it~ v�d koordinati toqki prostoru, tob-to v0 = v0(x; y; z), � neobh�dno govoriti pro pole turbulentnihxvidkoste�3. Za dodatkovo� �nforma
�
� pro neteplov� ruhi vzor�nih atmosferah v�dsila
mo Qitaqa do [6, 7, 15℄, a tako� dokni�ki [16℄, �ku napisav kolektiv avtor�v � v �k�� 
 bagato fak-tiqnogo mater�alu pro atmosferi z�r r�znih tip�v, z�branogo do1960 roku.�k � v poperedn~omu paragraf� pri �nte�ruvann� za v ta P, u(14.2) viberemo v�s~ z uzdov� promen� zoru, tobto vzdov� hvi-l~ovogo vektora fotona k, � vikona
mo �nte�ruvann� za zm�nnimivx, vy ta Px, Py:{(q) = 2�2e2Nm
V (1� e�~!=T )�afa0a(q)� 1Z�1 dvz e�v2z=v20p�v0 1Z�1 dPz e�P 2z =2MTp2�MT (14.4)� 
=2�[! � !0 � k(Pz +Mvz)=M ℄2 + (
=2)2 :Zam�st~ Pz uvedemo novu zm�nnu �nte�ruvann� P 0z = Pz +Mvz(tako� �z bezme�nimi me�ami), � u nas vinika
 mo�liv�st~ uz�ti3Turbulentn�st~ u zor�nih atmosferah vi�vili O. Struve ta K. Elv� u1934 ro
�, zastosuvavxi dl� dosl�d�enn� z�r tak zvani� metod krivih rostu,�ki� bulo rozrobleno dl� Son
�. 93



�nte�ral za zm�nno� vz �k zgortku dvoh �auss�vs~kih funk
��4:1Z�1 dvz e�v2z=v20p�v0 e�(P 0z�Mvz)2=2MTp2�MT= e�P 02z =2MTp2�MT 1Z�1 dvz e�v2z(1=v20+M=2T )+vzP 0z=Tp�v0 (14.5)= e�P 02z =2MT �p2�MT � ;de efektivna temperaturaT � = T + Mv202 : (14.6)U rezul~tat�{(q) = 2�2e2Nm
V (1� e�~!=T )�afa0a(q) (14.7)� 1Z�1 dP 0z e�P 02z =2MT �p2�MT � 
=2�(! � !0 � kP 0z=M)2 + (
=2)2 ;� ot�e, baqimo, wo pered nami viraz, �ki� zb�ga
t~s� z formu-lo� (13.17), �kwo v n�� temperaturu T zam�niti na efektivnutemperaturu T �.Tomu ostatoqni� viraz dl� koef�
�
nta poglinann�, kontur�kogo rozxireni� rad�a
��nim zagasann�m, teplovim ruhom ato-m�v ta m�kroturbulentn�st�, tako� zb�ga
t~s� z virazom (13.18)za umovi, wo v doppler�vs~ki� zsuv qastoti �!D, wo vhodit~ u4 Dl� �nte�ruvann� vikoristovu
mo dobre v�domi� �nte�ral:1R�1 e�ax2+bx dx =p�=a eb2=4a; Re a > 0.94



viraz dl� {(q) ta funk
�� Fo��ta (13.19), zam�st~ temperaturiT , poklademo efektivnu temperaturu T �:�!D = !0
 r2T �M = !0
 s 2M �T + Mv202 �: (14.8)Mi mo�emo zapitati, nask�l~ki va�livo vrahovuvati m�k-roturbulentn� ruhi. Dl� 
~ogo zrob�mo o
�nku ener��Ý Mv20=2 v�radusah (tobto pod�l�mo ÝÝ na stalu Bol~
mana). Neva�ko pri-kinuti, wo �kwo v0 sklada
 k�l~ka k�lometr�v za sekundu, tonav�t~ dl� na�legxogo z atom�v, atoma vodn�, Mv20=2 � 103K.Ot�e, 
� veliqina odnogo por�dku z temperaturo� T v atmosfe-r� zor�, tomu vrahuvann� m�kroturbulentnih ruh�v pri rozrahun-ku rozxirenn� konturu koef�
�
nta poglinann� v spektral~n��l�n�Ý 
 va�livim.Teper we raz povern�mos~ do anal�zu vplivu makroturbulent-nih ruh�v v atmosfer� zor� na prof�l� l�n��. �k u�e bulo skazanona poqatku paragrafa, spostere�enn� za viprom�n�vann�m z ok-remogo velikomasxtabnogo elementa zor�, �ki� ruha
t~s� uzdov�promen� zoru z� xvidk�st� vz, f�ksu
 lixe zm�wenn� qastotiviprom�n�vann� na veliqinu !0vz=
. Ot�e, rozv'�zok r�vn�nn�perenosu viprom�n�vann� dl� takogo okremogo �ranul~nogo ele-menta da
 v �ntensivnost� Ik;� �k funk
�Ý r�zni
� qastot (!�!0),zam�st~ rezonansnoÝ qastoti !0, zm�wenu qastotu !0 + !0vz=
:Ik;� = Ik;�(! � !0 � !0vz=
): (14.9)Take zm�wenn� qastoti, zrozum�lo, ne viklika
 zm�ni ekv�va-lentnoÝ xirini l�n�ÝW�0 . Tobto plowa p�d krivo� glibini l�n�Ýv oznaqenn� (2.11) zalixa
t~s� nezm�nno� | prosto ves~ spektrviprom�n�vann� 
~ogo makroskop�qnogo utvorenn� zsuva
t~s� nastalu veliqinu !0vz=
.Spostere�enn� za viprom�n�vann�m z okremogo makroskop�q-nogo elementa mo�live lixe dl� Son
�. Dl� �nxih z�r mi ba-qimo efekt useredneni� za 
imi makroturbulentnimi xvidko-st�mi �ranul. Va�livim, odnak, 
 te, wo ekv�valentna xirinal�n�Ý v 
~omu vipadku ne zazna
 zm�ni. Dovedemo 
e tverd�enn�.95



Neha� funk
�� wma
(vz) zada
 rozpod�l za xvidkost�mi 
ihmakroskop�qnih velikomasxtabnih utvoren~ za napr�mkom dosposter�gaqa. Userednena �ntensivn�st~, �ku mi budemo pozna-qati gostrimi lamanimi du�kami, dor�vn�
� Ik;� �= 1Z�1 wma
(vz)Ik;�(! � !0 � !0vz=
) dvz ; (14.10)priqomu, zg�dno z oznaqenn�m, funk
�� wma
(vz) normu
mo naodini
�: 1Z�1 wma
(vz) dvz = 1: (14.11)Za dopomogo� del~ta-funk
�Ý viraz (14.10) mo�na zapisatitak: � Ik;� � = 1Z�1 dvz wma
(vz) 1Z�1 d!0 Ik;�(! � !0)� Æ(!0 � !0 � !0vz=
) (14.12)abo � Ik;� � = 1Z�1 d!0 Ik;�(! � !0)P (!0 � !0)= 1Z�1 d!00Ik;�(!0 � !0 � !00)P (!00); (14.13)de spektral~na funk
�� makroturbulentnih ruh�vP (!) = 1Z�1 dvz wma
(vz)Æ(! � !0vz=
): (14.14)96



Del~ta-funk
�� zn�ma
 v (14.14) �nte�ruvann�, tomuP (!) = 
!0wma
�
 !!0� : (14.15)Spektral~na funk
�� P (!) tako� normovana na odini
�.Spravd�, z oznaqenn� (14.14) ma
mo:1Z�1 P (!) d! = 1Z�1 dvz wma
(vz) 1Z�1 d! Æ(! � !0vz=
)= 1Z�1 dvz wma
(vz) = 1: (14.16)Mo�na vikoristati � �vni� vigl�d P (!) qerez wma
 z (14.15):1Z�1 P (!) d! = 1Z�1 
!0wma
�
 !!0� d!= �zam�na : x = 
!=!0� = 1Z�1 wma
(x) dx = 1:Glibina spektral~noÝ l�n�Ý, zg�dno z oznaqenn�m, u naxomuvipadku dor�vn�
 ~r� = I
�� � I l� �I
� : (14.17)Ot�e, 
im r�vn�nn�m mi viznaqa
mo glibinu l�n�Ý z� spotvorenimmakroturbulentnimi ruhami konturom. Osk�l~ki �nte�ruvann�v oznaqenn� (2.11) ekv�valentnoÝ xirini �de faktiqno v me�ahl�n�Ý z 
entrom pri � = �0, de I
� 
 veliqino� stalo�, to glibinul�n�Ý mo�na poklasti r�vno�~r� = ~r�0(��) = I
�0� � I l� �I
�0 ; (14.18)�� = �� �0: 97



Mi �vno poznaqa
mo tut, wo glibina l�n�Ý zale�it~ v�d v�dstan��� do 
entra l�n�Ý �0.P�drahu�mo teper ekv�valentnu xirinu, koristu�qis~ qas-totno� xkalo� (2.16):fW�0 = 1Z�1 d(�!) ~r!0(�!)= 1Z�1 d(�!) 1Z�1 d!00 P (!00)r!0(�! � !00); (14.19)de �! = ! � !0:Mi skoristalis~ drugim virazom (14.13) dl� �ntensivnost� vl�n�Ý v oznaqenn� ÝÝ glibini. �nte�ru
mo spoqatku za zm�nno� �!� otrimu
mo, zg�dno z (2.16), ekv�valentnu xirinu nespotvorenoÝl�n�ÝW�0 , p�sl� qogo �nte�ral za !00 stosu
t~s� lixe spektral~noÝfunk
�Ý � da
 odini
�:fW�0 = 1Z�1 d!00 P (!00) 1Z�1 d(�!) r!0(�! � !00)= 1Z�1 d!00 P (!00) 1Z�1 dx r!(x)= W�0 1Z�1 d!00 P (!00) =W�0 :Ot�e, mi otrimali va�livi� rezul~tat:fW�0 =W�0 : (14.20)98



Tobto makroturbulentn� ruhi deformu�t~ konturi spektral~-nih l�n��, ale ne zm�n��t~ Ýhn�h ekv�valentnih xirin. Matema-tiqnim mehan�zmom 
~ogo, �k legko zauva�iti, 
 te, wo spostere-�uvana �ntensivn�st~ � I l� � dor�vn�
 zgort
� (14.13) �ntensiv-nost� Ik;� z� spektral~no� funk
�
� P (!) makroturbulentnihruh�v.Na zaverxenn� varto skazati pro te, wo m�kro- ta makro-turbulentn� xvidkost� vveden� v teor�� zor�nih atmosfer fe-nomenolog�qnim xl�hom, a Ýh znaqenn� ves~ qas utoqn��t~s�.Viznaqenn� pol� turbulentnih xvidkoste� 
 predmetom spe
�-al~nogo dosl�d�enn�, prikladi vplivu m�kro- ta makroturbu-lentnih xvidkoste� na prof�l� fraungoferovih l�n�� navedenov [18℄. x 15. Funk
�� Fo��ta�k mi baqili, rozrahunok koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý po-trebu
 obqislenn� funk
�Ý Fo��ta (13.19), tobto zgortki dopp-ler�vs~kogo � loren
�vs~kogo kontur�v. Tomu pritiqnim do dvohpoperedn�h paragraf�v bulo b dosl�d�enn� 
�
Ý funk
�Ý. Na per-xi� pogl�d, zda
t~s�, wo znahod�enn� funk
�ÝH(�; v) ne 
 osob-livo skladnim, a �nte�ral, �ki� ÝÝ zobra�u
, legko p�dda
t~s� ob-qislenn� nabli�enimi metodami. Odnak na rozrahunku funk
�ÝH(�; v) buli zosered�en� zusill� bagat~oh dosl�dnik�v, � na s~o-godn� z 
~ogo privodu �snu
 spravd�, za slovami A. Unzol~da, \va-v�lons~ke stovpotvor�nn� l�teraturi" [1℄. Suqasn� komp'�terida�t~ zmogu porahuvati funk
�� Fo��ta d��sno bez osoblivihzusil~ u ko�n�� toq
� zor�noÝ atmosferi. Tomu mi ne ma
monam�ru provoditi tut detal~n� rozrahunki 
�
Ý funk
�Ý.Odnak, boda� z metodiqnih m�rkuvan~, mi ne mo�emo zovs�mominuti obgovorenn� funk
�Ý, �ka vprodov� bagat~oh rok�v bulaob'
ktom prisk�plivoÝ uvagi dosl�dnik�v mehan�zm�v rozxirenn�spektral~nih l�n�� atom�v. Podamo dek�l~ka �nte�ral~nih zob-ra�en~ funk
�Ý H(�; v) ta zobra�en~ r�dami, dosl�dimo asimp-totiqn� virazi � narext� zvedemo ÝÝ do dobre vivqenogo � prota-bul~ovanogo �nte�rala �mov�rnoste� kompleksnogo ar�umentu.99



Startu
mo z oznaqenn� (13.19). Nasampered prosto� zam�no�zm�nnoÝ �nte�ruvann� x na (�x) znahodimo, woH(�; v) = H(�;�v): (15.1)�nximi slovami, kontur koef�
�
nta poglinann� (13.18) 
 simet-riqnim wodo qastoti ! = !0, pri �k�� v = 0.Dal�, �k vipliva
 z oznaqenn�,1Z�1 H(�; v)dv = �� 1Z�1 dx e�x2 1Z�1 dv(v � x)2 + �2= �� 1Z�1 dx e�x2 1Z�1 dyy2 + �2 ;tut zrobleno zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann� v � x = y. �nte�ralza x da
 p�, a �nte�ral za y dor�vn�
 �=�. Ot�e, ma
mo umovunormuvann� dl� funk
�Ý Fo��ta:1Z�1 H(�; v)dv = p�: (15.2)Spr�mu�mo ar�ument � do nul� � skorista�mos~ tim, wolim�!0 �=�y2 + �2 = Æ(y)da
 del~ta-funk
�� D�raka, �ka zn�ma
 v (13.19) �nte�ruvann� zax, � mi otrimu
mo doppler�vs~ki� konturH(� = 0; v) = e�v2 = e�(!�!0)2=�!2D : (15.3)P�ddamo teper viraz (13.19) de�kim prostim peretvorenn�m5:H(�; v) = �� 1Z�1 dx e�x2(v � x)2 + �25 Mi vikoristovu
mo tut operator zsuvu. Neha� dl� de�koÝ funk
�Ý f(x)100



= �� 1Z�1 dx e�x2e�xd=dv 1v2 + �2= (div: vinosku)= �p�e(d=dv)2=4 1v2 + �2 : (15.4)Operatornu eksponentu treba rozum�ti �k r�d Te�lora:H(�; v) = �p� 1Xn=0 1n! 4n � ddv�2n 1v2 + �2 : (15.5)Zviqa�nim diferen
��vann�m zna�demo dek�l~ka perxih qlen�v
~ogo r�du:H(�; v) = �p� 1v2 + �2 �1 + 3v2 � �22(v2 + �2)2+ 3(5v4 � 10v2�2 + �4)4(v2 + �2)4+ 15(7v6 � 35v4�2 + 21v2�4 � �6)8(v2 + �2)6 (15.6)+ 105(9v8 � 84v6�2 + 126v4�4 � 36v2�6 + �8)16(v2 + �2)8 + : : :� :ma
mo rozklad u r�d Te�lora (a = 
onst):f(x+ a) = f(x) + df(x)dx a+ 12! d2f(x)dx2 a2 + : : := �1 + a ddx + a22! d2dx2 + : : :� f(x) = ea ddx f(x):Tobto funk
�� f(x) z� zsunutim na stalu veliqinu a ar�umentom mo�naotrimati �k rezul~tat d�Ý na neÝ operatora zsuvu ead=dx. 101



Veduqi� qlen 
~ogo r�du pri v ! 1 z toqn�st� do mno�nika 
konturom Loren
a:H(�; v) = 1p� �v2 + �2 : (15.7)Ot�e, kontur l�n�Ý daleko v�d 
entra, tobto ÝÝ krilo, viznaqa
loren
�vs~ka skladova funk
�Ý Fo��ta, a za 
entral~nu qasti-nu kontura v�dpov�da
 doppler�vs~ki� mehan�zm rozxirenn�. Za-uva�imo, wo (15.7), �k � (15.3), zadovol~n�
 umovu normuvann�(15.2).Vikorista�mo r�vn�st~�(v � x)2 + �2 = Re 1Z0 dt e��t+i(v�x)t� p�dstavmo ÝÝ v oznaqenn� (13.19) funk
�Ý H(�; v):H(�; v) = 1�Re 1Z�1 dx 1Z0 dt e��t+i(v�x)t�x2= ��nte�ru
mo za x : div: vinosku na stor: 94�= 1p�Re 1Z0 dt e�t2=4��t+ivt: (15.8)Ot�e, ma
mo take zobra�enn� funk
�Ý Fo��ta:H(�; v) = 1p� 1Z0 dt e�t2=4��t 
os vt: (15.9)Zaproponu
mo we odne zobra�enn� �nte�ralom funk
�ÝH(�; v).Zvern�mos~ do naxoÝ vih�dnoÝ formuli (13.19) � rozbi�mo �nte-�ral na dva: odin z me�ami v�d 0 do 1, a drugi� | v�d (�1) do102



0, u �komu robimo zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann� x na (�x). P�sl�
~ogo �nte�ru
mo qastinami:H(�; v) = �� 1Z�1 e�x2(v � x)2 + �2 dx= �� 1Z0 dx e�x2 � 1(v � x)2 + �2 + 1(v + x)2 + �2 �= 1� ��ar
tg�v � x� �+ ar
tg�v + x� �� e�x2 ����10+2� 1Z0 xe�x2 �ar
tg�v � x� �+ ar
tg�v + x� �� dx: (15.10)Perxi� dodanok dor�vn�
 nulev�, a v drugomu, �nte�ral~nomu,vikorista�mo formuli z elementarnoÝ matematiki dl� r�zni
�obernenih trigonometriqnih funk
��| � ostatoqno otrima
mo:H(�; v) = 2� 1Z0 xe�x2ar
tg� 2�x�2 + v2 � x2� dx: (15.11)Narext� zved�mo funk
�� Fo��ta do �nte�rala �mov�rnoste�,�ki� dobre vivqeni�. Skorista�mos~ oznaqenn�m �nte�rala �mo-v�rnoste� [19℄: erf
(z) = 2p� 1Zz e�x2dx:Ce tak zvani� dodatkovi� �nte�ral �mov�rnoste� (zviqa�ni� ma
ni�n� me�u nul~, a verhn� | z).Zvern�mos~ do formuli (15.8), u �k�� robimo zam�nu zm�nnoÝ�nte�ruvann� t2 + z = x; 103



z = �� iv� znahodimoH(�; v) = 1p�Re0�2ez2 1Zz dx e�x21A = Re�ez2erf
(z)�: (15.12)Skorista�mos~ oznaqenn�m funk
�Ýw(z) = e�z2erf
(�iz); (15.13)�ka protabul~ovana v [19℄. Dal� poklad�mo v (15.11)z = �iz1;z1 = v + i� (15.14)� zna�demo, woH(�; v) = Re w(z1) = Re w(v + i�): (15.15)Mabut~, dl� v�dxukuvann� qisel~nih znaqen~ 
e na�zruqn�xezobra�enn�, osk�l~ki d��sna � u�vna qastini funk
�Ý w(z) pro-tabul~ovan� v [19℄ z krokom 0.1 za v � � v me�ah: 0 � � � 3,0 � v � 3:9. Dl� neÝ �snu�t~ tako� r�zn� aproksima
�Ý � zv'�zkiz �nximi spe
�al~nimi funk
��mi. Hoqa dl� �nte�ruvann� r�v-n�nn� perenosu viprom�n�vann�, p�d qas �kogo neobh�dno matiznaqenn� koef�
�
nta poglinann� v bud~-�k�� toq
� atmosferi �dl� bud~-�koÝ qastoti, tobto dl� bud~-�kih znaqen~ veliqin �ta v (
e zale�it~ v�d metodu �nte�ruvann� � v�dpov�dnogo krokuzm�nnoÝ �nte�ruvann�), potr�bno woraz brati odin z �nte�ral�v,�ki� zobra�u
 funk
�� H(�; v).Dl� �l�stra
�Ý na ris. 10 navodimo graf�k H(�; v) �k funk
�Ýv = (!�!0)=�!D dl� r�znih znaqen~ parametra �, �ki� viznaqa
stala zagasann� 
.Formula (15.12) da
 zmogu zna�ti we odne zobra�enn� funk-
�Ý Fo��ta u vigl�d� r�du. Spravd�, z (15.12) ma
mo:H(�; v) = 2p�Re24ez2 0� 1Z0 e�x2dx� zZ0 e�x2dx1A35 :104



Ris. 10. Funk
�� Fo��ta. Su
�l~na kriva | funk
�� H(� = 1; v);punktirna kriva G | rozpod�l �aussa H(� = 0; v) (15.3); punktirnakriva L | kontur Loren
a (15.7) pri � = 1.Perxi� �nte�ral dor�vn�
 p�=2, a v drugomu rozklada
mo eks-ponentu p�d �nte�ralom u r�d ta �nte�ru
mo:H(�; v) = Re"ez2  1� 2p� 1Xn=0 (�)nn! z2n+12n+ 1!# : (15.16)Dal�, z = jzje�i'; jzj =p�2 + v2; ' = ar
tg v�;z2 = �2 � v2 � 2i�v:Teper z (15.16) legko znahodimo take zobra�enn�:H(�; v) = e�2�v2(
os(2�v) � 2p� 1Xn=0 (�)n(�2 + v2)n+1=2n!(2n+ 1)� 
os[2�v + '(2n+ 1)℄): (15.17)105



Dek�l~ka prostih peretvoren~ u (5.17)(�)n+1 
os x = 
os[x+ �(n+ 1)℄ = � sin[x+ �(2n+ 1)=2℄� ot�e,(�)n+1 
os[2�v + '(2n+ 1)℄ = � sin[2�v + ('+ �=2)(2n + 1)℄= sin[2�v � ('+ �=2)(2n + 1)℄;a tg �'+ �2� = �
tg' = � 1tg' = ��vda�t~ �z vikoristann�m (15.1) we odin r�d, �kim l�pxe poslu-govuvatis� pri malih znaqenn�h parametra �:H(�; v) = e�2�v2(
os(2�v) + 2p� 1Xn=0 (�2 + v2)n+1=2n!(2n+ 1)� sin[2�v + '0(2n+ 1)℄); (15.18)de '0 = ar
tg ��v � :R�di (15.17) ta (15.18) mo�na we � dal� \vdoskonal�vati" dl�pol�pxenn� Ýh zb��nost� ta vikoristovuvati, �k � (15.6), zam�st~�nte�ral~nih zobra�en~ funk
�Ý Fo��ta p�d qas rozv'�zku r�v-n�nn� perenosu viprom�n�vann�. Mi zalixa
mo 
e Qitaqev�.x 16. M��qastinkova vza
mod�� � rozxirenn�spektral~nih l�n��Dos� mi rozgl�dali atom, wo poglina
 abo viprom�n�
 sv�t-lo �k �zol~ovani�, tobto v�l~ni� v�d otoqenn�. Rozxirenn� �o-go spektral~nih l�n�� bulo zumovlene rad�a
��nim efektom ta106



efektom Dopplera. Urahuvann� 
ih mehan�zm�v rozxirenn� l�-n�� bulo lixe perxim krokom do pobudovi povnoÝ teor�Ý. Miba�a
mo teper zrobiti nastupni� krok � vz�ti do uvagi vza
mo-d�� vibranogo atoma z navkolixn�mi qastinkami. C� vza
mod��spriqin�
 zm�wenn� qastoti viprom�n�vann� atoma ta rozxi-renn� l�n��.Zrozum�lo, wo vpliv otoqenn� zale�it~ v�d seredn~oÝ v�dstan�m�� qastinkami: qim vona menxa, tim �ntensivn�xa vza
mod��m�� nimi ta atomom. Osk�l~ki seredn� v�dstan~ m�� qastinkamizale�it~ v�d Ýhn~oÝ kon
entra
�Ý, �ka svo
� qergo� zale�na v�dtisku v sistem�, to pro take rozxirenn� l�n�� qasto govor�t~ �kpro rozxirenn� tiskom.To� fakt, wo taka sistema �k zor�na atmosfera 
 dostatn~orozr�d�eno�, znaqno sprowu
 pobudovu teor�Ý rozxirenn� spek-tral~noÝ l�n�Ý, zumovlenogo m��qastinkovo� vza
mod�
�.Mi rozgl�nemo dva p�dhodi, wo model��t~ mehan�zm rozxi-renn� tiskom. Perxi� �runtu
t~s� na tomu, wo elektron v ato-m�, spektral~nu l�n�� �kogo mi vivqa
mo, ma
 xvidk�st~ por�dkue2=~ = 
e2=~
 ' 
=137, wo znaqno pereviwu
 xvidkost� teplovo-go ruhu zbur��qih qastinok � p2T=M ; ot�e, e2=~ � p2T=M .Spravd�, xvidkost� elektrona v atom� v�dpov�da
 temperatura T0,pri �k�� e2~ =r2T0M ;abo T0 = Mm me42~2 = Mm Ry;de ener��� v odin r�dber�1Ry = me42~2 = 13:6 eV;a v �radusah Kel~v�na1Ry = 1:579 � 105 K:�kwo za M vz�ti masu atoma vodn�, k�l~k�st~ �kogo v zor�n��atmosfer� na dek�l~ka por�dk�v b�l~xa, n�� �nxih qastinok, to107



T0 � 108K, wo znaqno pereviwu
 temperaturu fotosferi. Ot�e,mo�na vva�ati, wo elektronn� ruhi \mitt
vo" v�dste�u�t~ pov�-l~n� zm�ni polo�en~ zbur��qih qastinok. �nximi slovami, pridosl�d�enn� vplivu na ruh elektrona zburenn� v�d otoqu�qihqastinok Ýh mo�na vva�ati neruhomimi. C� g�poteza pod�bna dot�
Ý, �ku pri�ma�t~ pri pobudov� teor�Ý molekul, � v�dpov�da
 takzvanomu ad�abatiqnomu nabli�enn�. U 
~omu nabli�enn� spo-qatku rozrahovu�t~ elektronn� stani v molekul� pri neruhomih�drah, a k�netiqna ener��� �der vistupa
 �k male zburenn�.Ot�e, nasampered rozrahovu
mo ener�etiqn� r�vn� elektronaEa u vibranomu atom� z urahuvann�m zsuvu v�d otoqu�qih �o-go qastinok z de�ko� f�ksovano� konf��ura
�
� � p�dstavl�
mozna�den� znaqenn�Ea u viraz (13.18) dl� koef�
�
nta poglinann�{(q). P�sl� 
~ogo userednimo {(q) za vs�ma mo�livimi konf��u-ra
��mi z de�ko� funk
�
� rozpod�lu, �ku v umovah lokal~noÝtermodinam�qnoÝ r�vnovagi viznaqa
 rozpod�l ��bbsa.Taki� p�dh�d do rozrahunku rozxirenn� l�n�� naziva�t~ sta-tistiqnim. Na nax pogl�d, 
� nazva, wo utverdilas~ �storiq-no, nevdala, osk�l~ki statistiqnim, tobto zale�nim v�d stanubagat~oh qastinok, mo�na nazvati � doppler�vs~ke rozxirenn�spektral~nih l�n��. L�pxe p�dhodit~ tako� qasto v�ivana nazva\kvaz�statiqne rozxirenn�", wo v�dobra�a
 �snuvann� pov�l~nihruh�v zbur��qih qastinok. Nazva \ad�abatiqne rozxirenn�" ta-ko� adekvatna, osk�l~ki oznaqa
 v�dsutn�st~ kvantovih perehod�vm�� r�znimi atomnimi stanami.U drugomu p�dhod� zburenn� rozgl�da�t~ �k okrem� z�tknenn�atoma z navkolixn�mi qastinkami. Taki� mehan�zm rozxirenn�spektral~nih l�n�� naziva�t~ udarnim mehan�zmom. V�n uraho-vu
 zburenn� legkimi qastinkami, napriklad, elektronami. Õh-n� teplov� xvidkost�, vnasl�dok maloÝ masi, na dek�l~ka por�dk�vb�l~x�, n�� atom�v. Kr�m togo, udarni� mehan�zm urahovu
, wozbur��q� qastinki rozpod�len� za xvidkost�mi � u hvost� 
~ogorozpod�lu tako� 
 qastinki z velikimi xvidkost�mi. Pri ta-komu mehan�zm� mo�liv� � kvantov� perehodi atoma z odnogo stanuv �nxi�, tobto zburenn� mo�e buti � nead�abatiqnim.108



Naxim zavdann�m 
 pobuduva teor�Ý oboh rozgl�nutih meha-n�zm�v rozxirenn� spektral~nih l�n�� atom�v. Naspravd� 
� me-han�zmi potr�bno vrahuvati odnoqasno, tak wob perevaga odnomuabo �nxomu nadavalas~ lixe gro� parametr�v v ostatoqnih vi-razah dl� koef�
�
nta poglinann�.x 17. Rozxirenn� spektral~nih l�n�� atomazar�d�enimi qastinkami�kwo atom, wo poglina
 abo viprom�n�
 fotoni, otoqeni�zar�d�enimi qastinkami (elektroni, �oni), to v pol�, �ke vonistvor��t~, v�dbuva
t~s� rozweplenn� ener�etiqnih r�vn�v ato-ma| efekt Xtarka. Ce rozweplenn� tim b�l~xe, qim sil~n�xepole. Na�bli�qe otoqenn� atom�v, unasl�dok fl�ktua
�� gusti-ni qastinok, 
 neodnor�dnim. Tomu veliqina takogo elektriq-nogo m�kropol� harakterizu
t~s� pevnim rozpod�lom. Ce svo
�qergo� privodit~ do dodatkovogo rozxirenn� spektral~nih l�-n�� atoma v zor�n�� atmosfer�. Ot�e, dl� rozrahunku harakteru
~ogo rozxirenn� pered nami posta
 zadaqa pro rozpod�l �mov�r-noste� napru�enost� elektriqnogo pol� v plazm�.

Ris. 11. Atom, wo poglina
 abo viprom�n�
 sv�tlo, v otoqenn� zbur��-qih qastinok u plazm� zor�noÝ atmosferi. 109



Poznaqimo koordinatu 
entra mas vid�lenogo atoma, wo v�d-pov�da
 za visv�quvann� pevnoÝ spektral~noÝ l�n�Ý, qerez R (div.ris. 11). P�d atomom tut budemo rozum�ti ne�tral~ni� atom abo�on �z zar�dom Zjej. �dro � elektroni atoma vza
mod��t~ z nav-kolixn�mi qastinkami, ko�na z �kih ma
 koordinatu Rj � nesezar�d jejZj , j = 1; 2; : : : ; Np, Np | qislo qastinok seredoviwa.C� qastinki | �on�zovan� atomi ta v�l~n� elektroni. VeliqinaZj mo�e nabuvati �k dodatnih, tak � v�d'
mnih znaqen~, zokre-ma dl� elektrona Zj = �1. Zapixemo tu qastinu ener��Ý 
�
Ývza
mod�Ý, �ka zumovlena kulon�vs~kimi silami:U = NpXj=1 e2Z0ZjjR�Rj j � ZeXi=1 NpXj=1 e2ZjjR+ ri �Rj j : (17.1)Tut perxi� dodanok zobra�u
 vza
mod�� zar�d�enih qastinokplazmi z �drom atoma, zar�d �kogo dor�vn�
 jejZ0. Drugi� do-danok | 
e ener��� vza
mod�Ý elektron�v atoma, k�l~k�st~ �kihdor�vn�
 Ze, z otoqu�qimi zar�dami, ri | koordinata i-go elek-trona v�dnosno �dra R. Dl� ne�tral~nogo atoma oqevidno, woZ0 = Ze.Vikoristovu�qi operator zsuvu koordinatiR, zapixemo ener-��� U tak6:U = NpXj=1 e2Z0ZjjR�Rj j � ZeXi=1 NpXj=1 erir e2ZjjR�Rj j ; (17.2)der| 
e operator �rad�
nta, wo d�
 na rad�us-vektor �dra ato-ma R. Rozklada
mo eksponentu v (17.2) v r�d:U = NpXj=1 e2Z0ZjjR�Rj j � ZeXi=1 NpXj=1 e2ZjjR�Rj j�  ZeXi=1 ri!r NpXj=1 e2ZjjR�Rj j + : : : : (17.3)6div. vinosku na stor. 100.110



Perxi� qlen rozkladu eksponenti ob'
dnu
mo z perxim dodan-kom � otrimu
mo ener��� kulon�vs~koÝ vza
mod�Ý navkolixn�h za-r�d�v z atomom, tobto �onom, wo ma
 zar�d Z = Z0 � Ze. Dl�ne�tral~nogo atoma k�l~k�st~ elektron�v Ze = Z0 � povni� zar�dZ = 0. Drugi� qlen rozkladu eksponenti da
 ener��� vza
mod�Ýdipol~nogo momentu atomad = e ZeXi=1 ri = �jej ZeXi=1 ri (17.4)z elektriqnim polem napru�enost�E = �r NpXj=1 jejZjjR�Rj j ; (17.5)�ke stvor��t~ qastinki otoqenn� v toq
� roztaxuvann� atomaR. Ot�e, U = NpXj=1 e2ZZjjR�Rj j � dE + : : : : (17.6)Opuwen� v 
~omu rozklad� dodanki, poznaqen� krapkami, opisu-�t~ vza
mod�� kvadrupol~nogo momentu atoma z �rad�
ntom elek-triqnogo pol� otoqenn� ta viw� mul~tipol~n� vza
mod�Ý. Nadal�mi ne rozgl�datimemo Ýh, a zoseredimo uvagu lixe na vza
mod�Ýdipol~nogo momentu atoma z elektriqnim polem, �ka � spriqi-n�
 efekt Xtarka, tobto da
 zale�n�st~ r�vn�v ener��Ý atoma v�dveliqini napru�enost� pol�: Ea = Ea(E).Spoqatku mi rozgl�nemo rozxirenn� spektral~noÝ l�n�Ý va�-kimi qastinkami, tobto �onami, koli mo�na zastosovuvati kva-z�statiqne nabli�enn�, �ke mi obgovor�vali v poperedn~omu pa-ragraf�. Rozxirenn� elektronami vnasl�dok togo, wo voni 
 leg-kimi qastinkami, potr�bno brati do uvagi v ramkah udarnogo na-bli�enn�. Urahuvann� sp�l~noÝ d�Ý elektron�v ta �on�v povinnoprovoditis~ tak. Nasampered urahu
mo rozxirenn� elektrona-mi, tobto v�z~memo do uvagi xvidk� ruhi, a pot�m | rozxirenn�111



va�kimi pov�l~nimi qastinkami, elektriqne pole �kih u toq
�znahod�enn� vid�lenogo atoma zm�n�
t~s� pov�l~no, tak wo do�on�v mo�na zastosovuvati kvaz�statiqne nabli�enn�. Udarnenabli�enn�, �k mi pobaqimo p�zn�xe, da
 loren
�vs~ki� konturspektral~noÝ l�n�Ý. Tomu dl� v�dxukann� rezul~tu�qogo kontu-ru zalixa
t~s� obqisliti rozxirenn� l�n�Ý va�kimi zar�d�e-nimi qastinkami.Vikorista�mo toto�n�st~:Z dE Æ�E + NpXj=1 jejZjr 1jR�Rj j� = 1 (17.7)� zapix�mo zagal~ni� viraz (12.6) dl� koef�
�
nta poglinann�tak:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T�XAA0 Z dE Æ�E + NpXj=1 jejZjr 1jR�Rj j�� �AfA0A(q) 
A0A=2�(!A0A +�!A0A � !)2 + (
A0A=2)2 : (17.8)�nte�ruvann� v (17.7) v�dbuva
t~s� v bezme�nih me�ah za ko�no�z komponent vektora E , �ki� ma
 zm�st napru�enost� elektriq-nogo pol�. Del~ta-funk
�� z us�h mo�livih znaqen~ vektora Ezalixa
 v (17.8) lixe t�, �k� real�zu�t~s� zg�dno z oznaqenn�m(17.5).�z sumi \za qastinkami" u (12.6), �k � pri rozgl�d� efektuDopplera v x 13, mi zalixili v (17.8) dl� sprowenn� zapisuodin sort atom�v, k�l~k�st~ �kih dor�vn�
 N . Povni� gam�l~-ton�an naxoÝ sistemi \atom pl�s zbur��q� qastinki" dor�vn�
sum� gam�l~ton�ana atoma v pol� E (tobto z urahuvann�m drugogododanka ener��Ý U v (17.6)) ta gam�l~ton�ana zbur��qih qasti-nok, �ki� bere do uvagi tako� ener��� Ýh kulon�vs~koÝ vza
mod�Ýz vid�lenim atomom (perxi� dodanok u formul� (17.6)) ta korot-kos��nu vza
mod��, �ku mi ne vipisuvali. V�dpov�dno do 
~ogostatistiqni� operator �A | 
e dobutok statistiqnogo operatora112



�a atoma v pol� E na statistiqni� operator sistemi zbur��qihqastinok, wo vza
mod��t~ m�� sobo� ta z vid�lenim atomom (�o-nom) qerez kulon�vs~k� sili � korotkos��n� sili kvantovome-han�qnoÝ prirodi. Uva�a
mo, wo sistema zbur��qih qastinok�k 
�le ne zm�n�
 svogo stanu, koli atom poglina
 abo viprom�-n�
 fotoni. Tomu v naborah kvantovih qisel stan�v jAi ta jA0iÝÝ kvantov� qisla 
 odnakovimi. Ot�e, p�dsumovuvann� za 
imikvantovimi qislami u viraz� (17.8) dl� {(q) razom z� statis-tiqnim operatorom sistemi zbur��qih qastinok 
 n�qim �nxim,�k userednenn�m za stanami 
�
Ý sistemi. Pri 
~omu mi pri-�ma
mo, wo ruh zar�d�enih qastinok, �k� zbur��t~ atom, p�d-koreni� zakonam klasiqnoÝ mehan�ki. Ce spravd� tak, osk�l~kiparametr kvantovost�, tobto dov�ina teplovoÝ hvil� de Bro�l�qastinki � = (2�~2=MT )1=2, M | ÝÝ masa, v�dnesena do sered-n~oÝ v�dstan� m�� qastinkami, unasl�dok visokoÝ temperaturi �rozr�d�enost� atmosferi zor�, 
 du�e malo� veliqino�. Tomuuserednenn� za stanami zar�d�enih qastinok zvodimo, zg�dno zprin
ipami klasiqnoÝ statistiqnoÝ mehan�ki, do �nte�ruvann�za Ýhn�mi koordinatami fR1;R2; : : : ;RNpg z funk
�
� rozpod�lu,�ka dor�vn�
 bol~
man�vs~komu faktorov� (pod�lenomu na v�dpo-v�dni� konf��ura
��ni� �nte�ral) z poten
�al~no� ener��
� m��-qastinkovoÝ vza
mod�Ý �, wo vkl�qa
 por�d z ener��
� kulon�vs~-koÝ vza
mod�Ý tako� ener��� korotkos��nih vza
mod��, �ka vra-hovu
 na�vn�st~ rozm�r�v qastinok ta prit�guval~nu vza
mod��tipu van-der-vaal~s�vs~koÝ. Tobto mova �de pro konf��ura
��neuserednenn�, �ke mi skoroqeno poznaqimo kutovimi du�kami:h: : :i=Z dR1 : : :Z dRNpe��=T(: : :)�Z dR1 : : : Z dRNpe��=T: (17.9)P�sl� 
ih roz'�snen~ � zauva�en~ vikonu
mo v (17.8) us� d�Ý,�k� priveli nas do virazu (13.18). Tobto vrahovu
mo v {(q) rad�-a
��ne zagasann� kvantovomehan�qnih stan�v atoma ta efekt Dop-plera � v rezul~tat� znahodimo:{(q)= 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T�Z dEW (E)�afa0aH(�; v0)�!Dp� ; (17.10)113



de mi vveli funk
�� rozpod�lu m�kropol�7W (E) = *Æ0�E + NpXj=1 jejZjr 1jR�Rj j1A+: (17.11)Z f�ziqnih m�rkuvan~ oqevidno, wo funk
��W (E) zale�it~ li-xe v�d veliqini napru�enost� E , a ne v�d napr�mku, osk�l~ki vsistem� nema
 vid�lenogo napr�mku. Kvantov� qisla a; a0 u for-mul� (17.10) m�st�t~ u sob� kvantov� qisla, wo numeru�t~ xtar-k�vs~k� komponenti zsuvu ta rozweplenn� ener�etiqnih r�vn�v, aparametr v0 u funk
�Ý Fo��ta zale�it~ v�d veliqini E napru�e-nost� elektriqnogo pol�:v0 = ! � !a0a�!D = ! � [Ea0(E)�Ea(E)℄ =~�!D : (17.12)�k v�domo, v atom� vodn� sposter�ga
mo l�n��ni� efektXtar-ka vnasl�dok virod�enn� kvantovih stan�v za orb�tal~nim kvan-tovim qislom [8, 13℄. U 
~omu vipadku r�zni
� ener���Ea0(E)�Ea(E) = ~!0 + �aa0E ; (17.13)de �aa0 | r�zni
� m�� seredn�mi znaqenn�mi dipol~nogo momentuatoma v stanah jai ta ja0i. V �nxih atomah 
 kvadratiqni� efektXtarka, tobto kvadratiqna zale�n�st~ ener��Ý v�d napru�enost�pol� E [13℄: Ea0(E)�Ea(E) = ~!0 + �aa02 E2; (17.14)de �aa0 | r�zni
� m�� pol�rizovanost�mi atoma v stanah jai taja0i.7 Pri obqislenn�h, wo priveli do formuli (17.10), mi v�e pro�nte�-ruvali za koordinatami 
entra mas atoma, tomu u viraz� (17.11) na�vn�st~zm�nnoÝ R 
 faktiqno za�vo�: funk
�� W (E) ne zale�it~ v�d R unasl�dokprostorovoÝ odnor�dnost� sistemi. Mi mogli s�sti na 
entr mas atoma, po-klavxi R = 0 � v�drahovuvati koordinati qastinok R1; : : : ; RNp v�d n~ogo.Zruqno, odnak, dl� naoqnost� sistemu v�dl�ku povernuti na stare m�s
e, depolo�enn� atoma viznaqa
t~s� rad�us-vektorom R.114



Perx n�� ruhatis~ dal�, zrobimo dek�l~ka zauva�en~. Po-perxe, dl� otrimann� povnogo koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ýviraz (17.10) neobh�dno p�dsumuvati za us�ma kvantovimi qisla-mi xtark�vs~kih komponent z nabor�v a ta a0 ni�n~ogo � verh-n~ogo r�vn�v. Po-druge, sili os
il�tora fa0a, �k � statistiqni�operator �a, zale�at~ v�d napru�enost� pol� E . Odnak 
� zale�-n�st~ neznaqna, osk�l~ki pol� zbur��qih qastinok, harakternaveliqina �kih E0 � e2�NpV �2=3 ;slabk� por�vn�no z vnutr�xn�mi pol�mi atoma, tomu wo seredn�v�dstan� m�� qastinkami v atmosfer� zor� 
 qimalimi por�vn�noz atomnimi rozm�rami. Ot�e, matriqn� elementi, wo vhod�t~ voznaqenn� sil os
il�tor�v, dostatn~o rozrahovuvati na v�dpov�d-nih l�n��nih komb�na
��h hvil~ovih funk
�� nezburenogo atoma.Z t�
Ý � priqini ne beremo do uvagi zale�nost� v�d E � staloÝzagasann� 
. Tomu mi zoseredimo uvagu na na�qutliv�x�� za-le�nost� v�d m�kropol�, tobto na zale�nost� parametra v0 v�d E ,�ka � spriqin�
 efekt rozxirenn� spektral~nih l�n��. Takimqinom,{(q) = 2�3=2e2Nm
�!DV �1� e�~!=T� X �afa0aP (s; �; v)za us�ma xtark�v-s~kimi komponen-tami verhn~ogo tani�n~ogo r�vn�v ; (17.15)de funk
�� P (s; �; v) = Z dEW (E)H(�; v0); (17.16)dl� l�n��nogo efektu Xtarka parametrs = j�aa0 jE0=~�!D; (17.17)a dl� kvadratiqnogo |s = �aa02 E20=~�!D: (17.18)115



Veliqina s 
 v�dnoxenn�m harakternoÝ qastoti xtark�vs~kogorozweplenn� do doppler�vs~koÝ qastoti. P�zn�xe veliqinu E0,wo 
 harakternim masxtabom dl� elektriqnogo pol� v plazm�,mi utoqnimo. Oqevidno, woP (0; �; v) = H(�; v); (17.19)osk�l~ki pri 
~omu v0 = v, aZ W (E)dE = 1: (17.20)Dl� obqislenn� �vnogo vigl�du funk
�Ý P (s; �; v) potr�bno, na-sampered, rozrahuvati funk
�� rozpod�lu m�kropol�v W (E), p�s-l� 
~ogo zna�ti ÝÝ zgortku (17.16) z funk
�
� Fo��ta.x 18. Funk
�� rozpod�lu m�kropol�vVihodimo z oznaqenn� (17.11) funk
�Ý rozpod�lu m�kropol�vW (E) � rozklademo ÝÝ v r�d Fur'
:W (E) = 1(2�)3 Z dqWqeiqE ; (18.1)Wq = Z dEW (E)e�iqE : (18.2)P�sl� p�dstanovki virazu (17.11) u (18.2) otrimu
moWq = * exp0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A+: (18.3)Zupinimos~ na obqislenn� 
�
Ý veliqini. Zrozum�lo, wo toq-ni� ÝÝ rozrahunok nemo�livi�. Ot�e, potr�bno rozvivati na-bli�en� metodi. Mo�na rozgl�nuti zviqa�nu teor�� zburen~,napriklad, z rozkladom Wq za stepen�mi q z nastupnim qastko-vim p�dsumovuvann�m otrimanogo r�du. Ce mi zrobimo v k�n
�116




~ogo paragrafa. A zaraz rozvinemo hitr�xi� p�dh�d, �ki� dast~zmogu vit�gti neanal�tiqn�st~ u zale�nost� funk
�ÝWq v�d zm�n-noÝ q.Obqislimo �rad�
nt funk
�� Wq za zm�nno� q � sproektu
mo�ogo na vektor q, �nximi slovami, pod�
mo na Wq operatoromqrq. Osk�l~ki funk
��W (E) zale�it~ lixe v�d modul� vektoranapru�enost� E, to � koef�
�
nt Fur'
 Wq tako� zale�it~ v�dmodul� vektora q, wo legko pokazati, �nte�ru�qi za kutami v(18.2). Tomu qrqWq = qqq dWqdq = qdWqdq� z (18.3) ma
moqdWqdq = * iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j! exp0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A+: (18.4)Vikona�mo v prav�� qastin� 
~ogo virazu dek�l~ka elementarnihvprav na r�vn� perepoznaqen~ � bez bud~-�kih komentar�v, viko-ristovu�qi lixe oznaqenn� seredn~ogo (17.9) ta funk
�Ý Wq z(18.3):qdWqdq = Z dR1 : : : Z dRNpe��=T�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j�� exp0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rjj1A,Z dR1 : : : Z dRNpe��=T
= R dR1 : : : R dRNpe��=T exp iqr NpPj=1 jejZjjR�Rj j!R dR1 : : : R dRNpe��=T (18.5)117



�R dR1 : : : R dRNp iqr NpPj=1 jejZjjR�Rj j!exp ��T + iqr NpPj=1 jejZjjR�Rj j!R dR1 : : : R dRNp exp ��T + iqr NpPj=1 jejZjjR�Rj j!= *exp0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A+0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A:�k baqimo, perxi� mno�nik dor�vn�
 Wq, a risko� nad drugimmno�nikom poznaqeno svo
r�dne konf��ura
��ne seredn
, �ke ob-qisl�
mo z bol~
man�vs~kim faktorom, de poten
�al~na ener���� zam�nena na �0 = �� T iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j : (18.6)Formal~no drugi� dodanok u 
~omu viraz� mo�na traktuvati �kdodatkovu vza
mod�� vid�lenogo atoma, wo ma
 f�ktivni� dipo-l~ni� moment veliqini d = �iqT , z elektriqnim polem otoqen-n�. Ot�e, za oznaqenn�m, seredn
(: : :) = R dR1 : : : R dRNpe��0=T (: : :)R dR1 : : : R dRNpe��0=T : (18.7)Otrimano va�livi� rezul~tat: mi zna�xli dl� funk
�Ý Wqdiferen
�al~ne r�vn�nn�qdWqdq =Wq0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rjj1A; (18.8)z \poqatkovo�" umovo� Wq=0 = 1, �ka vipliva
 z oznaqenn�(18.3). Rozv'�zok 
~ogo r�vn�nn� taki�:Wq = exp264 qZ0 dqq 0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A375 : (18.9)118



Pere�d�mo do obqislenn� poznaqenogo risko� seredn~ogo v
~omu viraz�. Bol~
man�vs~ki� faktor z ener��
� �0 zale�it~v�d zm�nnih R ta R1; : : : ;RNp , a �nte�ruvann� v oznaqenn� naxogoseredn~ogo v�dbuva
t~s� za vs�ma koordinatami qastinok seredo-viwa, tomu0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A = iq NpXj=1 jejZjV Z dRjF j2 (R;Rj)� r 1jR�Rj j : (18.10)Tut veliqinaF j2 (R;Rj) = V R 0 dR1 : : : R 0 dRNpe��0=TR dR1 : : : R dRNpe��0=T ; (18.11)de xtrihi b�l� znaka �nte�rala v qisel~niku oznaqa�t~, wo �n-te�ruvann� za Rj v�dsutn
, za svoÝm zm�stom 
 parno� funk
�
�rozpod�lu, �ka dor�vn�
 gustin� �mov�rnost� vza
mnogo roztaxu-vann� vid�lenogo atoma �z zar�dom jejZ � f�ktivnim dipol~nimmomentom d = �iTq ta j-toÝ zburenoÝ qastinki pri dov�l~nomuroztaxuvann� vs�h �nxih qastinok. Vona zadovol~n�
 umovu nor-muvann� 1V 2 Z dRZ dRjF j2 (R;Rj) = 1: (18.12)Zauva�imo, wo formal~no, zg�dno z oznaqenn�m, u viraz(18.11) potr�bno bulo b dodati v znamenniku we odin �nte�ralza zm�nno� R, a v qisel~niku ma
 buti mno�nik V 2. Odnak,unasl�dok prostorovoÝ odnor�dnost� sistemi, znamennik u (18.11)ne zale�atime v�d R � �nte�ruvann� za 
�
� zm�nno� da
 ob'
msistemi V (div. vinosku na stor. 114). U rezul~tat� mi priho-dimo do virazu (18.11). 119



Vikorista�mo teper vlastiv�st~ parnoÝ funk
�Ý rozpod�lu,�ka vipliva
 z prostorovoÝ odnor�dnost� sistemi, a same te, wovona zale�it~ lixe v�d r�zni
� koordinat:F j2 (R;Rj) = F j2 (R�Rj): (18.13)V�dtak pere�d�mo u viraz� (18.10) do novoÝ zm�nnoÝ �nte�ruvann�R0 = R � Rj (�kob�an perehodu dor�vn�
 odini
�), poperedn~oobqislivxi potr�bni� �rad�
nt, a p�dsumovuvann� za qastinkamizved�mo do p�dsumovuvann� za sortami qastinok:0�iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j1A = �iX
�1 jejZ
N
V Z qRR3 F 
2 (R)dR: (18.14)Xtrih z� zm�nnoÝ �nte�ruvann� dl� prostoti zapisu zn�to. �ndek-som 
 numeru
mo sorti qastinok, N
 | qislo qastinok sortu 
,priqomu oqevidno, wo suma vs�h qastinok povinna dor�vn�vatiNp: X
�1N
 = Np:Vikoristovu�qi teper viraz (18.14), zapixemo funk
�� Wqz (18.9) tak: Wq = e��q ; (18.15)�q = qZ0 dqq X
�1 jejZ
N
V Z iqRR3 F 
2 (R)dR: (18.16)Funk
�� rozpod�lu m�kropol�v (18.1) nabuva
 takogo vigl�du:W (E) = 1(2�)3 Z dq eiqE��q : (18.17)Otriman� virazi (18.15){(18.17) 
 ostatoqnimi. Voni ma�t~ za-gal~ni� harakter � pra
��t~ dl� klasiqnoÝ plazmi bud~-�koÝ120



kon
entra
�Ý ta dl� dov�l~nih temperatur. Us� 
� �nforma
��zakladena v parnu funk
�� rozpod�lu F 
2 (R). Zale�no v�d togo,nask�l~ki toqno vona v�doma, nast�l~ki toqno mi budemo znatifunk
�� rozpod�lu m�kropol�v.Pri opis� zor�nih atmosfer, unasl�dok dostatn~o niz~koÝkon
entra
�Ý qastinok, dl� funk
�Ý rozpod�lu mo�na vikorista-ti dobre v�dome z teor�Ý klasiqnoÝ plazmi \gazove nabli�enn�"[20℄. U 
~omu nabli�enn� funk
�� F 
2 (R) zobra�u
t~s� bol~
-man�vs~kim faktorom �z poten
�alom, �ki� dor�vn�
 sum� korot-kos��nogo poten
�alu8 vza
mod�Ý vid�lenogo atoma �z qastinko�otoqenn� 
-sortu �SR
 (R) ta ekranovanogo poten
�alu Deba�, uza-gal~nenogo na na�vn�st~ u vid�lenomu atom�, zg�dno z (18.6), f�k-tivnogo dipol~nogo momentu d = �iTq:F 
2 (R) = exp ���SR
 (R)T � jejZ
T Q̂e�{DRR � ; (18.18)de uzagal~neni� zar�d atomaQ̂ = jejZ � iT (qr); (18.19)a oberneni� debaÝvs~ki� rad�us ekranuvann�{D = 0�X
�1 4�e2Z2
N
TV 1A1=2 : (18.20)P�dstavmo viraz (18.18) u (18.16):�q = qZ0 dqq X
�0 jejZ
N
V Z dR iqRR3 exp"��SR
 (R)T� e2ZZ
TR e�{DR � i jejZ
(qR)R3 (1 + {DR)e�{DR#: (18.21)8Z meto� skoroqenn� koristu
mos~ tut ne zovs�m toqno�, ale xirokov�i-vano� nazvo� \poten
�al" dl� poznaqenn� poten
�al~noÝ ener��Ý vza
mod�Ý,wo ne povinno viklikati neporozum�n~. Abrev�atura \SR" b�l� poten
�alupohodit~ v�d perxih l�ter angl��s~kih sl�v short range | korotkos��ni�.121



Vikona�mo de�k� peretvorenn� v 
~omu viraz� � zved�mo �ogo doodnokratnogo �nte�rala.Ot�e, v �nte�ral� za R perehodimo do sferiqnoÝ sistemi ko-ordinat, vibira�qi v�s~ z uzdov� vektora q. P�sl� 
~ogo �nte-�ru
mo za azimutal~nim kutom ', dal� vinika
 mo�liv�st~ vz�ti�nte�rali spoqatku za q, a pot�m za x = 
os#, de kut # =dqR:�q = iX
�1 jejZ
N
V 2� 1Z0 dR� exp ���SR
 (R)=T � e2ZZ
e�{DR=RT � 1Z�1 x dx qZ0 dq� exp ��i jejZ
qxR2 (1 + {DR)e�{DR�= �X
�1 2�N
V 1Z0 dR R2(1 + {DR)e�{DR� exp ���SR
 (R)=T � e2ZZ
e�{DR=RT �� 1Z�1 dx�exp ��iqjejZ
R2 x(1 + {DR)e�{DR�� 1�� ostatoqno�q = X
�1 4�N
V 1Z0 dR R2(1 + {DR)e�{DR� exp ���SR
 (R)=T � e2ZZ
e�{DR=RT � (18.22)� 8<:1� sin�qjejZ
(1 + {DR)e�{DR=R2�qjejZ
(1 + {DR)e�{DR=R2 9=; :122



�kwo zadati korotkos��ni� poten
�al �SR
 (R), napriklad,�k poten
�al Lenarda{D�onsa abo we prost�xim poten
�alomtverdih sfer, to viraz (18.22) legko p�dda
t~s� obqislenn� nakomp'�ter�.�k mi � planuvali, zaproponu
mo teper prost�xu teor�� zbu-ren~ dl� funk
�ÝWq. Povern�mos~ znovu do oznaqenn� (18.3), �kezapixemo tak: Wq = heAi; (18.23)de A = iqr NpXj=1 jejZjjR�Rj j : (18.24)Vikorista�mo pon�tt� nezv�dnih seredn�h � zapix�mo (18.23) uvigl�d� eksponenti v�d stepenevogo r�du za q:Wq = heAi = exp0�Xn�1 1n!A[n℄1A ; (18.25)de nezv�dn� seredn�9A[1℄ = hAi;A[2℄ = hA2i � hAi2;A[3℄ = hA3i � 3hA2ihAi+ 2hAi2; (18.26)A[4℄ = hA4i � 4hA3ihAi � 3hA2ihA2i+ 12hA2ihAi2 � 6hAi4;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Obme�imos~ dvoma qlenami r�du v (18.25), ob�runtovu�qi
e neznaqno� m��qastinkovo� korel�
�
� v tak�� rozr�d�en��9Veliqini A[n℄ naziva�t~ tako� sem��nvar�antami abo kumul�ntami po-r�dku n. 123



sistem�, �ko� 
 zor�na atmosfera. �kwo tak, to seredn
 hAnidl� n � 3 rozpada
t~s� na dobutok seredn�h �, oqevidno, nezv�dneseredn
 A[n℄ dor�vn�vatime nulev�. Ot�e, beremo do uvagi lixeA[1℄ ta A[2℄.Perxe nezv�dne seredn
A[1℄ = hAi = iqr NpXj=1 jejZjD 1jR�Rj jE= iqrNpXj=1 jejZj 1V 2 Z dRZ dRj F j2 (jR�Rjj) 1jR �Rj j ; (18.27)de F j2 (jR �Rj j) | parna funk
�� rozpod�lu, rozrahovana z po-ten
�alom �. Perehodimo do novoÝ zm�nnoÝ, R0 = R �Rj zam�st~R, � znahodimo (�nte�ruvann� za R0j da
 ob'
m sistemi V ):A[1℄ = iqr NpXj=1 jejZj 1V Z dR0 F j2 (R0)R0 = 0; (18.28)osk�l~ki �rad�
nt v�d staloÝ veliqini dor�vn�
 nulev�. Mo�nad��ti 
~ogo rezul~tatu � tak:A[1℄ = i NpXj=1 jejZjDqr 1jR�Rj jE= �i NpXj=1 jejZjDq(R�Rj)jR�Rj j3 E= �i NpXj=1 jejZj 1V 2 Z dR Z dRj q(R �Rj)jR�Rj j3 F j2 (jR �Rj j)= �i NpXj=1 jejZj 1V Z dR0 qR0R03 F i2(R0) (18.29)124



= �iq NpXj=1 jejZj 1V 2� 1Z0 dR0 F j2 (R0) �Z0 sin � 
os � d� = 0;mi pere�xli do sferiqnih koordinat R0; �; '. Nul~ otrimu
movnasl�dok �nte�ruvann� za pol�rnim kutom � =dRq.Teper veliqinaA[2℄ = hA2i = � NpXj=1 NpXj=1 e2ZiZj�Dq(R�Ri)jR�Rij3 q(R�Rj)jR�Rjj3 E= � NpXj=1 e2Z2j D [q(R �Rj)℄2jR�Rj j6 E
� NpXi=1 NpXj=1(i6=j) e2ZiZjDq(R�Ri)jR�Rij3 q(R �Rj)jR�Rj j3 E= � NpXj=1 e2Z2j 1V 2 Z dRZ dRj (q;R�Rj)2jR�Rj j6 F i2(jR�Rj j)� NpXi=1 NpXj=1(i6=j) e2ZiZj 1V 3 Z dRZ dRi Z dRj�q(R�Ri)jR�Rij3 q(R�Rj)jR�Rj j3 F ij3 (R;Ri;Rj); (18.30)dl� skal�rnogo dobutku tut vikoristano tako� take poznaqenn�:(q;R �Rj) = q(R �Rj): 125



Triqastinkova funk
�� rozpod�lu F ij3 (R;Ri;Rj), �ka vhodit~ vostann�� dodanok, �kwo ne vrahovuvati korel�
�� m�� i-to� taj-to� qastinkami, dor�vn�
 dobutkov� F i2(jR�Rij)F j2 (jR�Rj j):Tomu �nte�ruvann� zaRi ta Rj v�dbuva
t~s� nezale�no � da
, �k �u viraz� (18.29) dl� hAi, nul~ovi� rezul~tat. Ot�e, zalixa
t~s�lixe perxi� dodanok u (18.30):A[2℄ = �X
�1 e2Z2
 N
V Z dR (qR)2R6 F 
2 (R); (18.31)v�d p�dsumovuvann� za qastinkami mi pere�xli do p�dsumovu-vann� za sortami qastinok, �k � u (18.14).Znovu perehodimo tut do sferiqnih koordinat, vibira�qiv�s~ z uzdov� vektora q: �nte�ral za azimutal~nim kutom ' da
2�, a �nte�ral za xirotnim kutom � = dqR dor�vn�
 2/3. Tomuviraz (18.31) mo�na zapisati tak:A[2℄ = �q2 �E 2; (18.32)de mi vveli harakterni� masxtab vim�r�vann� napru�enost�elektriqnogo pol� �E :�E 2 = X
�e2 Z2
 4�N
3V 1Z0 dR F 
2 (R)R2 : (18.33)Ce� �nte�ral �snu
, osk�l~ki parna funk
�� dor�vn�
 nule-v�, �kwo v�dstan� m�� qastinkami menx� v�d Ýhn�h rozm�r�v, a navelikih v�dstan�h F 
2 (R) pr�mu
 do odini
�. Tomu, oqevidno,�nte�ral 
 oberneno propor
��nim do seredn~oÝ v�dstan� hri m��qastinkami sortu 
, �ku svo
� qergo� viznaqimo z r�vn�nn�43�hri3 = VN
 :Ot�e, poklada
mo�E 2 = 
onstX
�1 e2Z2
 �4�3 N
V �4=3 ; (18.34)126



de mi spod�va
mos~, wo stala veliqina 
onst povinna buti po-r�dku odini
�. Naspravd�, 
onst musit~ vi�vl�ti neznaqnu za-le�n�st~ v�d rozm�r�v qastinok ta gustini.Teper z oznaqenn� (18.1) za dopomogo� (18.25) ta (18.28), (18.32)znahodimo W (E) = 1(2�)3 Z dq e�q2 �E2=2+iqE : (18.35)Ce� trikratni� �nte�ral rozbiva
t~s� na dobutok tr~oh, ko�enz �kih legko beremo za formulo�, �ka navedena u vinos
� nastor. 84: W (E) = 1(2�)3=2 �E3 e�E 2=2 �E2 : (18.36)U nastupnomu paragraf� mi por�vn�
mo 
e� viraz z tim, wo da
formula (18.17). x 19. Rozpod�l Gol~
markaDl� detal~n�xogo anal�zu otrimanih u poperedn~omu para-graf� viraz�v obme�imos~ prostim nabli�enn�m. A same, zneh-tu
mo rozm�rami qastinok, �SR
 (R) = 0, a tako� ekranuvann�m,{D = 0. C� pripuwenn� spravedliv�, �kwo atmosfera 
 do-statn~o rozr�d�eno� � seredn� v�dstan� m�� qastinkami velik�Na3=V < 1 (a | \d�ametr" qastinok), a temperatura dostatn~ovisoka, {Da < 1. Neha�, kr�m togo, vid�leni� atom 
 ne�tral~-nim, tobto Z = 0. U rezul~tat� dl� funk
�Ý �q z (18.22) znahodi-mo tak zvane nabli�enn� Gol~
marka [1, 6℄:�q =X
�1 4�N
V 1Z0 R2 �1� sin(qjejZ
=R2)qjejZ
=R2 � dR: (19.1)Robimo zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann� t = qjejZ
=R2:�q = q3=2X
�1 2�N
V (jeZ
j)3=2 1Z0 t�5=2�1� sin tt � dt: 127



Otrimani� �nte�ral zvodimo do tabliqnogo. Spoqatku �nte�ru-
mo perxi� qlen u kruglih du�kah, dal� triq� �nte�ru
mo qas-tinami qlen �z sinusom. Razom pro�nte�rovan� dodanki na obohme�ah da�t~ nul~ovi� vnesok, � v rezul~tat�:1Z0 t�5=2�1� sin tt � dt = 815 1Z0 sin tpt dt = 415p2�:Teper ostatoqno funk
���q = (qE0)3=2; (19.2)de harakterni� masxtab napru�enost� elektriqnogo pol�E0 = 2�� 415�2=30�X
�1 N
V jeZ
j3=21A2=3 : (19.3)Same pro 
� veliqinu �xla mova u formulah (17.17), (17.18).Povern�mos~ do funk
�Ý W (E). Osk�l~ki �q zale�it~ lixev�d modul� vektora q, to v (18.1) mo�na pere�ti do �nte�ruvann�u sferiqnih koordinatah � pro�nte�ruvati za kutami:W (E) = 12�2E 1Z0 q sin(qE)e��qdq: (19.4)Prigada�mo tako�, wo gustina rozpod�lu m�kropol�v za ab-sol�tnim znaqenn�m napru�enost� pol� E , �k vipliva
 z umovinormuvann� (17.20) dl� funk
�Ý W (E), dor�vn�
w(E) = 4�E2W (E); (19.5)1Z0 w(E) dE = 1:128



Dl� nabli�enn� Gol~
marka (19.1) rozkladom sinusa v r�dp�d �nte�ralom legko znahodimo poved�nku funk
�Ý rozpod�lu m�k-ropol�v pri malih znaqenn�h E , poperedn~o zrobivxi zam�nuzm�nnih (qE0)3=2 = x � skoristavxis~ oznaqenn�m �-funk
�Ý:W (E) = 13�2E30 1Xn=0 (�)n(2n+ 1)!��2 + 43n�� EE0�2n : (19.6)Dek�l~ka perxih qlen�v r�du da�t~W (E) = 13�2E30 "1� 0:4630� EE0�2 + 0:1226� EE0�4 + : : :# : (19.7)Zna�demo teper asimptotiku funk
�Ý W (E) pri E ! 1. Vi-hodimo z virazu (19.4):W (E) = 12�2E �� ddE� 1Z0 
os(qE)e(qE0)3=2dq (19.8)= 12�2E �� ddE� 1ERe 1Z0 eix exp"��xE0E �3=2# dx= 12�2E �� ddE� 1ERe lim�!0 1Z0 e�sx exp"��xE0E �3=2# dx;de s = ��i, a � | d��sna veliqina. Dal� rozklada
mo eksponentuv r�d za malim parametrom (E0=E)3=2, vikoristovu
mo oznaqenn��-funk
�Ý, vid�l�
mo d��snu qastinu � beremo poh�dnu za E :W (E) = 12�2E �� ddE� 1E lim�!0Re 1Xn=0 (�)nn! �E0E �3n=2� 1s3n=2+1��32n+ 1� 129



= 12�2E �� ddE� 1E lim�!0 1Xn=0 (�)nn! �E0E �3n=2� � (3n=2 + 1)(�2 + 1)3n=4+1=2 
os [(3n=2 + 1) Æ℄ = 12�2E3 lim�!0 1Xn=0 (�)nn!�� (3n=2 + 2) 
os [(3n=2 + 1) Æ℄(�2 + 1)3n=4+1=2 �E0E �3n=2 ; (19.9)de tg Æ = 1=�. �kwo � ! 0, to Æ ! �=2, � mi ostatoqno znahodimo:W (E) = 12�2E3 1Xn=1 (�)n+1n!� sin�3�n4 ���3n2 + 2��E0E �3n=2 : (19.10)Nax r�d vi�vivs� asimptotiqnim, osk�l~ki �(3n=2+2) zros-ta
 pri n!1xvidxe, n�� n!. Veduqi� qlen asimptotikiW (E),koli n = 1, 
 takim:W (E) = 1516�p2� E3=20E9=2 ; E ! 1: (19.11)Na zaverxenn� paragrafa navedemo graf�k funk
�Ý Gol~
-marka (ris. 12), rozrahovanoÝ za formulo� (19.5) z vikoristan-n�m (19.4), (19.2). Osk�l~ki funk
�� w(E) ma
 rozm�rn�st~, ober-nenu do E , to vvodimo znerozm�renu funk
��H(E�) = E0w(E); E� = E=E0;H(E�) = 2E�� 1Z0 e�x3=2x sin(xE�) dx= 2�E� 1Z0 e��y=E��3=2y siny dy: (19.12)130



Ris. 12. Rozpod�l Gol~
marka.Maksimal~nogo znaqenn� 0.3663 funk
�� H(E�) dos�ga
 v toq
�E� = 1:6077.Zauva�imo, wo funk
�� rozpod�lu m�kropol�v dl� zar�d�e-noÝ qastinki (Z 6= 0) tako� neva�ko dosl�diti qisel~nimi me-todami za tih samih umov �SR
 (R) = 0; {D = 0, wo � rozpod�lGol~
marka, vikoristovu�qi zagal~ni� viraz (18.22).Teper mi ma
mo nagodu por�vn�ti funk
�� rozpod�lu m�kro-pol�vW (E) v nabli�enn� Gol~
marka z nabli�enn�m (18.36), �kemi zna�xli v poperedn~omu paragraf�. Rozklad (18.36) pri ma-lih znaqenn�h napru�enost�W (E) = 1(2�)3=2 �E3 "1� 12 �E�E�2 + 18 �E�E�4 + : : :# ; (19.13)�k � rozklad (19.7) dl� rozpod�lu Gol~
marka, �de za parnimistepen�mi E . Dl� qisel~nogo por�vn�nn� koef�
�
nt�v 
ih roz-klad�v potr�bno vstanoviti zv'�zok m�� masxtabami �E ta E0. Miv�e govorili, wo 
onst u viraz� (18.34) dl� �E povinna buti veli-qino� bliz~ko� do odini
�. Mi mo�emo zaf�ksuvati 
� stalu131



prosto odini
e�: 
onst = 1. Teper dl� odnosortnoÝ sistemi�E = �4�3 �2=3 jeZ
j�N
V �2=3 = 2:598518jeZ
 j�N
V �2=3; (19.14)a E0 = 2�� 415�2=3 jeZ
j�N
V �2=3= 2:603109jeZ
 j�N
V �2=3; (19.15)� ot�e, v�dnoxenn� E0= �E = 1:001767: (19.16)�k baqimo, z visoko� toqn�st� veliqini E0 � �E zb�ga�t~s�, tobtokonstanta u viznaqenn� �E � spravd� bliz~ka do odini
�.Dl� velikih znaqen~ E funk
��W (E) z (18.36) zgasa
 za eks-ponen
��nim zakonom, tod� �k funk
�� Gol~
marka zgasa
, zg�dnoz (19.11), za stepenevim zakonom � E�9=2.Mi ne budemo dal� za�matis~ 
�
� gro� v qisla, a navede-mo na ris. 13 graf�qne por�vn�nn� kontur�v Gol~
marka (19.12) �virazu, zna�denogo z (18.36)�H �E�E� = �Ew(E) = �E 4�E2W (E)r 2� �E�E�2 e�E2=2 �E2 : (19.17)x 20. Zgortka �auss�vs~kogo, loren
�vs~kogo� xtark�vs~kogo kontur�vMa�qi funk
�� rozpod�lu m�kropol� W (E), mo�emo pere�tido obqislenn� funk
�Ý P (s; �; v), �ka viznaqa
 prof�l~ koef�-
�
nta poglinann� u spektral~n�� l�n�Ý, wo vrahovu
 mehan�zmizagasann�, doppler�vs~ki� ta xtark�vs~ki� efekti. C� funk
��| rezul~tat zgortki �auss�vs~kogo, loren
�vs~kogo ta xtark�vs~-kogo kontur�v �, �k vidno z (17.16), zobra�u
t~s� bagatokratnim�nte�ralom. Vi�vl�
t~s�, odnak, wo dl� neÝ mo�na otrimati vi-raz u vigl�d� lixe odnokratnogo �nte�rala dl� l�n��nogo efektu132



Ris. 13. Funk
�� rozpod�lu elektriqnih m�kropol�v u plazm�:H(E�) | rozpod�l Gol~
marka (19.12), �H(E�) | nabli�enn� (19.17).Xtarka � u vigl�d� dvokratnogo �nte�rala dl� kvadratiqnogoefektu.Peredus�m, osk�l~ki r�vn� ener��Ý atoma Ea(E), Ea0(E) � fun-k
�� rozpod�lu m�kropol�v W (E) zale�at~ v�d dov�ini vektoranapru�enost� E , to v �nte�ral� za E v (17.16) mo�na pere�ti dosferiqnih koordinat � vikonati �nte�ruvann� za kutovimi zm�n-nimi:P (s; �; v) = 1Z0 dE 4�E2W (E)H(�; v0) = 1Z0 dE w(E)H(�; v0): (20.1)Prigada�mo,wo funk
��w(E) viznaqena r�vn�nn�mi (19.4), (19.5),a znerozm�reni� zsuv qastoti v0 f�ksu
 r�vn�nn� (17.12). Funk-
�� w(E) �nte�ruvann�m qastinami v (19.4) privodimo do takogo133



vigl�du: w(E) = 2� 1Z0 dq 
os(qE) ddq (qe��q ): (20.2)P�dstavmo 
e� viraz u (20.1), vikorista�mo dl� funk
�Ý Fo��taH(�; v0) zobra�enn� (15.9) � zna�demo:P (s; �; v) = 2�p� 1Z0 dq ddq (qe�q )� 1Z0 dt 1Z0 dE e�t2=4��t 
os(qE) 
os(v0t): (20.3)Rozgl�n~mo spoqatku l�n��ni� efekt Xtarka, �ki� 
 golov-nim mehan�zmom rozxirenn� l�n�� atoma vodn� ta vodnevopod�b-nih atom�v.Va�livo� obstavino� dl� podal~xih rozrahunk�v 
 te, woodnor�dne elektriqne pole, �ke spriqin�
 l�n��ni� efektXtar-ka, da
 simetriqni� rozpod�l �ntensivnost� wodo 
entra spekt-ral~noÝ l�n�Ý. Napriklad, dl� atoma vodn� v perxomu zbud�e-nomu stan�, koli golovne kvantove qislo n = 2, a orb�tal~ne �magn�tne kvantov� qisla l = 0;m = 0 ta l = 1;m = 0;�1, ma
moqotirikratne virod�enn� stanu jn; l;mi. Unasl�dok 
~ogo l�n��-ni� efektXtarka da
 tak� zsuvi ener�etiqnih r�vn�v � v�dpov�dn�Ým hvil~ov� funk
�Ý jai [8℄:�E1 = 3jejaBE ; j1i = 1p2(j2; 0; 0i � j2; 1; 0i);�E2 = �3jejaBE ; j2i = 1p2(j2; 0; 0i + j2; 1; 0i);�E3 = 0; j3i = j2; 1;�1i;�E4 = 0; j4i = j2; 1; 1i: (20.4)134



Ot�e, dl� l�n�Ý z qastoto� !0 = 2�=� � dov�ino� hvil� � =1215:68 �A �z ser�Ý La�mana ma
mo perehodi m�� xtark�vs~kimikomponentami (20.4) zbud�enogo stanu n = 2 � osnovnim stanomj0i z n = 1 na qastotah !0 + 3jejaBE=~ ta !0 � 3jejaBE=~ � z v�d-pov�dnimi silami os
il�tora10 fj1i!j0i ta fj2i!j0i, a tako� pere-hodi z� stan�v, de virod�enn� ne zn�to na nezburen�� qastot� !0�z silami os
il�tora fj3i!j0i ta fj4i!j0i. Priqomu legko baqiti,vikoristovu�qi oznaqenn� sili os
il�tora (11.7) � vigl�d hvi-l~ovih funk
�� (20.4), wo, zg�dno z pravilami v�dboru, dl� di-pol~nih perehod�v [8℄ spravedliv� tak� r�vnost�: fj1i!j0i = fj2i!j0i� fj3i!j0i = fj4i!j0i. Zv�dsi robimo visnovok, wo sili os
il�toradl� perehod�v z� xtark�vs~kih r�vn�v �z simetriqnimi zsuvamiqastot (17.13) !0 � �aa0E=~ r�vn� m�� sobo�.Ce dozvol�
 nam u viraz� (17.15) dl� koef�
�
nta poglinan-n� {(q) p�d znakom sumi za xtark�vs~kimi komponentami vz�tiu funk
�Ý P (s; �; v) z (20.3) zam�st~ 
os(v0t) p�vsumu kosinus�v �zv0 = !0 � �aa0E=~�!D ta v0 = !0 + �aa0E=~�!D, (div. oznaqenn�(17.12) ta (17.13)). Poznaqimo tak otrimanu funk
�� dl� l�n��-nogo efektu Xtarka qerezP1(s; �; v) = 1�p� 1Z0 dq ddq (qe��q) 1Z0 dt 1Z0 dE� e�t2=4��t 
os(qE)(
osh(v � �aa0E=~�!D)ti+ 
osh(v + �aa0E=~�!D)ti): (20.5)Rozpix�mo teper za formulami z elementarnoÝ matematiki sumu,10 Wodo 
ih poznaqen~ sil os
il�tora. Osk�l~ki sili os
il�tora fA0Aviznaqa�t~ �mov�rn�st~ kvantovogo perehodu z� stanu jA0i u stan jAi (� na-vpaki), to qasto v�iva�t~ poznaqenn�, ukazu�qi str�lko� taki� pereh�d:fA0A = fA0!A = fjA0i!jAi: Dl� fA0A vikoristovu�t~ tako� poznaqenn� zperestavlenimi �ndeksami A ta A0. 135



a pot�m dobutki kosinus�v:
os(qE)(
osh(v � �aa0E=~�!D)ti+ 
osh(v + �aa0E=~�!D)ti)= 
os(qE) 2 
os(vt) 
os (�aa0Et=~)= 
os vt(
os h(q + �aa0t=~)Ei+ 
os h(q � �aa0 t=~)Ei):Dal� skorista�mos~ oznaqenn�m Æ-funk
�Ý D�raka:1� 1Z0 dE 
os(Ex) = Æ(x); (20.6)� v rezul~tat� otrimu
moP1(s; �; v) = 1p� 1Z0 dq ddq (qe��q ) 1Z0 dt e�t2=4��t��Æ�q � �aa0~�!D t�+ Æ�q + �aa0~�!D t�� 
os vt: (20.7)Osk�l~ki q > 0; t > 0, to za umovi �aa0 > 0 \pra
�
" per-xa del~ta-funk
�� � zn�ma
 �nte�ruvann� za q, vimaga�qi, wobq = �aa0t=~�!D, druga del~ta-funk
�� da
 pri 
~omu nul~ovi�vnesok. �kwo �aa0 < 0, to druga del~ta-funk
�� vimaga
, wobq = ��aa0t=~�!D � zn�ma
 �nte�ruvann�, a perxa ne da
 vnesku:P1(s; �; v) = 1p� 1Z0 
os(vt)e�t2=4��t ddt [te��(t)℄ dt= 1p� 1Z0
os(vt)e�t2=4��t�1� td�(t)dt � e��(t) dt; (20.8)136



de �(t) = �q; q = j�aa0 jt=~�!D: (20.9)�nte�ruvann�m qastinami mo�na zv�l~niti p�d�nte�ral~ni�viraz v�d poh�dnoÝ d�(t)=dt:P1(s; �; v) = 1p� 1Z0 [v tg(vt) + t=2 + �℄e�t2=4��t��(t)� t 
os(vt) dt: (20.10)Ot�e, mi dos�gli meti. Nam vdalos� zna�ti zgortku tr~oh kon-tur�v loren
�vs~kogo, �auss�vs~kogo ta xtark�vs~kogo u vigl�d�odnokratnogo �nte�rala, �k � dl� funk
�Ý Fo��ta (15.9).Okremo rozgl�n~mo vipadok gol~
mark�vs~kogo nabli�enn�(19.2) dl� funk
�Ý �q. P�dstanovka 
~ogo virazu u formulu (20.8)da
 P1(s1; �; v) = 1p� 1Z0 
os(vt)e�t2=4��t�(s1t)3=2� �1� 32(s1t)3=2� dt; (20.11)de veliqina s1 = j�aa0 jE0~�!D = j�aa0 jE0�202�
~��D (20.12)qisel~no dor�vn�
 l�n��nomu xtark�vs~komu rozweplenn� spek-tral~noÝ l�n�Ý v pol� E0, v�dnesenomu do ÝÝ doppler�vs~koÝ xirini.Druga r�vn�st~ u (20.12) za xkalo� dov�ini hvil~ navedena dl�dov�dki. Mo�na tako� vikoristovuvati � viraz (20.10):P1(s1; �; v) = 1p� 1Z0 e�t2=4��t�(s1t)3=2� [v tg(vt) + t=2 + �℄ t 
os(vt) dt: (20.13)137



Dl� �l�stra
�Ý na ris. 14 navedeno graf�k funk
�Ý P1(s; �; v)dl� r�znih znaqen~ xtark�vs~kogo rozweplenn�.

Ris. 14. Zgortka (20.11) loren
�vs~kogo, �auss�vs~kogo � xtark�vs~kogokontur�v (� = 1).Pere�d�mo do vivqenn� kvadratiqnogo efektu Xtarka, una-sl�dok �kogo v�dbuva
t~s� zsuv ta rozweplenn� spektral~nih l�-n�� nevodnevopod�bnih atom�v. Teper zsuv ener�etiqnih r�vn�vatoma viznaqa
 formula (17.14) � veliqina v0, zg�dno z (17.12),dor�vn�
 v0 = v � �aa02~�!D E2: (20.14)�nte�ruvann� za E v (20.3) u 
~omu vipadku tako� legko vikonu-
mo: 1Z0 
os(qE) 
os�vt� �aa0 t2~�!D E2� dE138



= 12 1Z�1 
os(qE) 
os�vt� �aa0 t2~�!D E2� dE= 14 1Z�1 "
os�vt� �aa0 t2~�!D E2 � qE�+
os�vt� �aa0 t2~�!D E2 + qE�#dE= 14Re 1Z�1 eivt �e�iqE�ipE2 + eiqE�ipE2� dE= 14Re lim�!0 eivt 1Z�1 he�iqE�(�+ip)E2 + eiqE�(�+ip)E2i dE= 12Re lim�!0�eivtr �� + ipe�q2=4(�+ip)�= 12r �jpj 
os� pjpjvt� �4 + q24jpj�= 12r �jpj sin��4 + pjpjvt+ q24jpj� ; (20.15)tut uvedeno prom��ne poznaqenn� p = �aa0 t=2~�!D, znak �kogozumovl�
 znak veliqini �aa0 ; �nte�ru
mo za vinosko� na stor. 94.Teper z (20.3) znahodimo veliqinu P (s; �; v), �ku mi dl� kvad-ratiqnogo efektu Xtarka poznaqa
mo �ndeksom \2":P2(s; �; v) = 1� 1Z0 dq ddq (qe��q ) 1Z0 dt e�t2=4��t 139



�s2~�!Dj�aa0 jt sin��4 + �aa0j�aa0 jvt+ q2~�!D2j�aa0 jt � : (20.16)Zv�dsi dl� nabli�enn� Gol~
marka (19.2) ma
mo (x = qE0):P2(s2; �; v) = 1� 1Z0 dx�1� 32x3=2� e�x3=2 1Z0 dt�e�t2=4��t 1pjs2jt sin��4 + s2js2jvt+ x24s2t� ; (20.17)de s2 = �aa0E202~�!D = �aa0E20�204�
~��D ; (20.18)priqomu druga r�vn�st~ poda
 znaqenn� s2 za xkalo� dov�inhvil~.Oqevidno, wo povinna vikonuvatis~ umova (17.19):P2(0; �; v) = H(�; v);tobto pri \vimknenomu" efekt� Xtarka dl� spektral~noÝ l�n�Ýotrimu
mo kontur Fo��ta. Vona � spravd� vikonu
t~s�, osk�l~kilims2!0 1pjs2jt sin��4 + s2js2jvt+ x24s2t�= lims2!0" 1pjs2jt sin� x24s2t� 
os��4 + s2js2jvt�+ 1pjs2jt 
os� x24s2t� sin��4 + s2js2jvt�#= p2� Æ(x) lims2!0 �
os��4 + s2js2jvt�+ sin��4 + s2js2jvt��= 2p� Æ(x) 
os vt: (20.19)140



Mi vikoristali tut take zobra�enn� dl� del~ta-funk
�Ý D�raka11:lim�!0 1p� 
os�x2� � = lim�!0 1p� sin�x2� � =r�2 Æ(x): (20.20)Teper �nte�ral za x z Æ-funk
�
� v (20.17) da
 1/2, osk�l~ki ni�-n� me�a �nte�ruvann� dor�vn�
 nulev�:1Z0 Æ(x) dx = 12 :Ot�e, u rezul~tat� mi prihodimo pri s2 = 0 u (20.17) do �nte-�ral~nogo zobra�enn� (15.9) dl� funk
�Ý Fo��ta.Zna�den� v 
~omu paragraf� formuli12, wo viznaqa�t~ zgor-tku tr~oh kontur�v, zruqn� dl� praktiqnih rozrahunk�v koef�-
�
nta poglinann�, �ki� sp�l~no formu�t~ mehan�zm zagasann�atomnih stan�v ta doppler�vs~ki� � xtark�vs~ki� mehan�zmi roz-xirenn� spektral~nih l�n�� atom�v. Õhn�� dostatn~o prosti� vi-gl�d veliko� m�ro� viznaqa
 usp�h v �nte�ruvann� r�vn�nn� pere-nosu viprom�n�vann�, osk�l~ki gustina zor�noÝ atmosferi N=V ,ÝÝ temperatura T , a tako� stala zagasann� 
, doppler�vs~ki� zsuvqastoti �!D ta veliqina �q 
 funk
��mi koordinat. Ot�e, nampotr�bno mati ne tabliqn� znaqenn� koef�
�
nta poglinann� �kfunk
�Ý qastoti dl� de�kih znaqen~ perel�qenih veliqin, a sameÝhn� anal�tiqn� virazi, zruqn� dl� komp'�ternih rozrahunk�v.11Poka�emo, wo 
e spravd� Æ-funk
��. V�z~m�mo \horoxu" funk
�� f(x) �obqisl�m taki� �nte�ral: lim�!0 1R�1 dx f(x) 
os �x2=�� 1=p� = (zam�na y = xp� ) =lim�!0 1R�1 dyf(p�y) 
os y2 = f(0) 1R�1 dy 
os y2 =p�=2 f(0): Za oznaqenn�m, sa-me tak d�
 Æ-funk
��. Analog�qno povodimo sebe �z sinus-zobra�enn�m Æ-funk
�Ý u (20.20).12Uperxe 
� formuli zna�deno u statt�: Vakarquk I. A., Babi� B. T.,Rykal�k R. E. K teorii ko�ffi
ienta pogloweni� v spektral~no� linii.| Kiev: Institut teoretiqesko� fiziki AN USSR. Preprint ITF{82{139 R, 1982.| 22 s. 141



C�kavo we obqisliti funk
�� P (s; �; v), vikoristovu�qi na-bli�eni� viraz (18.36) dl� funk
�Ý rozpod�lu m�kropol�v. Zg�dnoz (20.1): P (s; �; v) = 1Z0 dE 4�E2W (E)H(�; v0)=r 2� 1�E3 1Z0 E2e�E2=2 �E2H(�; v0) dE= p2� �E3 1Z0 dt 1Z0 dE E2e�E2=2 �E2e�t2=4��teiv0t: (20.21)Mi vikoristali tut dl� funk
�Ý Fo��ta zobra�enn� (15.9).Teper znovu skorista
mos~ m�rkuvann�mi pro simetriqni�zsuv qastoti l�n��nim efektom Xtarka, �k � pri otrimann� for-muli (20.5). Ot�e,P1(�s1; �; v) = 1�p2 �E3 1Z0 dt 1Z0 dE E2e�E2=2 �E2�e�t2=4��t(
osh(v � �aa0E=~�!D)ti+ 
osh(v + �aa0E=~�!D)ti)= 1�p2 �E3Re 1Z0 dt 1Z0 dE E2e�E2=2 �E2�e�t2=4��t+ivt(e�i�aa0Et=~�!D + ei�aa0Et=~�!D)142



= 1�p2 �E3 1Z0 dt 
os vte�t2=4��t (20.22)� 1Z�1 dE E2e�E2=2 �E2 
os(�aa0Et=~�!D);a �nte�ral za E neva�ko vz�ti:1Z�1 dE E2e�E2=2 �E2 
os(�aa0Et=~�!D)= ��~�!D�aa0 �2 d2dt2Re 1Z�1 dE e�E=2 �E2e�i�aa0Et=~�!D= ��~�!D�aa0 �2 d2dt2 �Ep2�e�(�s1t)2=2= �E3p2�h1� (�s1t)2ie�(�s1t)2=2; (20.23)de �s1 = j�aa0 j �E~�!D : (20.24)Teper p�dstavl�
mo (20.23) u (20.22) � ostatoqno znahodimo:P1(�s1; �; v) = 1p� 1Z0 h1� (�s1t)2ie�t2=4��t�(�s1t)2=2 
os vt dt: (20.25)Graf�k 
�
Ý funk
�Ý dl� r�znih znaqen~ parametra �s1 podano naris. 15.Formulu (20.25) potr�bno por�vn�ti z virazom (20.11), otri-manim u nabli�enn� Gol~
marka. Graf�qne por�vn�nn� navedenona ris. 16. 143



Ris. 15. Prof�l~ koef�
�
nta poglinann� (17.15), (20.25) u spektral~n��l�n�Ý dl� l�n��nogo efektu Xtarka z r�znimi znaqenn�mi parametra �s1z (20.24) pri � = 1.Dl� kvadratiqnogo efektu Xtarka z (20.21) z urahuvann�m(20.14) znahodimoP2(�s2; �; v) = p2� �E3Re 1Z0 dt e�t2=4��t+ivt� 1Z0 dE E2e�E2=2 �E2e�i�s2tE2= �E2 ; (20.26)de mi vveli poznaqenn��s2 = �aa0 �E22~� !D: (20.27)Obqislimo �nte�ral za E :1Z0 dE E2e�E2=2 �E2e�i�aa0E2t=2~�!D144



Ris. 16. Por�vn�nn� prof�l�v koef�
�
nta poglinann� v spektral~n��l�n�Ý dl� l�n��nogo efektu Xtarka (� = 1): su
�l~na kriva | zgort-ka �auss�vs~kogo, loren
�vs~kogo � gol~
mark�vs~kogo kontur�v (20.11)dl� s1 = 1=2; xtrihova kriva | zgortka (20.25) �auss�vs~kogo, loren-
�vs~kogo kontur�v z nabli�enn�m (18.36) dl� rozpod�lu elektriqnihm�kropol�v dl� �s1 = 1=2.= i~�!D�aa0 ddt 1Z�1 dE e�E2=2 �E2e�i�aa0E2t=2~�!D= i~�!D�aa0 ddtr ��1=2 �E2 + i�aa0 t=2~�!D�=r�2 �E3 (1 + 2i�s2t)�3=2 ; (20.28)Teper z (20.26) ta (20.28) znahodimoP2(�s2; �; v) = 1p�Re 1Z0 dt e�t2=4��t 145



� eivt (1 + 2i�s2t)�3=2 : (20.29)Osk�l~ki 1 + 2i�s2t =q1 + (2�s2t)2 ei';' = ar
tg(2�s2t);to d��snu qastinu v (20.29) legko v�dxuku
mo. Ostatoqno:P2(�s2; �; v) = 1p� 1Z0 dt e�t2=4��t� 
oshvt� 32ar
tg(2�s2t)i[1 + (2�s2t)2℄3=4 : (20.30)Ce� viraz potr�bno por�vn�vati z formulo� (20.17). V�n 
 zruq-n�xim, n�� (20.17), osk�l~ki zobra�eni� odnokratnim �nte�ra-lom, wo znaqno polegxu
 qisel~n� rozrahunki. Na ris. 17 podanograf�k funk
�Ý P2(�s2; �; v).x 21. Relaksa
��na teor�� udarnogo nabli�enn�Za svoÝm zm�stom udarne nabli�enn� v�dpov�da
 tomu, wo zbu-r��q� qastinki nal�ta�t~ na vibrani� atom � \skida�t~" �ogoz� stanu jAi v �nx� stani. Tobto 
� vza
mod�� mi mo�emo rozgl�-nuti �k pro
es z�tknenn�. U zv'�zku z 
im mi mo�emo sprostitinaxu pobudovu teor�Ý udarnogo nabli�enn�, vikoristavxi tak�m�rkuvann�.Vivqa�qi teor�� prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý, mi ba-qili, wo pri vrahuvann� sk�nqennogo qasu �itt� atoma v stan�jAi, vnasl�dok �ogo kvantovogo perehodu v �nx� stani, hvil~ovafunk
�� nabuva
 dodatkovogo mno�nika e�i�EAt=~�
At=2, priqomu146



Ris. 17. Kontur koef�
�
nta poglinann� v spektral~n�� l�n�Ý dl� kvad-ratiqnogo efektu Xtarka (� = 1): zgortka (20.30) �auss�vs~kogo, lo-ren
�vs~kogo kontur�v z rozpod�lom (18.36) elektriqnih m�kropol�v dl�r�znih znaqen~ parametra �s2.dekrement zagasann� 
A dor�vn�
 �mov�rnost� kvantovogo pereho-du atoma za odini
� qasu z� stanu jAi u vs� �nx� stani.Dal�, �k mi baqili v x 12, taki� qasovi� faktor u hvil~ov��funk
�Ý privodit~ urext�-rext do loren
�vs~kogo konturu spek-tral~noÝ l�n�Ý z� stalo� zagasann� ta zsuvom rezonansnoÝ qastoti.Mi prosimo Qitaqa we raz povernutis~ do x 10 � uva�no pe-reqitati �ogo, sproektuvavxi zm�st na nax teper�xn�� vipadok,koli do vza
mod�Ý optiqnogo elektrona z elektromagn�tnim vi-prom�n�vann�m, �ke spriqin�
 kvantov� perehodi z� stanu jAi,potr�bno dodati we �ogo vza
mod�� z timi navkolixn�mi qas-tinkami, �k� zbur��t~ vibrani� atom � perevod�t~ �ogo �z 
~o-go stanu v �nxi� za udarnim mehan�zmom. U x 10 mi spe
�al~nodokladno � akuratno rozgl�nuli teor�� kvaz�sta
�onarnih sta-n�v, v�dznaqivxi pri 
~omu potr�bn�st~ zroblenih visnovk�v upodal~xomu viklad�. 147



Teper pered nami posta
 va�live pitann� pro konkretn� ob-qislenn� staloÝ zagasann� ta zsuvu qastoti. Dl� 
ih rozrahun-k�v mi mo�emo, �k � v x 10, skoristatis~ metodami teor�Ý zburen~stosovno do ener��Ý vza
mod�Ý optiqnogo elektrona atoma �z zbu-r��qimi qastinkami otoqenn�. Pri 
~omu ener��� zburenn�pod�bno do togo, �k mi 
e robili v x 17, rozklada
mo v mul~-tipol~ni� r�d tipu (17.6). Napriklad, dl� ne�tral~nih atoma� zbur��qih qastinok aktual~nim u 
~omu rozklad� bude qlen�z dipol~-dipol~no� vza
mod�
�. Golovni� dodanok u perxomupor�dku teor�Ý zburen~ dast~, oqevidno, nul~ovi� rezul~tat una-sl�dok userednenn� za kutami. Tomu perx� neznika�q� vneskiotrimu
mo lixe u drugomu por�dku teor�Ý zburen~. Ce v�dpov�-da
 tomu, wo d�agonal~n� matriqn� elementi Vii, Vff u r�vn�nn�h(10.5) dor�vn��t~ nulev�. Standartna teor�� udarnogo nabli-�enn� �k klasiqna, tak � kvantova, dostatn~o detal~no viklade-na v [21℄. Rekomendu
mo tako� zagl�nuti v neveliku za obs�gom,ale korisnu kni�ku [6℄, de sered �nxih pitan~ teor�Ý zor�nihspektr�v podano � teor�� rozxirenn� l�n�� unasl�dok z�tknen~qerez udarne nabli�enn�. Mo�na tako� popovniti svoÝ znann�v 
~omu pitann� � z [7℄ ta [22℄.Mi skorista
mos~ �nxim p�dhodom. Prigada�mo z teor�Ý roz-s��nn� oznaqenn� perer�zu z�tknen~ [8℄. Perer�z z�tknen~ � vi-znaqa
mo �k v�dnoxenn� �mov�rnost� perehodu za odini
� qasudo gustini pada�qogo potoku, �ki� u naxomu vipadku dl� ato-ma, wo viprom�n�
 abo poglina
 sv�tlo na qastot� !0, dor�vn�
Npv=V , de v | veliqina v�dnosnoÝ xvidkost� atoma � zbur��qihqastinok, a Np=V | gustina zbur��qih qastinok. Tomu veliqi-nu dekrementu zagasann� � zsuv qastoti mo�na viznaqiti qerezperer�z z�tknen~ �. Teor�� rozs��nn� 
 dobre rozvinuto�, � dl�obqislenn� staloÝ zagasann� 
A0A ta zsuvu qastoti �!A0A mo�navikoristati, zale�no v�d umov zadaq�, potu�n� metodi, stvoren�dl� rozrahunku �13. P�demo same 
im xl�hom.13Postanovka zadaq� v teor�Ý rozs��nn� 
 prosto�: za v�domimi �mpul~somp � ener��
� E qastinki, �ka nal�ta
 na m�xen~, zna�ti �mov�rn�st~ togo, wop�sl� rozs��nn� qastinka bude mati �mpul~s p0 � ener��� E0. Ale rozrahunok148



Ot�e, za oznaqenn�m stala zagasann� 
A kvaz�sta
�onarnogostanu jAi dor�vn�
 �mov�rnost� perehodu atoma za odini
� qasuz 
~ogo stanu u vs� �nx� stani, userednen�� za stanami sistemizbur��qih qastinok otoqenn� (
e seredn
 budemo poznaqati la-manimi du�kami), � zg�dno z� skazanim viwe
A = NpV hv�i: (21.1)Perer�z rozs��nn� mo�na viraziti qerez u�vnu qastinu ampl�-tudi rozs��nn� vpered f [8℄:� = 4�~Mv Im f; (21.2)M | privedena masa atoma (veliqina 1=M dor�vn�
 sum� ober-nenih mas atoma � nal�ta�qoÝ qastinki). Ampl�tuda rozs��nn�f dor�vn�
 matriqnomu elementu tak zvanogo operatora rozs��n-n� z mno�nikom (�MV=2�~2Np). D��sna qastina d�agonal~nogomatriqnogo elementa 
~ogo operatora dl� stanu jAi dor�vn�

�
Ý veliqini, �ka dozvol�
 vinahoditi prostorovu strukturu m�xen� ta ÝÝener�etiqni� spektr, 
 du�e ne prosto� problemo�. Navedemo we de�k�prikladi pod�bnoÝ situa
�Ý.U teor�Ý qisel de�k� zadaq� 
 nadzviqa�no prostimi za svoÝm formul�van-n�m, � zdavalos� b, ne ma�t~ �odnoÝ 
�nnost�, �k napriklad, oznaka pod�l~-nost� qisla na de�ke zadane qislo. Odnak potu�n� matematiqn� metodi, �k�matematiki tvor�t~ pri vstanovlenn� 
ih oznak ta teoremi, wo dovod�t~ pri
~omu, stanovl�t~ samost��ni� �nteres � dozvol��t~ rozv'�zati nizku �nxihskladnih netriv�al~nih zadaq, dalekih v�d vih�dnoÝ.L�breto, napriklad, operi tak samo qasto 
 nast�l~ki banal~nimi, wo nestanovl�t~ �kogos~ nadzviqa�nogo samost��nogo �nteresu. Odnak, stvorenakompozitirom muzika, sp�v artist�v z Ýh perevt�lenn�m, s
enograf�� | 
evse razom tvorit~ p�d qas vistavi v teatr� nezbagnenno ta
mniqu atmosferu� viklika
 des~ �z nadr p�dsv�domost� gl�daqa glibok� duxevn� pere�ivann�z v�dqutt�m estetiqnogo zadovolenn�, a� n��k ne nesum�rn� z samim l�breto.Nehitromudri� anekdot pro l�erev�zora talant M. V. Gogol� peretvorivu bezsmertnu komed��, �ka v�d 1836 roku vism��
 z teatral~noÝ s
eni �k vokrem�� l�din�, tak � v susp�l~stv� te, wo spravd� g�dne vsezagal~noÝ osudi.149



zsuvu ener��Ý14: �EA = Re��2�~2NpMV f� : (21.3)R�vn�nn� (21.1){(21.3) mo�na ob'
dnati v odne:�EA~ � i
A2 = �*2�~NpMV f+; (21.4)abo i~�EA + 
A2 = �i*2�~NpMV f+: (21.5)Ma
mo povnu analog�� 
~ogo r�vn�nn� z r�vn�nn�mi (10.14), (10.15)abo z (12.4), �k� viznaqa�t~ zsuv ener�etiqnogo r�vn� � zagasann�atomnogo stanu vnasl�dok rad�a
��nih efekt�v.R�vn�nn� (21.5) 
 osnovnim r�vn�nn�m dl� viznaqenn� veli-qin �EA ta 
A, tomu perekinemo zaraz uvagu na ampl�tudu rozs�-�nn� f . Dl� ÝÝ obqislenn� mo�na vikoristovuvati r�zn� metodi,stvoren� v teor�Ý rozs��nn�.Metod par
�al~nih hvil~ dozvol�
 zobraziti ampl�tudu roz-s��nn� vpered qerez par
�al~n� vneski z r�znimi znaqenn�mi or-b�tal~nogo kvantovogo qisla l, zale�n� v�d dodatkovoÝ fazi roz-s��nn� Æl [8℄: f = i2k 1Xl=0(2l + 1)�1� e2iÆl� ; (21.6)de k =Mv=~.Teper z (21.5), (21.6) ma
moi~�EA + 
A2 = �~NpMV *1k 1Xl=0(2l + 1)�1� e2iÆl�+: (21.7)14Detal~ni� rozgl�d 
ih sp�vv�dnoxen~ v�dsunuv bi nas daleko v b�k v�dnaxogo pitann�, � tomu mi v�dsila
mo Qitaqa do teor�Ý rozs��nn�, vikladenoÝv bud~-�komu p�druqniku z kvantovoÝ mehan�ki, napriklad [8, 13℄, a tako�[23℄.150



Obqislenn� zsuvu faz Æl dl� dov�l~nogo pol� mo�na proves-ti, koli ruh qastinok 
 kvaz�klasiqnim, tobto koli golovni�vnesok viznaqa�t~ velik� znaqenn� orb�tal~nogo kvantovogo qis-la l. Dl� va�kih qastinok, �kimi 
 atomi, Ýh ruh u zor�n��atmosfer� zadovol~n�
 umovi kvaz�klasiqnost�, a dl� elektro-n�v take nabli�enn� dl� Æl mo�e dati lixe �k�sn� rezul~tati.Skorista
mos~ 
im nabli�enn�m � zapixemo viraz dl� fazi Ælu vipadku, koli vza
mod�� atoma, wo perebuva
 u stan� jAi, zqastinkami otoqenn� opisu
t~s� poten
�al~no� ener��
� UA(r)[13℄: Æl = �M~2 1Zr0 UA(r) drpk2 � (l + 1=2)2=r2) ; (21.8)r0 | kor�n~ p�dkorenevogo virazu.U kvaz�klasiqnomu nabli�enn� moment �mpul~su qastinki do-r�vn�
 ~(l + 1=2), a z �nxogo boku, 
� veliqina mo�e buti zapi-sana qerez \pri
�l~nu v�dstan~" � �k Mv�, � ot�e,Mv� = ~(l + 1=2): (21.9)Tomu viraz (21.8) mo�na zapisati qerez veliqinu �:Æ = 2Æl = � 2v~ 1Z� UA(r) drp1� (�=r)2 : (21.10)Beruqi do uvagi (21.9), u viraz� (21.7) mo�na pere�ti u kvaz�-klasiqnomu nabli�enn� v�d p�dsumovuvann� za orb�tal~nim kvan-tovim qislom l do �nte�ruvann� za �:1Xl=0(2l + 1)�1� e2iÆl� = 2�Mv~ �2 1Z0 ��1� eiÆ� d�; (21.11)osk�l~ki (2l + 1) = 2Mv�~ ; (21.12)151



a dl = Mv~ d�:Teper z (21.7) znahodimo ostatoqno:i~�EA + 
A2 = NpV *v 1Z0 �1� eiÆ� 2�� d�+: (21.13)Userednenn� za stanami zbur��qih qastinok u 
�� formul� zvo-dit~s� do userednenn� za xvidkost�mi, v�d �kih zale�it~ � fazaÆ z (21.10).Formula (21.13) pra
�
 �k dl� pru�nih, tak � dl� nepru�-nih z�tknen~. Dl� nepru�nih z�tknen~ faza Æ 
 veliqino� kom-pleksno�, Æ = Æ0+ iÆ00, de d��snu qastinu Æ0 viznaqa
, �k � ran�xe,formula (21.10), a dl� u�vnoÝ qastini fazi Æ00 potr�bno robitiokrem� pripuwenn�.Wob urahuvati v koef�
�
nt� poglinann� {(q) kvaz�sta
�onar-n�st~ kvantovih stan�v atoma, zumovlenih �ogo vza
mod�
� z qas-tinkami otoqenn�, startu
mo z virazu (12.6), u �komu vrahovanoefekt rad�a
��nogo zagasann�:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T�XA;A0 �AfA0A(q)� Re 1� 1Z0 dt ei(!�!A0A��!A0A)te�
A0At=2: (21.14)Tobto dl� konturu Loren
a v (12.6) mi vz�li �nte�ral~ne zob-ra�enn�. Prigada�mo, wo sukupn�st~ kvantovih qisel A ta A0| 
e kvantov� qisla, �k� viznaqa�t~ stan povnoÝ sistemi \atompl�s zbur��q� qastinki". Kr�m togo, rozgl�nemo poglinann� Natom�v pevnogo sortu, � zva�a�qi na te, wo ko�en atom da
 ne-zale�ni� vnesok u koef�
�
nt poglinann�, suma za qastinkami,�ka f�guru
 u (12.6), da
 u (21.14) mno�nik N .152



Osk�l~ki rad�a
��ni� zsuv qastoti � stala zagasann� zale-�at~ faktiqno lixe v�d kvantovih qisel �zol~ovanogo atoma15,to zruqno vvesti dl� nih spe
�al~n� poznaqenn�, �kih budemonadal� dotrimuvatis~:�!A0A = �!0; 
A0A = 
0; (21.15)de !0 | qastota perehodu dl� �zol~ovanogo atoma.Dal� povtor�
mo m�rkuvann�, naveden� v x 12 pri vrahuvann�prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý, � robimo taki� formal~-ni� krok. Ener��Ý EA0 ta EA, wo vhod�t~ v oznaqenn� qastoti!A0A = (EA0 � EA)=~ u formul� (21.14) zam�n�
mo na tak� veli-qini: �iEA0 ! �i(EA0 +�EA0)� 
A02 ;iEA ! i(EA +�EA)� 
A2 ;de zsuv ener�etiqnih r�vn�v � stal� zagasann� viznaqen� formu-lo� (21.13). Pri 
~omu sl�d p�dkresliti, wo mi ne�vno pripus-ka
mo, wo kvaz�sta
�onarn�st~ stan�v atoma pri �ogo z�tknenn�hz� zbur��qimi qastinkami stvor�
t~s� nezale�no dl� jAi tajA0i stan�v.Narext� p�sl� spravd� elementarnih peretvoren~ otrima
moostatoqnu formulu dl� koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T�XA;A0 �AfA0A(q)� 
=2�(! � !A0A ��)2 + (
=2)2 ; (21.16)de zsuv qastoti � = �!0 +�!A0A;15Popravka 
ih veliqin v�d zburenn� 
 veliqino� viwogo por�dku maliz-ni por�vn�no z timi efektami, �k� mi beremo tut do uvagi. 153



(21.17)�!A0A = (�EA0 ��EA)=~;a stala zagasann� 
 = 
0 + 
A0A; (21.18)
A0A = 
A0 + 
A:Mi zaverxu
mo rozgl�d teor�Ý udarnogo nabli�enn�. Vono,�k u�e bulo v�dznaqeno na poqatku paragrafa, tako� privodit~do loren
�vs~kogo harakteru prof�l� koef�
�
nta poglinann�z� stalo� zagasann�, wo dor�vn�
 sum� prirodnoÝ xirini 
0 tastaloÝ 
A0A, �ku tvor�t~ m��qastinkov� z�tknenn�.V�dznaqimo, wo nax p�dh�d do rozrahunku rozxirenn� spek-tral~nih l�n�� qerez udarni� mehan�zm dewo v�dr�zn�
t~s� v�dtogo, �ki� opisani� u bagat~oh monograf��h (div., napriklad,[6, 7, 21, 22℄), ne zva�a�qi na te, wo ostatoqn� formuli ma��ezb�ga�t~s� (�kwo zbur�
t~s� lixe odin �z r�vn�v, to 
� formulizb�ga�t~s�). Mi ne budemo por�vn�vati 
� p�dhodi (dopitlivogoQitaqa v�dsila
mo do vkazanih kni�ok), a we raz nagolosimo,wo zaproponovana tut teor�� �dentiqna relaksa
��n�� teor�Ý pri-rodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý.Zrobimo we odne zauva�enn�. Po-perxe, viraz (21.16) dl�koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý na qastot� !0 zapisano dl� kon-kretnogo perehodu A0 ! A, ale mi zalixa
mo � p�dsumovuvann�za A � A0. Ce pov'�zano z tim, wo stani mo�ut~ buti virod�eni-mi, tobto koli odnomu znaqenn� ener��Ý v�dpov�da�t~ dek�l~kahvil~ovih funk
�� jAi ta jA0i, � ot�e, povni� vnesok u {(q) na
�� qastot� !0 da
 suma za vs�ma perehodami m�� poqatkovim �k�n
evim ener�etiqnimi r�vn�mi. A po-druge, teper mi mo�emo,zalixivxi v (21.16) sumi za naborami kvantovih qisel A � A0,\uv�mknuti" �nxi� tip zburenn� atoma otoqenn�m, tobto kvaz�-statiqne, a tako� \zapustiti" atom u teplovi� ta turbulentn�154



ruhi. Mi pro 
� efekti ne zabuli, a movqki \trimali � tri-ma
mo Ýh u golov�", wob ne zaharawuvati poznaqenn�mi sam vi-klad sut� udarnogo nabli�enn�. Ce v�dpov�da
 vikonann� togozavdann�, �ke mi stavili v x 16 wodo vrahuvann� vplivu m��-qastinkovih vza
mod�� na rozxirenn� atomnih spektral~nih l�-n��: spoqatku beremo do uvagi xvidk� ruhi zbur��qih qastinok(udarne nabli�enn�), a p�sl� togo provodimo rozrahunok pov�-l~nih ruh�v za shemo� kvaz�statiqnogo nabli�enn�.Zapixemo koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý �k funk
�� dov�inihvil� �. Dl� 
~ogo poznaqimo v�dhilenn� qastoti ! v�d rezonan-snoÝ qastoti atoma, zm�wenoÝ vnasl�dok �ogo vza
mod�Ý z� zbur�-�qimi qastinkami�! = ! � (!A0A +�) : (21.19)Beruqi do uvagi te, wo v kontur� l�n�Ý 
e v�dhilenn� 
 malim �qastota ! = k
 = 2�
=�, mo�emo zapisati, wo�! = �2�
�2 �� ; (21.20)de �� = �� (�0 +��); (21.21)�0 | dov�ina hvil� elektromagn�tnogo viprom�n�vann� �zol~o-vanogo atoma dl� perehodu jA0i ! jAi, �� | zsuv 
�
Ý rezonansnoÝdov�ini hvil�, wo v�dpov�da
 veliqin� � z (21.17) u qastotn��xkal�. Z urahuvann�m (21.19){(21.21) z formuli (21.16) znaho-dimo koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý v xkal� dov�in hvil~:{�(�;
) = e2�2Nm
2V �1� e�2�
~=�T��XA;A0 �AfA0A(q) 
�=2�(��)2 + (
�=2)2 ; (21.22)de stala zagasann� v xkal� dov�in hvil~:
� = �22�

; (21.23)155



priqomu q = (�;k); k = jkj = 2�=�. Veliqina 
� ma
 rozm�rn�st~dov�ini �, �k 
 z (21.18), zale�it~ v�d kvantovih qisel A0; A.Takim qinom, dl� prof�l� koef�
�
nta poglinann� z ura-huvann�m us�h rozgl�nutih u 
~omu rozd�l� mehan�zm�v rozxi-renn� spektral~nih l�n�� zalixa�t~s� spravedlivimi formuli(13.18){(13.22) abo (17.15) z v�dpov�dnimi virazami dl� funk
�Ý(17.16), �ka 
 zgortko� �auss�vs~kogo, loren
�vs~kogo � xtark�v-s~kogo kontur�v.x 22. Vpliv magn�tnogo pol� z�r na konturispektral~nih l�n���k v�domo, magn�tne pole spriqin�
 rozweplenn� ener�etiq-nih r�vn�v atoma | efekt Ze
mana. V odnor�dnomu pol� dodatko-va ener��� atoma v stan� jAi dor�vn�
�EA = ��BgAH~mA; (22.1)de �B = e=2m
 | magneton Bora, gA | mno�nik Lande, mA| magn�tne kvantove qislo, H | napru�en�st~ magn�tnogo pol�.Ce zumovl�
 v�dpov�dne ze
man�vs~ke rozweplenn� spektral~nihl�n��: !0 ! !0 + �BgA0AH; (22.2)de gA0A = �(gA0mA0 � gAmA): (22.3)Qislo komponent viznaqa
t~s� naborami kvantovih qisel po-qatkovogo � k�n
evogo stan�v A, A0. Zm�na magn�tnogo kvantovogoqisla dl� dozvolenih perehod�v diktu
t~s� pravilami v�dboru,�k� svo
� qergo� vipliva�t~ z umovi v�dm�nnost� v�d nul� ve-liqini fA0A(q). Zokrema dl� dipol~nogo viprom�n�vann� mag-n�tne kvantove qislo abo ne zm�n�
t~s�, abo zm�n�
t~s� na �1.Rozrahunok veliqini fA0A(q) na v�dpov�dnih hvil~ovih funk
��h156



vir�xu
 tako� pitann� pol�riza
�Ý viprom�n�vann�, wo pogli-na
t~s� atomami.Na�vn�st~ u zor� global~nogo magn�tnogo pol� pevnogo na-pr�mku privede lixe do rozweplenn� spektral~nih l�n��. Od-nak �kwo 
e zagal~ne pole 
 slabkim, to potr�bno vrahovuvatilokal~n� magn�tn� pol�, �k� vinika�t~ qerez nere�ul�rn� turbu-lentn� ruhi � ma�t~ r�zn� napr�mki. Vnasl�dok 
~ogo haotiq-nogo rozpod�lu napru�enoste� magn�tnih pol�v za veliqino� �napr�mkami vinika
 dodatkove rozxirenn� spektral~nih l�n��.Hoqa 
e rozxirenn� zdeb�l~xogo 
 neznaqnim, �ogo vrahuvann�da
 dodatkovu �nforma
�� pro pole turbulentnih xvidkoste� vatmosfer� zor�.M�kroskop�qni� p�dh�d do problemi vrahuvann� vplivu mag-n�tnogo pol� zor� na spektral~n� l�n�Ý atom�v pol�ga
 v rozra-hunku funk
�Ý rozpod�lu magn�tnih m�kropol�v. Z 
�
� meto�znahodimo spoqatku vektorni� poten
�al pol�, �ke stvor��t~us� ruhom� zar�di v toq
� R, de roztaxovano vid�leni� atom:A = 1
 NpXj=1 jejZjvjjR�Rjj ; (22.4)de Zj | zar�d qastinki (dl� elektron�v Zj = �1), Rj | ko-ordinata j-go zar�du, vj | �ogo xvidk�st~, Np | Ýh k�l~k�st~.Dal� obqisl�
mo, zg�dno z oznaqenn�m, napru�en�st~ magn�tnogopol� v toq
� spostere�enn� R, �ke zale�atime v�d koordinat taxvidkoste� us�h zar�d�v: H = H(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp). P�s-l� 
~ogo obqisl�
mo funk
�� rozpod�lu magn�tnih m�kropol�vW (H) = hÆ[H�H(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp)℄i; (22.5)de lamanimi du�kami poznaqeno userednenn� za vs�ma mo�livi-mi konf��ura
��mi (R1; : : : ;RNp) zbur��qih atom qastinok ta zarozpod�lom Ýhn�h xvidkoste� (v1; : : : ;vNp).�kwo mi odnoqasno povinn� vrahovuvati vpliv elektriqno-go � magn�tnogo pol�v na atom, to userednenn� za koordinatami157



stosuvatimet~s� dobutku del~ta-funk
��:W (E ;H) = hÆ[E � E(R1; : : : ;RNp)℄�Æ[H�H(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp)℄i; (22.6)de veliqinu E(R1; : : : ;RNp) da
 formula (17.5). Priqomu zro-zum�lo, wo userednenn� za xvidkost�mi stosu
t~s� lixe \mag-n�tnoÝ" del~ta-funk
�Ý v oznaqenn� (22.6). Takim qinom, funk
��rozpod�lu m�kropol�v urahovuvatime � perehresn� efekti mag-n�tnogo ta elektriqnogo pol�v. Mi ne budemo za�matis~ tut 
�
�
�kavo� problemo�, a z ogl�du na te, wo v kvadratiqnomu zafl�ktua
��mi nabli�enn� takih perehresnih dodank�v, unasl�-dok userednenn� za xvidkost�mi, nema
 � wo u viwih por�dkahvpliv magn�tnih pol�v 
 neznaqnim, pri�ma
mo, wo seredn
 v(22.6) mo�na rozbiti na dobutok seredn�h. Ot�e, za�memos~ zna-hod�enn�m funk
�Ý rozpod�lu magn�tnih pol�v (22.5).Dl� rozrahunkuW (H) skorista
mos~ tim nabli�enim meto-dom, �ki� mi zaproponuvali v x 18 dl� obqislenn� funk
�Ý roz-pod�lu elektriqnih m�kropol�v, wo priv�v do formuli (18.36).�k mi baqili v xx 19{20, 
e� nabli�eni� p�dh�d da
 dostatn~odobre uzgod�enn� z toqnimi rozrahunkami.Ot�e, vikoristovu�qi �nte�ral~ne zobra�enn� del~ta-funk-
�Ý, zapisu
mo funk
�� W (H) z (22.5) tak:W (H) = 1(2�)3 Z dp eipHheAi; (22.7)A = �ipH(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp): (22.8)Dl� seredn~ogo, wo vhodit~ p�d �nte�ral, vikoristovu
mo zobra-�enn� (18.25) z vikoristann�m nezv�dnih seredn�h A[n℄ z (18.26).Priqomu, �k � ran�xe, obme�imos~ lixe dvoma perximi qlena-mi: heAi = exp�A[1℄ + 12A[2℄� : (22.9)158



�kwo qastina reqovini zor� zd��sn�
 ruh �k 
�le z pevno�xvidk�st�, to xvidk�st~ ko�noÝ qastinki sklada
t~s� z vektor-noÝ sumi de�koÝ staloÝ xvidkost� ta xvidkost� teplovogo � m�kro-turbulentnogo ruh�v. Na�vn�st~ odnakovoÝ sp�l~noÝ komponentixvidkost� qastinok privodit~ do togo, wo seredn
 hAi ne dor�v-n�vatime nulev� v toq
� spostere�enn� R, �k 
e bulo dl� elekt-riqnogo pol� (18.29). Ot�e, u 
~omu vipadku zor� ma
 global~nepole napru�enost�H0 = hH(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp)i; (22.10)a A[1℄ = hAi = �ipH0: (22.11)�kwo takih global~nih ruh�v z pevnim napr�mkom nema
, to oqe-vidno, wo H0 = 0.Pole H0 mo�e pov�l~no (por�vn�no z atomnimi masxtabami)zm�n�vatis~ u qas�. C� zm�na mo�e mati � per�odiqni� harak-ter, wo v�dpov�datime obertann� zor�. Mi ne zupin�
mos~ narozrahunku napru�enost� pol� H0, hoqa prikidno �ogo mo�nazna�ti, pov'�zavxiH0 z mehan�qnim momentom �mpul~su zor�noÝreqovini. Ot�e, vva�a
mo, wo H0 
 v�domo� veliqino� � povnunapru�en�st~ magn�tnogo pol� mo�na zapisati �k sumu global~-noÝ � fl�ktua
��noÝ skladovih:H(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp)=H0 +�H(R1; : : : ;RNp ;v1; : : : ;vNp); (22.12)de fl�ktua
��ni� dodanok �H zumovleni� teplovimi � m�kro-turbulentnimi ruhami zar�d�v, priqomu, �k vipliva
 z (22.10),seredn
 h�Hi = 0.Nezv�dne seredn
 A[2℄ propor
��ne do seredn~okvadratiqnoÝfl�ktua
�Ý napru�enost� magn�tnogo pol�, � legko baqiti, wostala skladova H0 u viraz� dl� A[2℄, �k � v nezv�dnih seredn�hviwogo por�dku, skoroqu
t~s�. Spravd�, za oznaqenn�m (18.26),159



A[2℄ mo�na zapisati �k seredn
 v�d kvadrata:A[2℄ = hA2i � hAi2 = h(A� hAi)2i = h(�ip�H)2i= �hp�H)2i = �p2 �H2; (22.13)wob pozbavitis~ grom�zdkost� zapisu, ar�ument u fl�ktua
��n��skladov�� napru�enost� magn�tnogo pol� opuska
mo; mi vveli de-�ki� useredneni� masxtab �H dl� harakteristiki fl�ktua
��napru�enost� pol�, �ki� budemo vva�ati tako� zadanim. Ot�e,osk�l~ki v nas A z (22.8) 
 u�vno� veliqino�, to nezv�dne seredn
A[2℄ � 0.Dl� prostoti rozgl�du mi ne brali do uvagi mo�live �s-nuvann� v (22.9) perehresnih dodank�v tipu pxpy, propor
��nihdo dobutku r�znih komponent vektora p. Ce nabli�enn� mo�naob�runtuvati, �kwo rozpod�l za xvidkost�mi, vkl�qa�qi � m�k-roturbulentn� ruhi, 
 �zotropnim � zale�it~ v�d kvadrat�v xvid-koste� qastinok, a ne v�d kvadrat�v Ýhn�h okremih komponent�v.Z (22.12) mo�na zrozum�ti tako�, qomu v�dsutn� perehresn� efek-ti elektriqnogo � magn�tnogo pol�v, pro wo govorilos~ viwe:taki� perehresni� efekt propor
��ni� do seredn~ogo v�d dobut-ku fl�ktua
��nih napru�enoste� elektriqnogo ta magn�tnogopol�v. Magn�tna skladova ma
 dodatkove userednenn� za xvid-kost�mi � tomu dor�vn�
 nulev�.P�dstavmo (22.9) z urahuvann�m (22.11), (22.13) u formulu(22.7) � p�sl� elementarnogo �nte�ruvann�, �ke mi v�e ne odin razvikonuvali, zna�demo funk
�� rozpod�lu magn�tnih m�kropol�vb�l� seredn~ogo pol� H0:W (H) = 1(2�)3=2 �H3 e�(H�H0)2=2 �H2 : (22.14)Teper mi mo�emo poqati obqislenn� vplivu magn�tnogo po-l� na koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý. Ma�qi u svo
mu rozpor�-d�enn� funk
�� W (H), skorista
mos~ takimi � m�rkuvann�mi,�k� priveli nas u vipadku efektu Xtarka do formul (17.8) ta(17.10). U rezul~tat� koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý dl� pereho-du jAi ! jA0i z urahuvann�m efekt�v zagasann� atomnih stan�v160



(prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý � efekt�v m��qastinkovoÝvza
mod�Ý v udarnomu nabli�enn�), doppler�vs~kogo rozxirenn�(vnasl�dok teplovih ta m�kroturbulentnih ruh�v) � vplivu mag-n�tnih pol�v nabuva
 vigl�du:{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!T�� Z dHW (H)�AfA0A(q)H(�; v0)�!Dp� ; (22.15)de, zg�dno z oznaqenn�m (13.20) ta z urahuvann�m (21.16){(21.18)� formuli (22.2), veliqinav0 = v � �BgA0AH�!D ; (22.16)de v = ! � !0 ���!D ;� = 
2�!D :�nte�ruvann� za komponentami vektora H u formul� (22.15)v�dbuva
t~s� v bezme�nih me�ah. Pere�demo do obqislenn� 
~o-go �nte�rala:Z dHW (H)H(�; v0)�!Dp�= Z dH 1(2�)3=2 �H3 e�(H�H0)2=2 �H2� 1�!Dp� 1p�Re 1Z0 dt e�t2=4��teiv0t= 1�!D�Re 1Z0 dt e�t2=4��t+ivt (22.17)161



�Z dH 1(2�)3=2 �H3 e�(H�H0)2=2 �H2e�i�BgA0AHt=�!D :Mi vikoristali tut �vni� vigl�d funk
�Ý W (H) z (22.14) � �n-te�ral~ne zobra�enn� (15.8) dl� funk
�Ý Fo��ta.Robimo v (22.17) zam�nu zm�nnihx = H�H0�H ; H =H0 + x �H; (22.18)H =qH20 + 2xH0 �H+ x2 �H2:Osk�l~ki p�d�nte�ral~na funk
�� u (22.17) pri velikih znaqen-n�h x xvidko zgasa
, a masxtab fl�ktua
�� magn�tnogo pol� �H
 neznaqnim, to u viraz� dl� H obme�imos~ qlenami, l�n��nimiza �H: H ' qH20 + 2xH �H = H0s1 + 2xH0H20 �H' H0 + xH0H0 �H: (22.19)Teper potr�bni� nam �nte�ral (22.17) dor�vn�
:Z dHW (H)H(�; v0)�!Dp�= 1�!D�Re 1Z0 dt e�t2=4��t+ivt� 1(2�)3=2 Z dx e�x2=2e�i�BgA0AH0t=�!D� exp��i�BgA0A �HtxH0=H0�!D� (22.20)= 1�!D�Re 1Z0 dt e�t2=4��t+i(v��BgA0AH0=�!D)te�(�BgA0A �H)2t2=2�!2D :162



Zrob�mo tut zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann� tak, wobt24 +��BgA0A �H�!D �2 t22 = t024 ;tobto t0 = t"1 + 2��BgA0A �H�!D �2#1=2 :U rezul~tat� nax �nte�ral znovu zvodit~s� do funk
�Ý Fo��ta,ale v�e z perenormovanimi veliqinami �; v ta �!D:Z dHW (H)H(�; v0)�!Dp� = H(��; �v)�!Dp� ; (22.21)de �v = (! � !0 ��� �BgA0AH0)=�!D;�� = 
=2�!D; (22.22)�!D = �!Ds1 + 2��BgA0A �H�!D �2;abo z urahuvann�m (14.8) novi� doppler�vs~ki� zsuv qastoti�!D = !0
 vuut 2M "T + Mv202 +M
2��BgA0A �H!0 �2#: (22.23)Ostatoqno koef�
�
nt poglinann� v l�n�Ý (22.13) z urahuvan-n�m magn�tnih pol�v dor�vn�
{(q) = 2�2e2Nm
V �1� e�~!=T� �AfA0A(q) H(��; �v)�!Dp� : (22.24)Ot�e, mi otrimali prozori� rezul~tat: zagal~na sklado-va magn�tnogo pol� zor� H0 spriqin�
 rozweplenn� spektral~-nih l�n�� na v�dstan� �BgA0AH0, a fl�ktua
��na qastina pol� �H163



zb�l~xu
 doppler�vs~ku xirinu, wo efektivno v�dpov�da
 zb�l~-xenn� temperaturi na veliqinu M
2(�BgA0A �H=!0)2.�kwo potr�bno vrahuvati � efekt Xtarka, to, �k � ran�xe,(div. formulu (17.15)) funk
�� Fo��ta zam�n�
mo na P (�s; ��; �v),de v xtark�vs~ki� zsuv z (17.17) ta (17.18) vhodit~ nova dopple-r�vs~ka xirina �!D.Ot�e, dosl�d�enn� ze
man�vs~kogo rozxirenn� spektral~nihl�n�� atom�v dozvol�
 vivqati �k global~n� makroskop�qn� ruhireqovini zor�, tak � fl�ktua
��n�, turbulentn� ruhi v ÝÝ atmos-fer�. x 23. Nadtonka struktura spektral~nih l�n��Nadtonka struktura ener�etiqnogo spektra atoma, tobto utvo-renn� grupi bliz~ko roztaxovanih ener�etiqnih p�dr�vn�v, v�d-stan~ m�� �kimi � 103 raz�v menxa, n�� v�dstan~ m�� r�vn�mitonkoÝ strukturi, wo formu
t~s� sp�n-orb�tal~no� vza
mod�
�,spriqin�
 dodatkove rozxirenn� spektral~nih l�n�� u zor�n��atmosfer�. � dek�l~ka mehan�zm�v utvorenn� nadtonkoÝ struktu-ri atomnih r�vn�v, �k� rozgl�nemo po qerz�.Po-perxe, take nadtonke rozweplenn� na p�dr�vn� ta zsuv ener-�etiqnih r�vn�v elektrona v atom� zumovlen� vza
mod�
� magn�t-nogo momentu �dra z magn�tnim polem, �ke stvor�
 elektronnaobolonka na �dr�. Ce rozweplenn� zale�it~ v�d vza
mnoÝ or�-
nta
�Ý sp�nu �dra � sp�nu elektrona. �k priklad kvantovogoperehodu m�� p�dr�vn�mi nadtonkoÝ strukturi mo�na navesti vi-sv�quvann� znamenitoÝ vodnevoÝ l�n�Ý z dov�ino� hvil� � ' 21 sm.Po-druge, priqino� po�vi nadtonkogo rozweplenn� tako� 
vza
mod�� elektriqnogo kvadrupol~nogo momentu �dra z �rad�
n-tom elektriqnogo pol�, �ke stvor��t~ na �dr� zar�di, wo �ogootoqu�t~, � zokrema vlasn� elektroni atoma z nezapovnenih obo-lonok, orb�tal~ne kvantove qislo �kih ne dor�vn�
 nulev�. Ce�viwe v�dome �k �derni� kvadrupol~ni� rezonans. Dl� �der,sp�n �kih dor�vn�
 nulev� abo odn�� drug��, 
e� efekt v�dsutn��.Nastupni� mehan�zm| 
e �zotop�qni� efekt, tobto v�dnosni�zsuv ener�etiqnih r�vn�v atom�v r�znih �zotop�v odnogo � togo �164



h�m�qnogo elementa. Po�snenn� qastini �zotop�qnogo efektu da
teor�� Bora. �k v�domo, u formulu Bora dl� ener�etiqnih r�vn�vatoma vhodit~ ne masa elektronam, a �ogo privedena masa, ober-nena veliqina �koÝ dor�vn�
 sum� obernenih veliqin mas elekt-rona ta �dra. Zv�dsi v�dnosni� zsuv ener��Ý �E=E = m�M=M2,de M | masa �dra, �M | r�zni
� mas �der �zotop�v. Odnak
e� zsuv xvidko mal�
 z rostom masi �dra. U spektrah bagato-elektronnih atom�v real�zu
t~s� we odin tip �zotop�qnogo zsu-vu ener�etiqnih r�vn�v atoma (�ogo naziva�t~ we spe
if�qnim�zotop�qnim efektom), zumovleni� obm�nnimi efektami, tobtokvantovomehan�qnim prin
ipom toto�nost� qastinok. Narext�potr�bno brati do uvagi tako� sk�nqenn�st~ rozm�r�v �der, �k� 
neodnakovimi dl� r�znih �zotop�v.Ot�e, p�d d�
� 
ih mehan�zm�v v�dbuva
t~s� zsuv ta rozwep-lenn� ener�etiqnih r�vn�v atoma, � �k rezul~tat vinika
 niz-ka bliz~kih l�n��, �k�, vnasl�dok r�znogo tipu zburen~, mo�ut~perekrivatis~ � utvor�vati spektral~nu l�n�� pevnoÝ xirini.Dl� vi�vlenn� rozxirenn� spektral~noÝ l�n�Ý za nadtonkim me-han�zmom potr�bno v ko�nomu konkretnomu vipadku provoditidetal~ni� anal�z.Napriklad, �kwo atomne �dro ma
 sp�n ne r�vni� nulev�, tospektral~na l�n�� takogo atoma 
 rozxireno� por�vn�no z �zoto-pom, sp�n �kogo dor�vn�
 nulev�. �kwo sp�n b�l~xi�, n�� 1/2, to\vmika
t~s�" we mehan�zm �dernogo kvadrupol~nogo rezonansu.Tomu v 
ih vipadkah ma
mo dodatkove rozxirenn� spektral~nihl�n��. Pri 
~omu xirina smugi, u �ku rozmiva
t~s� v�dpov�dni�atomni� r�ven~, a ot�e, � v�dpov�dn� spektral~n� l�n�Ý, 
 por�dkuv�dstane� m�� kra�n�mi r�vn�mi nadtonkoÝ strukturi.�k urahuvati vpliv nadtonkoÝ strukturi ener�etiqnogo spek-tra atoma na prof�l~ �ogo zor�nih spektral~nih l�n��? Ma�qi zpoperedn~ogo paragrafa dosv�d nabli�enogo rozrahunku vplivumagn�tnogo pol� z�r na xirinu spektral~nih l�n��, a tako� na-bli�ene obqislenn� funk
�Ý rozpod�lu elektriqnih m�kropol�vu x 18, mi mo�emo tim samim metodom urahuvati vnesok � nadton-koÝ strukturi ener�etiqnih r�vn�v atoma v rozxirenn� l�n��.165



Ot�e, pod�bno do (17.11) abo do (22.5) za dopomogo� del~ta-funk
�Ý vvodimo v�dpov�dnu funk
�� rozpod�lu dl� naxogo vi-padku, priqomu v 
~omu oznaqenn� kutov� du�ki budut~ pozna-qati userednenn� za poqatkovimi stanami komponent nadtonkoÝstrukturi ener�etiqnih r�vn�v atoma ta p�dsumovuvann� za kvan-tovimi qislami k�n
evih stan�v. Mova �de pro kvantov� qislap�dr�vn�v nadtonkoÝ strukturi, vid�lenih �z sukupnost� kvanto-vih qisel A, A0, za �kimi �de p�dsumovuvann� v oznaqenn� koe-f�
�
nta poglinann� {(q). Userednenn� za poqatkovimi stanamizvodit~s� do p�dsumovuvann� za kvantovimi qislami p�dr�vn�vpoqatkovih stan�v ta d�lenn� 
�
Ý sumi na k�l~k�st~ p�dr�vn�v.Obme�imos~ u funk
�Ý rozpod�lu dl� nadtonkoÝ strukturi, zno-vu � taki �k � u (18.25) ta (22.9), lixe nezv�dnimi seredn�midrugogo por�dku � prihodimo do ÝÝ �auss�vs~kogo harakteru tipu(18.36) dl� elektriqnih pol�v qi (22.14) dl� magn�tnih pol�v. Uvipadku kvadrupol~noÝ vza
mod�Ý neobh�dno tako� pam'�tati, wo\
entr vagi" nadtonkoÝ strukturi zm�wu
t~s�, a 
e privede doneznaqnogo zm�wenn� osnovnoÝ qastoti !0.Zgortka zna�denoÝ takim qinom funk
�Ý rozpod�lu z prof�-lem koef�
�
nta poglinann�, wo ne vrahovu
 nadtonku struktu-ru, dast~, analog�qno do (22.22), dodatkove rozxirenn� spekt-ral~noÝ l�n�Ý qerez zb�l~xenn� doppler�vs~koÝ xirini �!D:�!D ! �!Ds1 + 2��!SF�!D �2; (23.1)de �!SF | dispers�� funk
�Ý rozpod�lu nadtonkoÝ strukturi,�ka v qastotn�� xkal� za por�dkom veliqini dor�vn�
 sum� v�d-stane� m�� kra�n�mi p�dr�vn�mi verhn~ogo ta ni�n~ogo atomnihr�vn�v, perehodi m�� �kimi utvor��t~ spektral~nu l�n�� na qas-tot� !0.Ot�e, rezul~tu�qi� efekt v�d urahuvann� nadtonkoÝ struk-turi ener�etiqnih r�vn�v atoma zvodit~s�, �k 
e v�e bulo � privrahuvann� m�kroturbulentnih ruh�v v atomosfer� zor� (formula(14.6)) � dl� fl�ktua
��nih magn�tnih pol�v (formula (22.23)),do togo, wo efektivnu temperaturu T � u viraz� dl� koef�
�
nta166



poglinann� potr�bno, zg�dno z (23.1), zb�l~xiti:T � ! T � "1 + 2��!SF�!D �2# = T � +M
2��!SF!0 �2 : (23.2)Mi ne navodimo detale� 
ih rozrahunk�v, wob ne vtoml�vatiQitaqa, osk�l~ki voni z toqn�st� do poznaqen~ \slovo v slovo"povtor��t~ nax� poperedn� obqislenn�, na �k� mi posila
mos�.Pre
iz��n� dosl�d�enn� kontur�v spektral~nih l�n��, zokre-ma z meto� vi�vlenn� vplivu na nih mehan�zm�v nadtonkogo roz-weplenn� ener�etiqnih r�vn�v atoma, peredbaqa
 visoku toqn�st~eksperimental~nih znaqen~ rozpod�lu za qastotami �ntensivnos-t� viprom�n�vann�, �ke zalixa
 poverhn� zor� � potrapl�
 vspektrograf. Mi ne obgovor�vali 
~ogo pitann�, vva�a�qi, wopredmetom naxogo dosl�d�enn� 
 sprav�n� prof�l� l�n��, ne spo-tvoren� priladami, �k� Ýh re
stru�t~. V�dtvorenn� 
~ogo sprav-�n~ogo prof�l� spektral~noÝ l�n�Ý z togo, wo da
 re
stru�qi�prilad, 
 neprosto� zadaqe�.Spektrograf rozmiva
 bezme�no vuz~ku del~ta-pod�bnu l�n��v prof�l~, �ki� naziva�t~ �nstrumental~nim konturom, abo apa-ratno� funk
�
�. C� veliqina 
 harakteristiko� priladu � du-�e qasto ÝÝ model��t~ �auss�vs~ko� krivo�. Vim�r�ni� prof�l~
 zgortko� aparatnoÝ funk
�Ý z �stinnim prof�lem spektral~noÝl�n�Ý. Formal~no 
e r�vn�nn� zb�ga
t~s� z r�vn�nn�m (14.10) dl�spostere�uvanogo prof�l� � Ik;� �, wo 
 rezul~tatom spotvo-renn� sprav�n~ogo prof�l� Ik;� funk
�
� rozpod�lu makrotur-bulentnih xvidkoste� wma
 z� spektral~no� funk
�
� P (!) z(14.15), �ka v 
~omu vipadku � gra
 rol~ aparatnoÝ funk
�Ý.Matematiqna pro
edura viluqenn� sprav�n~ogo prof�l� na-le�it~ do tak zvanih nekorektnih zadaq. Va�livim, odnak, 
te, wo, pod�bno do makroturbulentnih ruh�v, spektrograf ne zm�-n�
 ekv�valentnih xirin spektral~nih l�n��W�0 (div. r�vn�nn�(14.20)) � ot�e ne mo�e vplivati na rezul~tati anal�zu f�ziq-nih pro
es�v u zor�n�� atmosfer�, �kwo 
e� anal�z �runtu
t~s�na dosl�d�enn� veliqini W�0 .



ROZD �L IVSILI OSCIL�TORAx 24. Pravilo sum dl� sil os
il�toraSila os
il�tora| osnovna veliqina, wo vhodit~ u vs� vira-zi teor�Ý vza
mod�Ý viprom�n�vann� z reqovino�. Vona viznaqa
�mov�rn�st~ kvantovogo perehodu z odnogo stanu v �nxi� z pogli-nann�m fotona, � ot�e, 
 odn�
� z golovnih veliqin, v�d �kihzale�it~ koef�
�
nt poglinann�. Tut nas 
�kavitime koef�
�-
nt poglinann� u spektral~n�� l�n�Ý. Tomu mi zoseredimo uvaguna silah os
il�tora de�kih model~nih atomnih sistem.Nasampered dovedemo v zagal~nomu vipadku tak zvane pravi-lo sum dl� sil os
il�tora. Vihodimo z oznaqenn� (11.7), perepo-znaqu
mo �ndeksi stan�v � rozpisu
mo matriqni� element rad�us-vektora: fA0A = 2m!A0A3~ �jxA0Aj2 + jyA0Aj2 + jzA0Aj2� : (24.1)Nagoloxu
mo, wo mi viznaqa
mo silu os
il�tora tak, wob vo-na bula dodatno� veliqino� dl� pro
esu poglinann� fotona:fA0A = �fAA0 � 0. Dl� zruqnost� rozgl�n~mo odnovim�rni� vi-padok, koli fA0A = 2m!A0A~ jxA0Aj2: (24.2)P�dsumu�mo 
e� viraz za perxim �ndeksom A0 � vikona�mo nizkuprostih peretvoren~:168



XA0 fA0A = 2m~ XA0 !A0AxA0AxAA0= m~ XA0 (!A0AxA0AxAA0 � !AA0xAA0xA0A)= m~ XA0 �pA0Aim xAA0 � pAA0im xA0A� (24.3)= 1i~XA0 (xAA0pA0A � pAA0xA0A)= 1i~(xp̂� p̂x)AA = 1:Mi vikoristali tut r�vn�nn� ruhu Ga�zenber�a: x-komponentaoperatora �mpul~su p̂ v matriqn�� form�pA0A = m _xA0A = mi!A0AxA0A(krapko� poznaqena poh�dna za qasom), a tako� perestavn� sp�v-v�dnoxenn� m�� operatorami koordinati ta �mpul~su.Ot�e, mi zna�xli pravilo sum, v�dome tako� �k teoremaTomasa{Ra�he{Kuna1 dl� sil os
il�tora:XA0 fA0A = 1: (24.4)Zverta
mo uvagu, wo 
e sp�vv�dnoxenn� 
 toqnim. Dl� �ogo oder-�ann� mi ne vikoristovuvali �odnih nabli�en~.�kwo ma
mo trivim�rni� vipadok, to ko�en �z vim�r�v u fA0Ada
 pri p�dsumovuvann� za A0 odini
�, u rezul~tat� pravilo sumzalixa
t~s� nezm�nnim � ma
 vigl�d (24.4).1Verner Kun (1899{1963) | xve�
ars~ki� f�zik � h�m�k; u 1925 ro
� opub-l�kuvav pravilo sum dl� sil os
il�tora, �ke p�zn�xe v tomu � ro
� zna�xliV. Tomas � F. Ra�he. 169



�kwo sila os
il�tora beret~s� ne dl� odnogo, a dl� Z elek-tron�v atoma, to legko baqiti, woXA0 fA0A = Z: (24.5)Koli kvantov� qisla A0; A nabuva�t~ �k diskretnih, tak �neperervnih znaqen~, to p�d sumo� za A0 u virazah (24.4), (24.5)rozum�
mo p�dsumovuvann� za vs�ma diskretnimi znaqenn�miA0 ��nte�ruvann� za vs�m neperervnim �ntervalom mo�livih znaqen~A0. Pri nabli�enih obqislenn�h sil os
il�tor�v abo Ýh eksperi-mental~nih vim�r�vann�h pravilo sum (24.4) vistupa
 �k va�-livi� kriter�� perev�rki pravil~nost� oder�anih rezul~tat�vdl� fA0A. P�zn�xe mi zupin�timemos~ na 
~omu pitann�.x 25. Sila os
il�tora dl� l�n��nogo garmon�qnogoos
il�toraL�n��ni� garmon�qni� os
il�tor 
 odn�
� z na�prost�xih mo-dele� atomnoÝ sistemi. Obqislimo dl� 
�
Ý model� sili os
i-l�tora, vikoristovu�qi hvil~ov� funk
�Ý v koordinatnomu x-zobra�enn�, numeru�qi Ýh 
�lim kvantovim qislom A = n [8℄:jAi = jni = (2nn!p�l0)�1=2Hn(�)e��2=2; (25.1)de znerozm�rena koordinata� = x=l0; l0 =r ~m!| kvantova ampl�tuda kolivan~; m; ! | masa � qastota os
i-l�tora. Pol�nom Erm�taHn(�) = e�2 �� dd��n e��2 ; (25.2)170



ener�etiqn� r�vn� os
il�toraEn = ~!(n+ 1=2); (25.3)kvantove qislo n = 0; 1; 2; : : :.Za oznaqenn�m sila os
il�torafn0n = 2m!n0n~ jxn0nj2; (25.4)de qastota perehodu!n0n = En0 �En~ = !(n0 � n): (25.5)Nam potr�bno obqisliti matriqni� element koordinati:xn0n = l0 1Z�1 e��2 Hn0(�)p2n0n0!p�� Hn(�)p2nn!p� d�: (25.6)Vikorista�mo dobre v�dome rekurentne sp�vv�dnoxenn� dl� po-l�nom�v Erm�taHn+1(�) = 2�Hn(�)� 2nHn�1(�) (25.7)� zapix�mo matriqni� element tak:xn0n = l0 1Z�1 e��2 Hn0(�)p2n0n0!p�(12 Hn+1(�)p2n+1(n+ 1)!p�p2(n+ 1)+ n Hn�1(�)p2n�1(n� 1)!p�r 12n)d� (25.8)= l0(r(n+ 1)2 Æn0;n+1 +rn2 Æn0;n�1): 171



Mi skoristalis~ tut umovo� ortonormovanost� hvil~ovih fun-k
�� garmon�qnogo os
il�torahn0jni = Æn0n (25.9)abo v rozgornutomu vigl�d�:1Z�1 e��2 Hn0(�)p2n0n0!p� Hn(�)p2nn!p� d� = Æn0n: (25.10)P�dstavl�
mo viraz dl� xn0n v oznaqenn� (24.2) �, beruqi do uva-gi, wo perehresn� dodanki pri p�dnesenn� xn0n do kvadrata qe-rez nesum�sn�st~ umov na kvantov� qisla da�t~ nul~ovi� vnesok,znahodimo2fn0n = 2m~ l20nn+ 12 !n+1;nÆn0;n+1 + n2 !n�1;nÆn0;n�1o (25.11)abo ostatoqno: fn0n = (n+ 1)Æn0 ;n+1 � nÆn0;n�1: (25.12)Legko peresv�dqitis~, wo pravilo sum vikonu
t~s�:Xn0 fn0n = (n+ 1)� n = 1: (25.13)Zokrema dl� perehodu z osnovnogo stanu v perxi� zbud�eni�f10 = 1. Sl�d zauva�iti, wo v x 11 pri o
�n
� prirodnoÝ xirinispektral~noÝ l�n�Ý mi otrimali dl� sili os
il�tora prostoro-vogo garmon�qnogo os
il�tora m�� 
imi stanami znaqenn� 1/3.Tut nema
 neporozum�n~, osk�l~ki mi rozgl�dali prostorovi�os
il�tor z oznaqenn�m (24.1) dl� sili os
il�tora � vva�ali,wo kolivann� v�dbuva�t~s� vzdov� os� x, a matriqn� elementikoordinat y ta z dor�vn��t~ nulev�.2Ce znaqenn� matriqnogo elementa koordinati x m�� perxim zbud�enim(n0 = 1) � osnovnim (n = 0) stanami mi vikoristali v x 11 pri por�vn�nn�klasiqnogo � kvantovogo viraz�v dl� prirodnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý.172



x 26. Sili os
il�tora vodnevopod�bnih atom�v.Ser�� La�manaU 
~omu paragraf� mi rozrahu
mo sili os
il�tora dl� pe-rehodu z osnovnogo stanu atoma vodn� v bud~-�ki� zbud�eni�.Tak� perehodi v�dpov�da�t~ ser�Ý spektral~nih l�n�� La�mana3.Formuli, �k� mi otrima
mo, budut~ mati silu � dl� �on�v He+,Li++ ta pod�bnih do nih, a tako� dl� vodnevopod�bnih atom�v,u �kih ruh optiqnogo elektrona mo�na rozgl�dati �k ruh vefektivnomu 
entral~nomu pol� kulon�vs~kogo tipu. U vs�komuraz�, 
� formuli mo�na vikoristovuvati dl� oder�ann� prikid-nih o
�nok sil os
il�tor�v �nxih atom�v.Poqnemo z togo, wo prigada
mo sukupn�st~ kvantovih qisel,�k� viznaqa�t~ stan atoma vodn�. Ot�e ma
mo: A = (n; l;m);A0 = (n0; l0;m0), de n = 1; 2; : : : | golovne kvantove qislo, l =0; 1; : : : ; (n � 1) | orb�tal~ne kvantove qislo, m = 0;�1; : : : ;�l| magn�tne kvantove qislo. Hvil~ov� funk
�Ý nlm(r) = Rnl(r)Ylm(�; '); (26.1)de r; �; ' | sferiqn� koordinati elektrona v atom�, Ylm(�; ') |sferiqna funk
��, Rnl(r) | rad�al~na hvil~ova funk
��. �vn�virazi 
ih funk
�� vipixemo ni�qe.Z kursu kvantovoÝ mehan�ki [8℄ prigada�mo tako� pravila v�d-boru dl� dipol~nih perehod�v. Tak� perehodi mo�liv� lixe prizm�n� orb�tal~nogo kvantovogo qisla l na odini
�: l0 = l � 1 �l0 = 1 pri l = 0. V�dpov�dno dl� magn�tnogo kvantovogo qisla 
�pravila da�t~ m0 �m = 0;�1. Tomu pereh�d z osnovnogo stanu,koli n = 1, l = 0, m = 0, mo�livi� lixe u stan z l0 = 1 pri dov�-l~nomu znaqenn� qisla n0. Zg�dno z� standartnimi poznaqenn�mi,osnovni� stan zapisu
mo skoroqeno �k j1si, a stan z dov�l~nimn � l = 1 | �k jnpi. Ot�e, nas 
�kavitime pereh�d j1si ! jnpi,osk�l~ki �nx� perehodi zaboronen�.3Teodor La�man (1874{1954) | amerikans~ki� f�zik-eksperimentator.1914 roku v�dkriv spektral~nu ser�� v ul~traf�oletov�� qastin� spektravodn�. 173



U formul� dl� koef�
�
nta poglinann� {(q), unasl�dok viro-d�enn� stan�v vodnevopod�bnih atom�v, p�dsumovuvann� za magn�t-nim kvantovim qislom stosu
t~s� lixe sil os
il�tora. Tomudo
�l~no rozgl�dati dl� nih u�e zazdaleg�d~ p�dsumovan� za mvirazi:fnp;1s = Xm=0;�1 fn1m;100 = 2m!n;13~ (26.2)� Xm=0;�1�jxn1m;100j2 + jyn1m;100j2 + jzn1m;100j2�;de qastota perehodu!n;1 = En �E1~ = Ze22aB �1� 1n2� ; (26.3)term En = � Ze22aBn2 ; (26.4)aB = ~2=me2 | rad�us Bora, Z | zar�d �dra. Rexta poznaqen~zrozum�l� bez po�snen~.Zapix�mo matriqn� elementi dekartovih koordinat qerez sfe-riqn� koordinati:8>>><>>>: xn1m;100 = (r sin � 
os �)n1m;100 = rn1;10(sin � 
os')1m;00;yn1m;100 = rn1;10(sin � sin')1m;00;zn1m;100 = rn1;10(
os �)1m;00:Poznaqenn� tut tako� oqevidn�, tomu ne zupin�
mos~ na Ýh po-�snenn�. Dl� togo, wob prosunutis~ dal�, obqisl�
mo spoqatkukutov� mno�niki v matriqnih elementah, vikoristovu�qi �vn�virazi dl� potr�bnih tut (tobto zm = 0;�1) sferiqnih funk
��[8℄: Y00(�; ') = 1p4� ; (26.5)174



Y10(�; ') =r 34� 
os �; (26.6)Y1;�1(�; ') = �r 38�e�i' sin �: (26.7)Ot�e, (dl� zruqnost� timqasovo vvodimo v �ndeksah znak \;")(sin � 
os')10;00 = 2�Z0 d' �Z0 sin � d�r 34� 
os � sin � 
os' 1p4� = 0;�nte�ral za � dor�vn�
 nulev�, �k � �nte�ral za '.Dal�(sin � 
os')1;�1;00 = 2�Z0 d' �Z0 sin � d�(�)r 38� sin �e�i' sin'� 
os' 1p4� = 12 � (�)r38 43 = � 1p6 ;(sin � sin')10;00 = 0;(sin � sin')1;�1;00 = 2�Z0 d' 12�e�i' sin' �Z0 sin � d�(�)r38 sin � sin �= (�) 12i � (�)r38 43 = 1ip6 ;(
os �)10;00 = 2�Z0 d'2� �Z0 sin �d�r34 
os2 � = 1�r34 23 = 1p3 : 175



Vikoristovu�qi zna�den� kutov� qastini matriqnih elemen-t�v, z virazu (26.2) znahodimofnp;1s = 23m!n;1~ jrn1;10j2��16 + 16�+�16 + 16�+ 13�= 23m!n;1~ jrn1;10j2; (26.8)de rad�al~na qastina matriqnih element�v koordinatrn1;10 = 1Z0 r2Rn1(r)rR10(r)dr: (26.9)Dl� obqislenn� 
~ogo �nte�rala vipix�mo z [8℄ rad�al~nu hvi-l~ovu funk
�� elektrona v atom� vodn�:Rnl(r) = �s4(n� l � 1)!n4[(n+ l)!℄3 � ZaB�3=2� �2�n �l e��=nL2l+1n+l �2�n � ; (26.10)de znerozm�rena rad�al~na koordinata� = r.�aBZ � ;L2l+1n+l (x) | pri
dnani� pol�nom La�erra,Lsk(x) = � ddx�sLk(x); Lk(x) = ex� ddk�k e�xxk:Teper rn1;10 = aBZ s 4(n� 2)!n4[(n+ 1)!℄3 2 1Z0 �3d��2�n � e��=n176



� L3n+1(2�=n)e�� = aBZ s 4(n� 2)!n4[(n+ 1)℄3 2� �n2�4 1Z0 x4L3n+1(x)e�n+12 xL11(x) dx: (26.11)Osk�l~ki L11(x) = �1, to nam zalixilos~ obqisliti taki� �nte-�ral: I(�) = 1Z0 x4L3n+1(x)e��x dx;p�sl� qogo xukani� matriqni� elementrn1;10 = �aBZ s 4(n� 2)!n4[(n+ 1)!℄3 2 �n2�4 I(�)�����=n+12 : (26.12)Pere�d�mo do obqislenn� �nte�rala:I(�) = � dd��4 1Z0 L3n+1(x)e��x dx= � dd��4 1Z0 "� ddx�3 Ln+1(x)# e��x dx= (triq� �nte�ru
mo qastinami)= � dd��4( 1Z0 Ln+1(x)�� ddx�3 e��x dx+ (pro�nte�rovan� qleni; wo znika�t~pri diferen
��vann� za parametrom �)) 177



= � dd��4 �3 1Z0 e��xLn+1(x) dx: (26.13)Vikorista�mo teper �vni� vigl�d dl� pol�noma La�erra:I(�) = � dd��4 �3 1Z0 e��xex� ddx�n+1 e�xxn+1 dx= � dd��4 �3 1Z0 e�(��1)x � ddx�n+1e�xxn+1 dx: (26.14)�nte�ru
mo qastinami (n + 1) raz, pro�nte�rovan� qleni da�t~nul~ovi� vnesok na verhn�� me�� | v�d eksponenti, a na ni�n��| v�d mno�nika xn+1.U rezul~tat� \perekida
mo" d�� poh�dnih za x p�d �nte�ralomnal�vo � zvodimo �nte�ral do �-funk
�Ý:I(�) = � dd��4 �3 1Z0 e�xxn+1�� ddx�n+1 e�(��1)x dx= � dd��4 �3(�� 1)n+1 1Z0 e��xxn+1 dx (26.15)= � dd��4 �3(�� 1)n+1 1�n+2 �(n+ 2):Takim qinom, osk�l~ki �(n+2) = (n+1)!, nam zalixilos~ uz�tilixe poh�dn� za �:I(�) = (n+ 1)!� dd��4 (�� 1)n+1�n�1 (26.16)� ostatoqno: I(�) = [(n+ 1)!℄2(n� 2)! (n+ 2� 4�)(� � 1)n�3�n+3 ;178



� = n+ 12 :Abo v �vnomu vigl�d� nax �nte�ralI �n+ 12 � = �n [(n+ 1)!℄2(n� 2)! (n� 1)n�3(n+ 1)n+3 26: (26.17)Ot�e, matriqni� elementrn1;10 = aBZ n5 [(n+ 1)!℄2(n� 2)! (n� 1)n�3(n+ 1)n+3 23s 4(n� 2)!n4[(n+ 1)!℄3= 24 aBZ n3 (n� 1)n�3(n+ 1)n+3s(n+ 1)!(n� 2)! (26.18)= 24 aBZ n3s(n� 1)2n�6n(n� 1)(n+ 1)(n+ 1)2n+6 :Ostatoqno rn1;10 = 24 aBZ s(n� 1)2n�5(n+ 1)2n+5n7: (26.19)Teper mi mo�emo vipisati silu os
il�tora:fnp;1s = 23m!n1~ jrn1;10j2 = 23 m~2 Z2e22aB �1� 1n2�� 28 a2BZ2 (n� 1)2n�5 n7(n+ 1)2n+5 : (26.20)Ostatoqno znahodimof1s!np = fnp;1s = 283 n5 (n� 1)2n�4(n+ 1)2n+4 : (26.21)179



Mi vikoristali tut qasto v�ivane poznaqenn� f1s!np dl�sili os
il�tora, �ke vkazu
 na napr�mok kvantovogo perehoduz poglinann�m fotona (div. vinosku na s. 135). U podal~xomuviklad� budemo v�ivati obidva 
� poznaqenn� �k r�vnopravn�,turbu�qis~ lixe pro zruqn�st~ zapisu formul.�z formuli (26.21), zokrema, znahodimo qisel~n� znaqenn�sil os
il�tora:dl� l�n�Ý L� f2p;1s = 16�23�9 = 0:416197;dl� l�n�Ý L� f3p;1s = 34210 = 0:079102:C�kavo, wo pri velikih znaqenn�h golovnogo kvantovogo qislan sila os
il�tora � 1=n3:f1s!np =n!1 283n3 limn!1 (1� 1=n)2n(1 + 1=n)2n(1� 1=n2)n = 283e4n3 ; (26.22)de e | osnova natural~nih logarifm�v.Dl� perev�rki pravila sum zd��sn�mo za dopomogo� komp'�te-ra p�dsumovuvann� virazu (26.21) za vs�ma znaqenn�mi golovnogokvantovogo qisla n. Cim mi obqislimo sumu za vs�ma kvantovi-mi qislami k�n
evogo stanu, osk�l~ki orb�tal~ne kvantove qislopri�ma
 lixe odne znaqenn� l = 1, a p�dsumovuvann� za magn�t-nim kvantovim qislom mi vikonali u formulah (26.2), (26.8):1Xn=2 fnp;1s = 283 1Xn=2n5 (n� 1)2n�4(n+ 1)2n+4= 283 1Xn=2 (1� 1=n)2n�4n3(1 + 1=n)2n+4 = 0:565004: (26.23)Dl� togo wob vikonuvalos~ pravilo sum (24.4), do odini
� ne vi-staqa
 we znaqenn� (1 � 0:565004) = 0:434996. Ce� vnesok dast~neperervni� spektr, pro wo bude �ti mova p�zn�xe pri dosl�-d�enn� koef�
�
nta neperervnogo poglinann�.180



x 27. Sili os
il�tora dl� ser�Ý Bal~meraPerehodimo teper do obqislen~ sil os
il�tora spektral~-noÝ ser�Ý Bal~mera4, tobto beremo do uvagi kvantov� perehodielektrona u vodnevopod�bnomu atom� z perxogo zbud�enogo stanu(n = 2) na viw� stani. U poperedn~omu paragraf� mi dokladnoproveli rozrahunki sili os
il�tora la�man�vs~koÝ ser�Ý. Tomutut opuska
mo vs� detal� obqislen~, osk�l~ki voni analog�qn� dopoperedn�h � faktiqno vimaga�t~ lixe povtorenn� tih samihm�rkuvan~ ta arifmetiqnih vprav.Vipisu
mo v�dm�nn� v�d nul� sili os
il�tora:fnp;2s = 23m!n;2~ Xm=0;�1 jhn; 1;mjrj2; 0; 0ij2 ;fnd;2p = 23m!n;2~ Xm;m0(m0=0;�1;m=0;�1;�2) jhn; 2;mjrj2; 1;m0ij2;fns;2p = 23m!n;2~ Xm0=0;�1 jhn; 0; 0jrj2; 1;m0ij2:Sumi za m ta m0 legko obqisl��t~s� pod�bno do poperedn�hrozrahunk�v, vikonanih dl� ser�Ý La�mana. ZagalomXm;m0 jhn0; l0;m0jrjn; l;mij2 = jrn0;l�1;n;lj2 (l + 1=2 � 1=2)2l + 1 : (27.1)U naxomu vipadku ma
mo:fnp;2s = 23m!n;2~ jrn1;20j2;fnd;2p = 23m!n;2~ 23 jrn2;21j2; (27.2)fns;2p = 23m!n;2~ 13 jrn0;21j2:4Bal~mer �ogan �kob (1825{1898) | xve�
ars~ki� f�zik � matematik. U1885 ro
� vi�viv zakonom�rn�st~ u spektral~nih l�n��h atoma vodn�. 181



Matriqn� elementi tako� rozrahovu�t~s� analog�qno do pope-redn~ogo (div. tako� [24, 25℄):jrn1;20j2 = 217n7(n2 � 1)(n� 2)2n�6(n+ 2)2n+6 �aBZ �2 ;jrn2;21j2 = 2193 n9(n2 � 1)(n� 2)2n�7(n+ 2)2n+7 �aBZ �2 ; (27.3)jrn0;21j2 = 2153 n9 (n� 2)2n�6(n+ 2)2n+6 �aBZ �2 :Sili os
il�tora:f2s!np = 2153 n5(n2 � 1)(n� 2)2n�5(n+ 2)2n+5 ;f2p!nd = 21833 n7(n2 � 1)(n� 2)2n�6(n+ 2)2n+6 ; (27.4)f2p!ns = 21333 n7 (n� 2)2n�5(n+ 2)2n+5 :Navedemo de�k� qisel~n� prikladi, koristu�qis~ nazvami z te-or�Ý spektral~nih ser��:dl� golovnoÝ ser�Ýf2s!3p = �45�9�95�2 = 0:434865;dl� perxoÝ b�qnoÝ ser�Ýf2p!3d = 85f2s!3p = 2�45�10�95�2 = 0:695785;dl� drugoÝ b�qnoÝ ser�Ýf2p!3s = 132f2s!3p = 16�25�9�95�2 = 0:013589:182



C�kavo tako� zna�ti Ýhn� asimptotiqn� znaqenn� pri n!1:f2s!np = 2153n3 limn!1 (1� 2=n)2n(1 + 2=n)2n = 2153n3 e�8; (27.5)tut e | osnova natural~nih logarifm�v. Analog�qno znahodimoasimptotiki dl� rexti sil os
il�tor�v:f2s!np = �4e�8 16n3 ;f2p!nd = �4e�8 427n3 ; (27.6)f2p!ns = �4e�8 1216n3 :Tak wo v�dnoxenn� sil os
il�tor�v u 
�� me�� dor�vn��t~:f2s!npf2p!nd =n!1 98 ;a f2p!ndf2p!ns =n!1 32:Qislov� znaqenn� sil os
il�tor�v dl� �nxih spektral~nihser�� atoma vodn� podano v [25℄. U [30℄ navedeno tabli
� silos
il�tor�v tako� � dl� �nxih atom�v.x 28. Kvaz�klasiqne nabli�enn� dl� sil os
il�toraPovqal~no dosl�diti sili os
il�tora u kvaz�klasiqnomu na-bli�enn�, wo v�dpov�da
, �k v�domo, velikim znaqenn�m kvanto-vih qisel. Taki� rozgl�d va�livi� we � tomu, wo v�n dozvol�
otrimati ne lixe �k�sn�, ale v de�kih vipadkah � k�l~k�sn� re-zul~tati, �k� mo�na vikoristovuvati v real~nih zadaqah.Ot�e, �k mi baqili v poperedn�h paragrafah, sili os
il�-tora fn0n pri velikih znaqenn�h golovnogo kvantovogo qisla n0183



zmenxu�t~s� za zakonom 1=n03 (div. (26.22), (27.5), (27.6)). Os-k�l~ki sili os
il�tora pri perestavl�nn� Ýhn�h �ndeks�v m�s
�mizm�n��t~ lixe znak fn0n = �fnn0, to zrozum�lo, wo � pri velikihznaqenn�h qisla n fn0n � 1=n3. Tobto mo�na stverd�uvati, wopri n!1 � n0 !1 veliqina fn0n � 1=(nn0)3. Sili os
il�torafn0n zale�at~ tako� v�d qastoti perehodu !n0n = !
(1=n2�1=n02),!
 = Z2e2=2~aB | qastota, wo v�dpov�da
 ener��Ý �on�za
�Ý atoma.�k mi poka�emo p�zn�xe, 
� zale�n�st~ pri velikih qastotah ta-ko� 
 \obernenim kubom": � 1=!3n0n. Takim qinom, pripuska
mo,wo dl� velikih kvantovih qisel sila os
il�torafn0n = 
onst�� !
!n0n�3 1n03n3 ; (28.1)priqomu mi oq�ku
mo, wo stala veliqina, �ku mi poznaqili �k
onst, 
 por�dku odini
�5.Strogi� kvaz�klasiqni� rozrahunok, �kogo mi ne ma
mo zmogitut rozgortati, da
 dl� naxoÝ staloÝ take znaqenn� [25, 26℄:
onst = 323�p3 ' 1:9602805: (28.2)Ot�e, kvaz�klasiqne nabli�enn� dl� sil os
il�tora da
 taki�rezul~tat:fn0n = 323�p3 � 1n2 � 1n02��3 1n03n3 ; n0; n!1: (28.3)Ce� viraz 
 lixe veduqim qlenom rozkladu pri n0; n ! 1.Za potrebi toqn�xogo znaqenn� dl� fn0n pravu qastinu virazu5Ce dobre v�domi� fakt \�z pobutu" ko�nogo f�zika-teoretika, wo viko-ristovuvav dl� rozv'�zku r�znih f�ziqnih zadaq, � ne lixe xk�l~nogo tipu,metod rozm�rnoste�, �kwo pra
�vati u prirodnih odini
�h vim�ru. Napri-klad, dl� per�odiqnih pro
es�v potr�bno vikoristovuvati 
ikl�qnu qastotu!, a ne l�n��nu | � = !=2�. Tak znahodimo per�od matematiqnogo qi pru�-nogo ma�tnika, abo tret�� zakon Keplera, | stala veliqina v 
ih sp�vv�d-noxenn�h prosto dor�vn�
 odini
�. U bagat~oh �nxih zadaqah vona tako�odnogo por�dku z odini
e�. Ne zrad�u
 nas taki� p�dh�d � v 
~omu vipadku.184



(28.1) berut~ z de�kim mno�nikom, tak zvanim faktorom �auntag(n0; n): fn0n = g(n0; n) 323�p3 � 1n2 � 1n02��3 1n03n3 : (28.4)Dl� faktora �aunta �snu�t~ r�zn� aproksima
��n� virazi, �k�mi tut ne navodimo (div. [15℄, [30℄). U vidim�� d�l�n
� spektrafaktor �aunta: g(n0; n) ' 1: (28.5)U nas 
 we odna mo�liv�st~ zna�ti stalu veliqinu v r�vn�nn�(28.1), �ka mo�e buti �skravo� �l�stra
�
� vikoristann� pra-vila sum (24.4). A same, budemo vimagati, wob suma za n0 v�dtoqnogo virazu fn0n, tobto vnesok u pravilo sum v�d diskretnogospektra, zb�galas~ �z 
�
� sumo� v�d nabli�enogo virazu (28.1):Xn0 fn0n = 
onstXn0 � 1n2 � 1n02��3 1n03n3 : (28.6)P�dsumovuvann� u prav�� qastin� 
�
Ý r�vnost� legko zd��sn�-
t~s�, a l�va qastina (28.6) nam v�doma. Zv�dsi � obqisl�
moznaqenn� 
onst, �ke, zrozum�lo, zale�atime, �k � faktor �aunta,v�d n. P�zn�xe, koli budemo dosl�d�uvati koef�
�
nt poglinann�v neperervnomu spektr�, mi zd��snimo anal�tiqne prodov�enn�kvaz�klasiqnogo virazu dl� fn0n na neperervni� spektr � zna�-demo 
onst �z vikoristann�m pravila sum u povnomu obs�z�. Ateper nam potr�bno v�dxukati1Xn0=n+1� 1n2 � 1n02��3 1n03n3= 1Xn0=n+1� n0nn02 � n2�3 = n38 1Xn0=n+1� 1n0 � n + 1n0 + n�3 185



= n38 1Xn0=n+1" 1(n0 � n)3 + 3(n0 � n)2(n0 + n)+ 3(n0 � n)(n0 + n)2 + 1(n0 + n)3#= n38  1Xk=1 1k3 + 1Xk=2n+1 1k3!+3n38 Xn0=n+1 1(n0 � n)(n0 + n) � 1n0 � n + 1n0 + n�= n38  2 1Xk=1 1k3 � 2nXk=1 1k3!+ 3n216 1Xn0=n+1� 1n0 � n � 1n0 + n��� 1n0 � n + 1n0 + n� = n34 1Xk=1 1k3 � n38 2nXk=1 1k3+3n216 " 1Xn0=n+1 1(n0 � n)2 � Xn0=n+1 1(n0 + n)2#= n34 1Xk=1 1k3 � n38 2nXk=1 1k3 + 3n216  1Xk=1 1k2 � 1Xk=2n+1 1k2!= n34 1Xk=1 1k3 � n38 2nXk=1 1k3 + 3n216 2nXk=1 1k2 :Ot�e, mi otrimu
mo:1Xn0=n+1� 1n2 � 1n02��3 1n03n3186



= n34 �(3)� n38 2nXk=1 1k3 + 3n216 2nXk=1 1k2 ; (28.7)de dzeta-funk
�� R�mana �(x) = 1Xk=1 1kx ;priqomu �(3) = 1:202057:Pro�l�stru
mo nax� m�rkuvann� konkretnim rozrahunkomdl� j1si ! jn0pi perehodu, koli n = 1. L�va qastina r�vn�nn�(28.6) nam v�doma z (26.23) � dor�vn�
 0.5650. A u prav��, zg�dno z(28.7), suma dor�vn�
 �(3)=4 + 3=32 = 0:394264. Teper z r�vn�nn�(28.6) znahodimo 0:5650 = 0:3943 � 
onst, zv�dki
onst = 1:4330:Ce znaqenn� uzgod�u
t~s� z� znaqenn�m 32=3�p3 = 1:9602805 z(28.3), �ke da
 toqni� kvaz�klasiqni� rozrahunok sil os
il�to-ra.Na zaverxenn�, prodov�u�qi \gru v qisla", zrob�mo por�v-n�nn� znaqen~ sil os
il�tora dl� de�kih perehod�v, otrimanihz toqnih viraz�v � z nabli�enih. Ot�e:f1s!2p = 8>>><>>>: 0:416197 | toqne znaqenn� z (26:21);0:580824 | zg�dno z (28:3);0:424607 | zg�dno z (28:1): (28.8)Analog�qno dl� perehodu j2si ! j3pi znahodimo, wo
onst = 0:270368� v�dpov�dn� znaqenn� sili os
il�tora:f2s!3p = 8>>><>>>: 0:434865 | toqne znaqenn� z (27:4);3:387365 | zg�dno z (28:3);0:467196 | zg�dno z (28:1): (28.9)187



Zv�dsi vipliva
, wo kvaz�klasiqni� viraz dl� sil os
il�tor�vdostatn~o dobre pra
�
 � dl� malih znaqen~ kvantovih qisel,tobto �ogo mo�na vikoristovuvati tako� dl� k�l~k�snih roz-rahunk�v, zokrema dl� koef�
�
nta poglinann�, �kwo brati douvagi we � pravilo sum.x 29. Vim�r�vann� sil os
il�toraU poperedn�h paragrafah bulo navedeno rozrahunok sil os-
il�tor�v dl� atoma vodn� ta vodnepod�bnih �on�v � atom�v. Roz-rahunok veliqin fA0A dl� vs�h �nxih atom�v � �on�v 
 neprosto�problemo�, osk�l~ki hvil~ov� funk
�Ý dl� nih nav�t~ v odno-elektronnomu p�dhod� mo�na zna�ti lixe za dopomogo� tih abo�nxih nabli�enih metod�v. Sered nih 
 r�zn� var�anti var�a
��-nih metod�v, � zokrema metod Gartr�{Foka, a tako� tak zvan� na-p�vemp�riqn� metodi, �k� vikoristovu�t~ eksperimental~n� zna-qenn� r�vn�v ener��Ý ta efektivn� golovn� kvantov� qisla. Ko�en�z 
ih metod�v ma
 svoÝ nedol�ki � perevagi. Napriklad, var�-a
��ni� metod da
 z dostatn~o visoko� toqn�st� r�vn� ener��Ý,ale g�rx� rezul~tati dl� sil os
il�tor�v por�vn�no z prostiminap�vemp�riqnimi metodami. Ot�e, obqislenn� sil os
il�tor�v| 
e okrema nauka �z xirokim rozgalu�enn�m, spe
�al~nimikonferen
��mi � qislenno� l�teraturo�, stvoreno� zusill�mibagat~oh uqenih. Qastkovo mo�na zna�ti pokliki na 
� pra
� �obgovorenn� samoÝ problemi u spisku monograf��, wo podan� vk�n
� kni�ki.Kr�m teoretiqnih rozrahunk�v sil os
il�tor�v, �snu
 nizkaeksperimental~nih metod�v Ýh viznaqenn�. Odin �z perxih, �ki�zaproponuvav we V. V�n6, �runtu
t~s� na vim�r�vann� qasu zaga-sann� � sv�qenn� spektral~noÝ l�n�Ý (div. x 11):� � 1=
; 
 = 2e2!20m
3 fA0A; (29.1)6V�l~gel~m V�n (1864{1928) | n�me
~ki� f�zik. U 1893 ro
� viv�v takzvani� zakon zm�wenn� dl� spektral~noÝ gustini ener��Ý viprom�n�vann�absol�tno qornogo t�la. U 1911 ro
� za v�dkritt� zakon�v teplovogo vipro-m�n�vann� �ogo v�dznaqeno Nobel�vs~ko� prem�
� z f�ziki.188



de 
 | stala zagasann�, !0 | qastota l�n�Ý.Eksperimental~ne viznaqenn� sil os
il�tor�v u laborator-nih umovah mo�live � za pokaznikom zalomlenn� n. Dl� gazovogoseredoviwa poblizu rezonansnoÝ qastoti ! = !A0A dl� perehodujAi ! jA0i, koli golovni� vnesok u n viznaqa
t~s� formulo� [8℄n2 = 1 + 4�e2NmV �AfA0A!2A0A � !2 ;za v�domimi znaqenn�mi pokaznika zalomlenn� n ta gustini ato-m�vNA=V = N�A=V v stan� jAi viznaqa
mo silu os
il�tora fA0A.�kwo NA nev�dome, to viznaqa
mo v�dnosn� znaqenn� fA0A dl� r�z-nih l�n��.Zupin�mos~ na metod� vim�r�vann� sil os
il�tora za �nte-�ral~nim koef�
�
ntom poglinann� v l�n�Ý. V�z~m�mo viraz (13.18)dl� koef�
�
nta poglinann�, wo vrahovu
 efekti zagasann�, tob-to loren
�vs~ki� kontur � doppler�vs~ke rozxirenn� l�n�Ý, � pro-�nte�ru�mo �ogo za vs�ma qastotami:1Z0 {(q)d! = 2�2e2Nm
V �a 1Z0 fa0a(q)(1 � e�~!=T ) H(�; v)�!Dp� d!: (29.2)Osk�l~ki mi ves~ qas obme�u
mos~ lixe dipol~nimi perehoda-mi, to u viraz� (13.9) dl� fa0a(q) poklademo k = 0. Tobto, za-m�st~ veliqini fa0a(q), beremo silu os
il�tora fa0a. Kr�m togo,u mno�niku exp(�~!=T ) qastotu ! pri�ma
mo r�vno� rezonan-sn�� qastot� !0, tomu wo �nte�ruvann� za ! v (29.2), vnasl�dokr�zkogo prof�l� l�n�Ý, v�dbuva
t~s� faktiqno v me�ah ÝÝ xiri-ni. Narext� �nte�ral, wo zalixa
t~s�,1Z0 {(q)d! = 2�2e2Nm
V �afa0a(1� e�~!0=T ) 1Z0 H(�; v)�!Dp� d!= 2�2e2Nm
V �afa0a(1� e�~!0=T ) 1Z�!0=�!DH(�; v)p� dv; (29.3)189



stosu
t~s� lixe funk
�Ý Fo��ta. Ni�n� me�u �nte�rala, una-sl�dok togo, wo !0 � �!D, t�gnemo na \m�nus bezme�n�st~", �zg�dno z umovo� normuvann� (15.2) dl� funk
�Ý Fo��ta 
e� �nte-�ral dor�vn�
 odini
�. U rezul~tat� ma
mo1Z0 {(q)d! = 2�2e2Nam
V fa0a(1� e�~!0=T ); (29.4)de Na = �aN | k�l~k�st~ atom�v u \ni�n~omu" stan� jai, z �ko-go atom perehodit~ u zbud�eni� ja0i pri poglinann� fotona. �kpravilo, ~!0=T � 1, � tomu krugla du�ka u (29.4) dor�vn�
 odi-ni
�.R�vn�nn� (29.4) za �ogo v�domo� z eksperimentu l�vo� qas-tino� xl�hom vim�r�vann� glibin spektral~nih l�n�� zor� do-zvol�
 znahoditi veliqinu �afa0a abo Nafa0a=V . Narext�, �kwov�domo k�l~k�st~ atom�v v odini
� ob'
mu, wo perebuva�t~ u stan�jai, to zv�dsi znahodimo silu os
il�tora fa0a. Vlasne v 
~o-mu � pol�ga
 problema, osk�l~ki viznaqenn� Na=V 
 na�b�l~ximd�erelom netoqnoste� v ustanovlenn�, �k ka�ut~, zor�nih silos
il�tor�v. Zokrema � son�qnu atmosferu z usp�hom vikoristo-vu�t~ �k prirodne visokotemperaturne gazove seredoviwe dl�viznaqenn� sil os
il�tora7. Detal~ni� opis stvorenn� son�q-nih sil os
il�tora za l�n��mi fraungoferovogo spektra podanov [18℄.Torknemos~ va�livogo pitann� wodo vikonann� pravila sumdl� vim�r�nih eksperimental~no sil os
il�tor�v. Dl� togo,wob perev�riti 
e pravilo, potr�bno vim�r�ti sili os
il�torafA0A dl� vs�h znaqen~ kvantovih qisel A0 pri zadanomu znaqenn�A, tobto dl� vs�h perehod�v �z kvantovogo stanu jAi �k \uverh",tak � \vniz". Odnak 
e nemo�livo. Spravd�, ne vs� kvantov� pe-rehodi optiqnogo elektrona 
 f�ziqno zd��snennimi, tomu wo vbagatoelektronnomu atom� qastina atomnih stan�v jA0i za�n�ta.P�dkreslimo, wo mova �de ne pro te, wo sila os
il�tora dl�7Dl� Son
� 
e stalo mo�livim p�sl� togo, �k u 1929 ro
� G. Rassel opub-l�kuvav h�m�qni� um�st son�qnoÝ atmosferi.190



perehodu jAi ! jA0i dor�vn�
 nulev�: vzagal� ka�uqi, vona v�d-m�nna v�d nul�, �kwo pereh�d dozvoleni� simetr��nimi vlasti-vost�mi hvil~ovih funk
��, �k� opisu�t~ 
� stani. Ot�e, �kwoeksperimental~n� znaqenn� sil os
il�tora fA0A p�dsumuvati za�ndeksom A0, to mi ne obov'�zkovo otrimu
mo odini
� u prav��qastin� formuli (24.4).Napriklad, dl� Na ma
mo elektronnu konf��ura
��:1s22s22p63s1. Osk�l~ki j2pi-stani povn�st� zapovnen�, to pere-h�d \uniz" j3si ! j2pi 
 f�ziqno nezd��sn�val~nim, hoqa silaos
il�tora, rozrahovana �k dl� vodnevopod�bnogo atoma, v�dm�n-na v�d nul�. �kwo obqisliti ÝÝ �k dl� vodnevopod�bnogo atoma,to f3s!2p = �3f2p!3s = �35 � 4�25�11 = �0:040769:Skazane potrebu
 we odnogo utoqnenn�: sili os
il�tora,p�dsumovan� za magn�tnim kvantovim qislom, zadovol~n��t~ neprostu r�vn�st~ fA0A = �fAA0, a z v�dpov�dnimi statistiqnimivagami.



ROZD �L VSTALA ZAGASANN�x 30. Ener��� vza
mod�Ý atoma z qastinkami otoqenn�Rozrahunok staloÝ zagasann� 
A0A ta zsuvu qastoti �!A0Aza teor�
� udarnogo nabli�enn� peredbaqa
 znann� konkretnogovigl�du ener��Ý vza
mod�Ý atoma, wo poglina
 elektromagn�tne vi-prom�n�vann�, z� zbur��qimi qastinkami otoqenn�. U zv'�zkuz 
im dokladn�xe rozgl�n~mo 
� veliqinu.Ot�e, neha� zar�d �dra atoma, wo poglina
 fotoni, dor�v-n�
 Z0, a vektorom R poznaqimo koordinatu �dra. Koordina-ti Ne elektron�v atoma v�dnosno �dra, kvantov� perehodi �kih� utvor��t~ vibranu spektral~nu l�n�� atoma, poznaqa
mo qe-rez r1; : : : ; rNe . Dl� ne�tral~nogo atoma u vipadku �ogo odno-elektronnoÝ model�, tobto koli rol~ rexti elektron�v zvodi-mo lixe do ekranuvann� �dra, oqevidno Ne = Z0. Poznaqimodal� koordinati 
entra mas Np zbur��qih qastinok vektora-mi R1;R2; : : : ;RNp . Koli � zbur��qa qastinka z nomerom a
 atomom z Nae elektronami, to poznaqatimemo koordinati 
ihelektron�v v�dnosno svogo �dra z nomerom a � zar�dom Za qerezr1a; ra2 : : : ; raNae . �kwo zbur��q� qastinki 
 v�l~nimi zar�da-mi, to, oqevidno, 
entri mas zb�ga�t~s� z Ýhn�mi koordinatami,tobto ma
mo raj = 0, a = 1; 2; : : :.Vipix�mo teper ener��� kulon�vs~koÝ vza
mod�Ý atoma z qas-tinkami otoqenn�:V̂ = NpXa=1 e2Z0ZajR�Raj � NeXi=1 NpXa=1 e2ZajR+ ri �Raj192



� NpXa=1 NaeXj=1 e2Z0jR� raj �Raj + NeXi=1 NpXa=1 NaeXj=1 e2jR+ ri �Ra � raj j : (30.1)Vikorista�mo dal� operator zsuvu, �kim mi v�e poslugovuva-lis~ ran�xe (div. vinosku na 
tor. 100, formuli (17.1), (17.2)).Ot�e, bez za�vih komentar�v ma
mo (operator r d�
 na R):V̂ = NpXa=1 e2Z0ZajR�Raj � NpXa=1 NeXi=1 erir e2ZajR�Raj� NpXa=1 NaeXj=1 e�rajr e2Z0jR�Raj+ NpXa=1 NeXi=1 erir NaeXj=1 e�rajr e2ZajR�Raj (30.2)= NpXa=1 NeXi=1 erir � Z0!0�NaeXj=1 e�rajr � Za1A e2jR�Raj :Uvedemo operator uzagal~nenogo zar�du atomaQ̂ = e NeXi=1 erir � Z0! (30.3)� v�dpov�dni� operator dl� zbur��qoÝ qastinki sortu aQ̂a = e0�NaeXj=1 erajr � Za1A : (30.4)Teper nax operator zburenn� mo�na zapisati tak:V̂ = Q̂ NpXa=1 Q̂+a 1jR�Raj ; (30.5)193



de vvedeno zviqa�nim sposobom spr��eni� operator zar�duQ̂+a = e0�NaeXj=1 e�rajr � Za1A : (30.6)Takim qinom, operator zburenn� V̂ formal~no ma
 vigl�d ener-��Ý kulon�vs~koÝ vza
mod�Ý qastinok z operatornimi zar�dami Q̂ta Q̂+a .�kwo u viraz� dl� Q̂ � Q̂a pri zv'�zanih stanah elektron�vzrobiti rozkladi eksponenti v r�d, to otrimu
mo mul~tipol~n�rozkladi: Q̂ = Q+ dr+ 12X�;� Q��r�r� + : : : ; (30.7)Q = e(Ne � Z0) (30.8)| elektriqni� zar�d atoma,d = e NeXi=1 ri (30.9)| elektriqni� dipol~ni� moment atoma,Q�� = e NeXi=1 x�i x�i (30.10)| �ogo elektriqni� kvadrupol~ni� moment1; tut x�i | dekarto-v� koordinati i-togo elektrona v�dnosno �dra, � = 1; 2; 3, tak wo1Elektriqni� kvadrupol~ni� moment, \normovani�" standartno, tak,wob sl�d matri
� Q�� dor�vn�vav nulev�, viznaqa�t~ u tak�� spos�b:Q�� = e NeXi=1 �3x�i x�i � r2Æ��� :Qlen �z simvolom Kronekera da
 nul~ovi� vnesok v ener��� vza
mod�Ý V̂ vnas-194



x1i = xi; x2i = yi; x3i = zi; r� = �=�X� | skladov� operatora �ra-d�
nta za komponentami vektora R = R(X;Y;Z), X1 = X; X2 =Y; X3 = Z.Analog�qn� virazi matimemo � dl� operatornogo zar�du zbu-r��qoÝ qastinki, �kwo 
e ne�tral~ni� atom abo �on z elektro-nami u zv'�zanih stanah:Q̂a = Qa + dar+ 12X�;� Q��a r�r� + : : : ; (30.11)de v�dpov�dn� elektriqn� mul~tipol~n� momentiQa = e(Nae � Za);da = e NaeXj=1 rja; (30.12)Q��a = e NaeXj=1 x�jax�ja:Koli zbur��q� qastinki 
 v�l~nimi zar�dami, to operator Q̂azvodit~s� prosto do elektriqnogo zar�du qastinki Qa. Takimqinom, �kwo atom vza
mod�
 �z sistemo� v�l~nih zar�d�v, rja = 0� Q̂a = Qa, to viraz dl� ener��Ý V̂ za umovi elektrone�tral~nost�PaQa = 0 zb�ga
t~s� z formulo� (17.2) z v�dpov�dnimi perepo-znaqenn�mi.Vipix�mo dal� dl� prikladu ener��� vza
mod�Ý ne�tral~nogoatoma (Q = 0) z ne�tral~no� zbur��qo� qastinko� z nomeroml�dok togo, wo kulon�vs~ki� poten
�al zadovol~n�
 r�vn�nn� Laplasa:X�� r2Æ��r�r� 1jR�Raj = r2r2 1jR�Raj = 0:Z 
~ogo oznaqenn� vipliva
, wo Q�� ma
 p'�t~ nezale�nih komponent, os-k�l~ki Q�� = Q�� � P�Q�� = 0. Oqevidno, wo ostatoqn� rezul~tati nezale�atimut~ v�d togo, �ke oznaqenn� mi pri�ma
mo dl� Q��. 195



a (Qa = 0) v dipol~nomu nabli�enn�:V̂ = �(dr)(dar) 1jR�Raj= (dda)� 3(dn)(dan)jR�Raj3 ; (30.13)de odiniqni� vektor n = (R�Ra)=jR�Raj.Koli � atom ma
 zar�d Q, a zbur��qa qastinka 
 ne�tral~-no� z dipol~nim momentom da, toV̂ = Qda(R�Ra)jR�Raj3 : (30.14)Navpaki, koli vibrani� atom, wo poglina
 fotoni, 
 ne�tral~-nim z dipol~nim momentom d, a zbur��qa qastinka nese na sob�zar�d, to V̂ = Qad(Ra �R)jR�Raj3 : (30.15)U konkretnih rozrahunkah dl� vs�h potr�bnih nam vipadk�vener��� V̂ budemo vipisuvati �z zagal~noÝ formuli (30.5).Zapix�mo ener��� V̂ , vikoristovu�qi fur'
-peretvorenn� ku-lon�vs~kogo poten
�alu:1jR�Raj = 1V Xq 4�q2 eiq(R�Ra); (30.16)tut komponenti hvil~ovogo vektora q nabuva�t~ 
�loqisel~nihznaqen~, kratnih do 2�=L, de L| dov�ina rebra kub�qnogo �wi-ka ob'
mom V = L3, u �k�� roztaxovana naxa sistema. Pereh�dv�d p�dsumovuvann� za q do �nte�ruvann� zd��sn�
mo tak samo,�k � u formul� (2.1). Ot�e, p�dstavl��qi (30.16) u (30.5) � d��qioperatorami zsuvu v zar�dah Q̂ ta Q̂a na eksponenti, z (30.16)znahodimo: V̂ =Xq NpXa=1 4�Q(q)Qa(�q)V q2 eiq(R�Ra); (30.17)196



de Q(q) = e NeXi=1 eiqri � Z0! ; (30.18)Qa(q) = e0�NaeXj=1 eiqraj � Za1A : (30.19)�nod� zruqn�xe vikoristovuvati 
� formuli, n�� (30.3){(30.6).Pere�d�mo teper do vstanovlenn� virazu dl� poten
�al~noÝener��Ý vza
mod�Ý UA atoma, wo perebuva
 u stan� jAi z qastinkamiotoqenn�. Dl� 
~ogo neobh�dno zna�ti seredn
 znaqenn� povnoÝener��Ý sistemi \atom pl�s zbur��qa qastinka" pri f�ksovan��v�dstan� m�� nimi r = jR�Raj.Neha� atom znahodit~s� u stan� jAi, a zbur��qa qastinka ustan� jf), tak wo povna hvil~ova funk
�� atoma � qastinki, wone vza
mod��t~ m�� sobo�, dor�vn�
jA; fi = jAijf): (30.20)Mi spe
�al~no v�ivatimemo kruglu du�ku v d�rak�vs~kih po-znaqenn�h stan�v zbur��qih qastinok. Za shemo� standartnoÝkvantovomehan�qnoÝ teor�Ý zburen~ ener��� UA v perxomu por�d-ku dor�vn�
 seredn~omu znaqenn� operatora V̂ v stan� jA; fi:UA(r) = hA; f jV̂ jf;Ai: (30.21)Rozgl�n~mo vza
mod�� ne�tral~nogo atoma z toqkovim zar�-dom veliqiniQa, koli operator zburenn� V̂ dano virazom (30.15):UA(r) = Qar2 hAjdjAin; (30.22)de odiniqni� vektor n, spr�movani� uzdov� l�n�Ý, wo z'
dnu
atom �z zar�dom (neha� njjz). Osk�l~ki seredn
 znaqenn� elekt-riqnogo dipol~nogo momentu hAjdz jAi = 0, to � UA(r) = 0. Vi-n�tkom 
 lixe atom vodn�, dl� �kogo 
e seredn
 znaqenn� dl�197



zbud�enih stan�v, unasl�dok Ýh virod�enn�, 
 v�dm�nnim v�d nul�� dor�vn�
 [13℄ hAjdz jAi = �32eaBn(n1 � n2);de n; n1; n2 | parabol�qn� kvantov� qisla. Ot�e, dl� vodn� ener-��� �ogo vza
mod�Ý �z zar�dom ne dor�vn�
 nulev� v�e v perxomupor�dku teor�Ý zburen~:UA(r) = �32eQaaBn(n1 � n2)r2 : (30.23)Dl� �nxih atom�v neobh�dno zvernutis~ do drugogo por�dkuteor�Ý zburen~UA(r) = XA1 Xf1(A1;f1 6=A;f) jhA; f jV̂ jA1; f1ij2EA +Eaf �EA1 �Eaf1 ; (30.24)de EA | ener��� atoma v stan� jAi, a Eaf | ener��� zbur��qoÝqastinki v stan� jf). P�dstavl��qi v (30.24) operator V̂ z (30.15),znahodimo ener��� �on-atomnogo poten
�alu:UA(r) = �Q2a�A2r4 ; (30.25)de pol�rizovan�st~ atoma v stan� jAi�A = 2 XA1(A1 6=A) jhAjdz jA1ij2EA1 �EA : (30.26)C� veliqinu mo�na zapisati qerez silu os
il�tora, �ku mioznaqili virazom (11.7):fA1A = 2m!A1A~ ���hA1jzjAi���2: (30.27)198



Ot�e, �A = ~2e2m XA1(A1 6=A) fA1A(EA1 �EA)2 : (30.28)Ener��� vza
mod�Ý atoma z ne�tral~no� qastinko� otrima
mou drugomu por�dku teor�Ý zburen~ (30.24) za operatorom zburenn�V̂ z (30.13). Vibira�qi napr�m n uzdov� os� z � useredn��qi zakutami, znahodimo UA(r) = �CA6r6 ; (30.29)de CA6 = XA1 Xf1(A1;f1 6=A;f)n4jhAjdz jA1ij2j(f jdzajf1)j2+ jhAjdxjA1ij2j(f jdxajf1)j2 + jhAjdy jA1ij2j(f jdyajf1)j2o� 1EA1 +Eaf1 �EA �Eaf ; (30.30)priqomu 
� veliqinu potr�bno useredniti we za poqatkovimistanami jf) zbur��qoÝ qastinki. Veliqinu (33.29) naziva�t~poten
�al~no� ener��
� Van der Vaal~sa, a stalu CA6 | kons-tanto� Van der Vaal~sa. Stalu CA6 rozrahovu�t~, vikoristo-vu�qi znaqenn� sil os
il�tora. Eksperimental~n� viznaqenn�CA6 �runtu�t~s� na vim�r�vann� perer�zu pru�nogo rozs��nn� abodl� odnakovih atom�v | na vim�r�vann� v'�zkost� gaz�v.Urahuvann� viwih mul~tipol~nih moment�v (30.12) v opera-tor� zburenn� privodit~ do viwih stepen�v obernenoÝ v�dstan� vpoten
�al~n�� ener��Ý. U zagal~nomu ÝÝ mo�na zobraziti rozkla-dom u r�d: UA(r) = �Xk�0 CAn+2krn+2k : (30.31)199



Pri n = 4 ma
mo �on-atomni� poten
�al; n = 6 | 
e poten
�alvza
mod�Ý m�� dvoma ne�tral~nimi atomami, �ka viznaqa
t~s�, vosnovnomu, van-der-vaal~s�vs~ko� vza
mod�
�. Qislov� znaqenn�silovih konstant Cn dl� r�znih tip�v m��qastinkovih vza
mod��mo�na zna�ti v [27℄.Mul~tipol~ni� rozklad (30.31) pra
�
, koli v�dstan� m��qastinkami velik�. Ce real�zu
t~s� v tak�� rozr�d�en�� gazov��sistem�, �ko� 
 atmosfera zor�. �kwo qastinki perebuva�t~ nav�dstan�h, sum�rnih z Ýhn�mi rozm�rami, to userednenn� za elekt-ronnimi stanami neobh�dno provesti, vikoristovu�qi formulu(30.17) dl� operatora zburenn� V̂ bez rozkladu zar�d�v (30.18),(30.19) u r�d za stepen�mi q.x 31. Rozrahunok faz rozs��nn�Ma�qi �vni� viraz dl� poten
�al~noÝ ener��Ý vza
mod�Ý m��atomom � zbur��qo� qastinko� (30.31), mo�emo vz�tis� za ob-qislenn� veliqini 
A za formulo� (21.13). Perxe zavdann�,�ke stoÝt~ pered nami, | 
e rozrahunok faz rozs��nn� (21.10).P�dstavl��qi (30.31) v (21.10), znahodimoÆ =Xk�0 2CAn+2kv~ 1Z� drrn+2kp1� (�=r)2 : (31.1)Zrobimo zam�nu zm�nnih x = (�=r)2, p�sl� �koÝ viraz (31.1) nabu-va
 takogo vigl�du:Æ =Xk�0 CAn+2kv~�n+2k�1 1Z0 x(n+2k�3)=2(1� x)�1=2 dx: (31.2)Ce� �nte�ral zvodit~s� do B-�nte�rala E�lera � vira�a
t~s� qe-rez �-funk
�Ý [28℄: 1Z0 ty�1(1 � t)z�1 dt = �(y)�(z)�(y + z) ; (31.3)200



Re y > 0; Re z > 0:Teper z (31.2) oder�u
moÆ =Xk�0 CAn+2kv~�n+2k�1 �(1=2)� �k + n�12 �� �k + n2 � ; n > 1: (31.4)Umova n > 1 vipliva
 z umovi Re y > 0 v oznaqenn� (31.3) prik = 0.Zrobimo zauva�enn� do 
~ogo rezul~tatu. Viraz (21.8) qi(21.10), �ki� viznaqa
 fazu rozs��nn� qerez poten
�al UA(r), |
e lixe l�n��ni� qlen rozkladu za UA(r) kvaz�klasiqnogo virazudl� Æ. Dl� rozr�d�enogo seredoviwa, �kim 
 zor�na atmosfera,va�livo vrahuvati \stepenev� hvosti" poten
�alu UA(r), osk�l~-ki seredn� v�dstan� m�� qastinkami velik�. Same taki� vigl�dpoten
�alu f�ksu
 formula (30.31), � �k nasl�dok ma
mo viraz(31.4) dl� fazi Æ. �kwo vrahuvati dl� Æ nastupni� kvadra-tiqni� qlen rozkladu za UA(r), to golovni� vnesok u fazu budepropor
��nim do 1=v3�2n�1. Ot�e, �ogo vnesok u Æ 
 takim wo-do obernenoÝ pri
�l~noÝ v�dstan� �, �k � k-ti� qlen rozkladu v(31.4) z k = n=2. Dl� van-der-vaal~s�vs~koÝ vza
mod�Ý (n = 6) |
e qetverti� qlen rozkladu. Tobto zdavalos~ bi, wo korektnim
 utrimann� v (31.4) postvan-der-vaal~s�vs~kih vza
mod�� lixedo k = 2. Odnak potr�bno vrahuvati, wo kvadratiqni� vnesoku Æ ma
 dodatkovi� mno�nik 1=v2, �ki� v ostatoqnomu p�dsumkudast~ starx� qleni rozkladu 
A za temperaturo�.Pere�d�mo do obgovorenn� nepru�nih z�tknen~ atoma z qas-tinkami otoqenn�, tobto z�tknen~, �k� zm�n��t~ vnutr�xn�� stanqastinok. U 
~omu vipadku ampl�tuda rozs��nn� f menxa, n��pri qisto pru�nomu rozs��nn�, osk�l~ki 
 dodatkov� kanali vi-vodu atoma z �ogo poqatkovogo stanu. U viraz� (21.13) dl� 
A 
evrahovano u to� spos�b, wo faza rozs��nn� zam�nena kompleksno�veliqino� Æ = Æ0 + iÆ00: (31.5)U�vna qastina fazi Æ00 viznaqa
 vnesok nepru�nih z�tknen~. Ve-liqina Æ00 
 koef�
�
ntom poslablenn� rozs��noÝ hvil� (Æ00 � 0),201



� golovni� vnesok u ÝÝ veliqinu davatime drugi� por�dok teor�Ýzburen~ za operatorom V̂ z (30.5) abo (30.17), wo viznaqa
 vza
-mod�� atoma z �drom ta us�ma elektronami zbur��qoÝ qastinki.Ot�e, veliqina Æ00 takogo � por�dku, wo � poten
�al~na ener���UA(r), �ka tako� 
 rezul~tatom drugogo nabli�enn� za operato-rom V̂ (za vin�tkom vza
mod�Ý atoma vodn� v zbud�enomu stan� z�onami vnasl�dok virod�enn� 
ih stan�v, pro wo �xlos� v x 30).Ot�e, osk�l~ki golovni� vnesok u veliqinu Æ00 
 l�n��nim zaUA(r), to prirodno pripustiti, wo Æ00 � Æ0, priqomu d��sna qas-tina fazi Æ0 viznaqena formulo� (21.10). Beruqi do uvagi vseskazane, poklada
mo Æ00 = pÆ0; (31.6)de p nazivatimemo parametrom nepru�nih z�tknen~. Veliqina p
 v�l~nim parametrom teor�Ý, odnak za svoÝm zm�stom v�n povinenzm�n�vatis~ u takih me�ah (p � 0 dl� Æ0 > 0): 0 � p . 1.Takim qinom, faza rozs��nn� Æ, wo vrahovu
 � pru�n�, � ne-pru�n� z�tknenn�, �k vipliva
 z (31.5), (31.6) ta (31.4), dor�vn�
Æ = (1 + ip)Xk�0 CAn+2kv~�n+2k�1 �(1=2)� �k + n�12 �� �k + n2 � ; n > 1: (31.7)Sl�d oq�kuvati, wo rezul~tati rozrahunk�v staloÝ zagasann� z vi-koristann�m 
~ogo virazu budut~ korektnimi, �kwo zale�n�st~v�d parametra nepru�nih p z�tknen~ dostatn~o slabka v prom��-ku �ogo mo�livih znaqen~.x 32. Qas �itt� kvaz�sta
�onarnih stan�v � zsuvener�etiqnih r�vn�v atomaZsuv r�vn�v ener��Ý atoma �EA ta qas �ogo �itt� 1=
A u stan�jAi zumovlen� z�tknenn�mi z� zbur��qimi qastinkami viznaqa
zagal~ni� viraz (21.13), a zna�dena v poperedn~omu paragraf�faza rozs��nn� (31.7) dozvol�
 provesti rozrahunok 
ih veliqin202



do k�n
�. Ot�e, z (21.13) ta (31.7) znahodimo:i~�EA + 
A2 = NpV hvIi; (32.1)a �nte�ral I = 2� 1Z0 �1� e�z��� d�; (32.2)de z = p� i; (32.3)� = CAnv~ �(1=2)� �n�12 �� �n2 � � 1�2�n�12 Xk�0 
k�2k ; (32.4)
k = CAn+2kCAn � �k + n�12 �� �n2 �� �k + n2 �� �n�12 � : (32.5)�nte�ru
mo v (32.2) qastinami:I = ��2 �1� e�z�� ���10 � �z 1Z0 �2e�z� d�d� d�: (32.6)Perxi� dodanok dor�vn�
 nulev� (n > 3), �kwo vz�ti do uvagi(32.4), a v �nte�ral� naproxu
t~s� pereh�d do novoÝ zm�nnoÝ �nte�-ruvann� �. Z urahuvann�m togo, wo � = 0 pri � =1 � � =1 pri� = 0 z (32.6), oder�u
moI = �z 1Z0 �2e�z� d�: (32.7)203



Teper zalixilos~ zna�ti z r�vn�nn� (32.4) veliqinu �2 �k fun-k
�� �. Z 
�
� meto� r�d (32.4) zapix�mo tak:x = y�m�1 + 
1y + 
2y2 + : : :� ; (32.8)x = � v~CAn � �n2 �� �12�� �n�12 � ;m = n� 12 ; (32.9)y = �2:Obern�mo r�d (32.8), tobto viznaqimo 1=y u vigl�d� r�du za x, anastupnim krokom \perevernemo" otrimani� r�d � zna�demo v�eveliqinu y = �2 u vigl�d� r�du za x. Vikonu�qi 
� d�Ý, ma
mo2�2 = x�1=mXk�0 akxk=m; (32.10)de a0 = 1;a1 = 
1m;a2 = 1m �
2 � 
21m+ 12m � ; (32.11)a3 = 1m �
3 � 
1
2m+ 2m + 
31 (m+ 1)(m + 2)3m2 � ;a4 = 1m"
4 � 
22m+ 32m � 
1
3m+ 3m2Dl� vikonann� 
~ogo zavdann� mo�na tako� vikoristati standartn�komp'�tern� programi dl� anal�tiqnih rozrahunk�v.204



+
21
2 (m+ 3)(2m + 3)2m2 � 
41 (m+ 1)(m+ 3)(2m + 3)8m3 #: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :P�dstavl�
mo viraz (32.10) do (32.7) � perehodimo do �nte�ru-vann� za x: I = �zCAnv~ � �12�� �n�12 �� �n2 � Xk�0 ak 1Z0 x k�1m e�sx dx; (32.12)s = zCAnv~ � �12�� �n�12 �� �n2 � ; n > 3:Za oznaqenn�m 
e� �nte�ral zvodit~s� do �-funk
�Ý [28℄:1Z0 x��1e�sx dx = s���(�); (32.13)Re � > 0; Re s > 0; abo Re s = 0; 0 < Re � < 1:Teper I = �Xk�0 ak v~zCAn � �n2 �� �12�� �n�12 �! k�1m��1 + k � 1m � ; (32.14)n > 3:Umova na pokaznik poten
�alu n > 3 vipliva
 z umovi Re � > 0u (32.13), � = 1 + k � 1m = 1 + 2(k � 1)n� 1 ;pri k = 0. Zv�dsi vihodit~, wo z naxogo rozgl�du vipada
 va�-liva zadaqa pro rozxirenn� za udarnim mehan�zmom spektral~-nih l�n�� atoma vodn� elektronami. Osk�l~ki tut poten
�al205



(30.23) ma
 pokaznik n = 2, to vinika�t~ rozb��n� �nte�rali.C� zadaqu mi rozgl�nemo p�zn�xe okremo.Zrob�mo narext� ostann�� krok �, zg�dno z (32.1), vikona�mouserednenn� za xvidkost�mi, vva�a�qi, �k � v x 14, wo rozpod�lza xvidkost�mi w(v) 
 maksvell�vs~kim z efektivno� tempera-turo� T � z (14.6), �ka vrahovu
 m�kroturbulentn� ruhi zor�noÝatmosferi: w(v) = e�Mv2=2T �,Z e�Mv2=2T � dv; (32.15)Z dv = 1Z�1 dvx 1Z�1 dvy 1Z�1 dvz;h: : :i = Z w(v)(: : :) dv: (32.16)P�dstavmo viraz (32.14) u (32.1):i~�EA + 
A2 = NpV �Xk�0 ak� ~zCAn � �n2 �� �12�� �n�12 �! k�1mhv k�1m +1i��1 + k � 1m � : (32.17)Pere�d�mo v oznaqenn� seredn~ogo (32.16) do sferiqnih koordi-nat dl� zm�nnoÝ �nte�ruvann� v � zna�demohv�i = 1R0 v�+2e�Mv2=2T � dv1R0 v2e�Mv2=2T � dv :C� �nte�rali zam�no� x =Mv2=2T � zvodimo do �-funk
�� (32.13)� oder�u
mo, wo hv�i = �2T �M ��=2 � ��+32 ��(32) : (32.18)206



Dal� kompleksnu veliqinu z z (32.3) zobra�u
mo u trigono-metriqn�� form� qerez modul~ � fazu:z =p1 + p2 exp ��i ar
tg�1p�� : (32.19)P�dstanovka (32.18), (32.19) v (32.17) p�sl� vid�lenn� d��snoÝ� u�vnoÝ qastini da
 taki� rezul~tat:�EA~ = NpV 2p�Xk�0 ak ~CAn � �n2 �� �12�� �n�12 �! k�1m
��2T �M � k�12m + 12 ��1 + k � 1m � (32.20)���k � 12m + 2� (1 + p2)� k�12m sin�k � 1m ar
tg�1p�� ;

A2 = NpV 2p�Xk�0 ak ~CAn � �n2 �� �12�� �n�12 �! k�1m
��2T �M � k�12m + 12 ��1 + k � 1m � (32.21)���k � 12m + 2� (1 + p2)� k�12m 
os �k � 1m ar
tg�1p�� ;nagada
mo, wo tut m = (n� 1)=2, a M | privedena masa atoma.Zsuv qastoti spektral~noÝ l�n�Ý �!A0A ta stala zagasann�
A0A, zumovlen� z�tknenn�mi atoma z qastinkami seredoviwa, da-�t~s� formulami (21.17), (21.18). Tobto veliqina �!A0A 
 r�z-ni
e� viraz�v (32.20) dl� atomnih stan�v jA0i ta jAi, a 
A0A=2| sumo� viraz�v (32.21) dl� 
ih stan�v. Pri 
~omu sl�d brati207



do uvagi, wo ne t�l~ki konstanti poten
�al~noÝ ener��Ý vza
mo-d�Ý CAn , �k� vhod�t~ do ak, ale � parametr nepru�nih z�tknen~ p,uzagal� ka�uqi, r�zn� dl� r�znih stan�v. �kwo vva�ati, wo 
�veliqini 
 odnakov� dl� vs�h atomnih stan�v, to, oqevidno, zsuvqastoti �!A0A = 0, a stala zagasann� 
A0A = 2
A. Zrozum�lo, woefekti zburenn� atoma zale�at~ v�d togo, u �komu stan� v�n pe-rebuva
. Tomu 
e� kra�n�� vipadok mo�e real�zuvatis~ h�ba wovipadkovo abo dl� stan�v, �k� 
 bliz~kimi za svoÝmi harakteris-tikami. Zva�a�qi na maliznu vnesk�v nepru�nogo rozs��nn� taneviznaqen�st~ parametra p, �ogo mo�na vibrati odnakovim dl�stan�v jA0i ta jAi, m�� �kimi v�dbuva
t~s� visv�quvann� spekt-ral~noÝ l�n�Ý. Wodo konstant vza
mod�Ý CAn , to take pripuwenn�
 sil~no� nat��ko�.x 33. Van-der-vaal~s�vs~ka stala zagasann�Vid�limo v r�vn�nn� (32.21) golovni� vnesok, tobto perxi�qlen r�du, koli k = 0, � dl� staloÝ zagasann� 
A0A = 
A0 + 
A,�ku poznaqimo v 
~omu nabli�enn� qerez 
0A0A, oder�imo taki�viraz:
0A0A = NpV 4p��2T �M � n�32(n�1) "Cn~ � �12�� �n�12 �� �n2 � # 2n�1� ��n� 3n� 1���2n� 3n� 1 �� �1 + p2� 1n�1 
os � 2n� 1ar
tg�1p�� ; (33.1)de vvedeno poznaqenn� Cn, a sameC2=(n�1)n = �CA0n �2=(n�1) + �CAn �2=(n�1) : (33.2)208



Dl� zsuvu qastoti perxi� qlen r�du (32.20) da
:�!A0A = NpV 2p��2T �M � n�32(n�1) " �Cn~ � �12�� �n�12 �� �n2 � # 2n�1� ��n� 3n� 1���2n� 3n� 1 �� �1 + p2� 1n�1 sin� 2n� 1ar
tg�1p�� ; (33.3)tut uvedeno nove poznaqenn� �Cn,( �Cn)2=(n�1) = (CA0n )2=(n�1) � (CAn )2=(n�1): (33.4)�kwo v (33.1) poklasti n = 6, p = 0, to mi otrima
mo van-der-vaal~s�vs~ku stalu zagasann�, �ka viznaqa
 rozxirenn� spekt-ral~nih l�n�� atoma pri �ogo vza
mod�Ý z ne�tral~nimi qastin-kami seredoviwa bez urahuvann� nepru�nogo rozs��nn�:
WL = NpV �C6~ �2=5�8T ��M�3=10 2���35���95�� �2=5�52� 
os��5� (33.5)abo 
WL = 7:901NpV �C6~ �2=5�8T ��M�3=10 : (33.6)C� formula v�doma p�d nazvo� \stala zagasann� v nabli�en-n� Va�skopfa{L�ndgol~ma" [7℄, qim � zumovlena po�va �ndeksu\WL". Zsuv qastoti v 
~omu nabli�enn��!A0A = NpV � �C6~ �2=5�8T ��M�3=10 ���35���95� 209



� �2=5�52� sin��5� ; (33.7)
WL�!A0A = 2�C6�C6�2=5 
tg ��5� = 2:75276�C6�C6�2=5 :Zrobimo dek�l~ka zauva�en~ do 
ih formul. Po-perxe, �kpravilo, pri userednenn� za xvidkost�mi robl�t~ zam�nu hv�i nahvi� . Ce ne du�e zm�n�
 qislovi� koef�
�
nt v (33.6), odnak mipovinn� provoditi userednenn� za xvidkost�mi zg�dno z toqnimoznaqenn�m (32.1).U zv'�zku z tako� nepravom�rno� zam�no� qislove znaqenn�koef�
�
nta v (33.6) navod�t~ 8.08, zam�st~ 7.901 [7℄. Ce neznaqnezb�l~xenn� �kraz � v�dpov�da
 tomu, wo, zg�dno z (32.18),hv3=5i = hvi3=5��95�� 4��1=5 ;� nabli�ena zam�na hv3=5i na hvi3=5 oznaqa
 nevrahuvann� mno�-nika �(9=5)(4=�)1=5 = 0:97775 v (33.5), wo � vede do zb�l~xenn�qislovogo znaqenn� koef�
�
nta z 7.901 do 8.08.Druge zauva�enn� stosu
t~s� togo, wo temperaturna zale�-n�st~ staloÝ zagasann� ta zsuvu qastoti �de qerez efektivnu tem-peraturu T �, �ka vrahovu
 �k teplov�, tak � m�kroturbulentn�ruhi qastinok v atmosfer� zor�.Narext�, zverta
mo osoblivu uvagu na te, wo silov� konstan-ti C6 ta �C6 
 r�znimi u formulah dl� staloÝ zagasann� 
A0A tazsuvu qastoti �!A0A. Voni budut~ odnakovimi, �kwo vva�ati,wo kvaz�sta
�onarn�st~ beremo do uvagi lixe dl� stanu jA0i, astan jAi | sta
�onarni�. Tobto, koli poklasti CAn = 0, � tod�Cn = �Cn = CA0n . Take nabli�enn� oznaqa
, wo lixe verhn� r�vn�atoma 
 rozxirenimi, a ni�n� n�. Uzagal� ka�uqi, 
e ne tak,tomu dl� ko�noÝ spektral~noÝ l�n�Ý potr�bni� akuratni� anal�zatomnih silovih konstant CA0n ta CAn . �kwo Ýhn� qislov� znaqen-210



n� 
 odnogo por�dku, to 
e vede do zb�l~xenn� udv�q� veliqini
A0A, a zsuv qastoti sta
 bliz~kim do nul�.Dosl�dniki zor�nih spektral~nih l�n�� dl� uzgod�enn� spo-stere�uvanih prof�l�v z teoretiqno rozrahovanimi qasto zmu-xen� \rukami" zb�l~xuvati koef�
�
nt v 
WL. Traktu�t~ 
e �knespromo�n�st~ teor�Ý davati nad��n� rezul~tati dl� staloÝ zaga-sann�. Odnak zauva�enn�, vikladen� viwe, pokazu�t~, wo 
e netak. Zokrema, potr�bno p�dstavl�ti dl� C6 pravil~n� znaqenn� zurahuvann�m rozxirenn� �k verhn�h, tak � ni�n�h r�vn�v atoma.Dodatkove zb�l~xenn� staloÝ zagasann� da�t~ � nepru�n� z�-tknenn�. �k vidno z (33.1), pri n = 6 veliqina
A0A = 
WL �1 + p2�1=5 
os h25ar
tg � 1p�i
os ��5 � : (33.8)Legko baqiti, wo 
A0A > 
WL. Graf�k zale�nost� 
A0A=
WL v�dparametra nepru�nih z�tknen~ p podano na ris. 18.

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

���

γ
$
$

�γ
:/

SRis. 18. Zale�n�st~ van-der-vaal~s�vs~koÝ staloÝ zagasann� v�d para-metra nepru�nih z�tknen~. 211



We odin mehan�zm zb�l~xenn� veliqini 
A0A | 
e postvan-der-vaal~s�vs~k� vza
mod�Ý, �k� neznaqno zm�n��t~ tako� � tem-peraturnu zale�n�st~ staloÝ zagasann�3.x 34. Postvan-der-vaal~s�vs~ke rozxirenn�spektral~nih l�n��M��qastinkov� vza
mod�Ý, �ntensivn�st~ �kih zmenxu
t~s� zv�dstann� za stepenevimi zakonami xvidxe, n�� 1=r6, budemonazivati postvan-der-vaal~s�vs~kimi. Hoqa Ýhn�� vnesok u roz-xirenn� atomnih spektral~nih l�n�� znaqno menxi�, n�� van-der-vaal~s�vs~kih vza
mod��, odnak �ogo vrahuvann� 
 va�livimpri detal~nomu \pripasovuvann�" eksperimental~nih ta teore-tiqnih kontur�v l�n��.Zvern�mos~ do formuli (32.21) � vipix�mo stalu zagasann�
A0A = 
A0+
A u v�dnoxenn� do veliqini 
0A0A z (33.1). Nas 
�ka-vitime temperaturna zale�n�st~ 
A0A, �ku stvor��t~ postvan-der-vaal~s�vs~k� vza
mod�Ý, tomu zapixemo r�d dl� 
A0A �k roz-klad za stepen�mi T 1=(n�1). Mi ne f�ksuvatimemo pokaznik nstepenevogo zmenxenn� vza
mod�� znaqenn�m n = 6 z tim, wo mo-�e trapitis~ potreba vivqati � �nx� vipadki, napriklad, kvad-ratiqni� efekt Xtarka, koli n = 4.Ot�e, z urahuvann�m wo�no skazanogo z (32.21) znahodimo,vid�l��qi okremo qlen z k = 0:
A0A=
0A0A = 1 +Xk�1�2T �M � kn�1 " � �n2 �� �12�� �n�12 �# 2kn�1 1(1 + p2) kn�1���1 + 2 k�1n�1���2 + k�1n�1���1� 2n�1���2� 1n�1� 
os h2 k�1n�1ar
tg �1p�i
os h 2n�1ar
tg �1p�i (34.1)3Qitaqev�, �kogo osoblivo 
�kavl�t~ 
� pitann�, rekomendu
mo tako�statt� P. S. Barklem, B. J. O'Mara, J. E. Ross, Mon. Not. R. Astron. So
.296, 1057{1060 (1998), de 
 posilann� � na poperedn� pra
� 
~ogo 
iklu.212



�24 CA0nCn ! 2n�1 ak(A0)(CA0n =~) 2kn�1 +�CAnCn � 2n�1 ak(A)(CAn =~) 2kn�1 35 ;tut dl� koef�
�
nt�v ak z (32.11) mi vveli zale�n�st~ v�d nomeraatomnogo stanu A, ak(A) = ak, tomu wo v (32.5) silov� konstantima�t~ v�dpov�dn� �ndeksi 
ih stan�v. Konstanta Cn viznaqenar�vn�nn�m (33.2).Zruqno pere�ti v (34.1) do znerozm�renih veliqin. �k vidno zvirazu (30.31) dl� poten
�al~noÝ ener��Ý atoma, veliqina CAn ma
rozm�rn�st~ \ener��� � v�dstan~ v stepen� n". Vim�r�vatimemosilov� konstanti v atomnih odini
�h:CAn = C�An e2aBanB; (34.2)deC�An | uv�l~nena v�d rozm�rnost� silova konstanta, aB = ~2=me2| bor�vs~ki� rad�us. Z (32.5), (32.11) vipliva
, wo koef�
�
ntiak ma�t~ rozm�rn�st~ � CAn+2k=CAn , tobto propor
��n� do a2kB . Takwo viraz v ostann�� kvadratn�� du�
� v (34.1) ma
 taku rozm�r-n�st~:a2kB .� e2~aBanB� 2kn�1= 1.�e2~ � 2kn�1= �m2 .me42~2 � kn�1= � m2T0� kn�1 ;tut m | masa elektrona, � mi vveli masxtab vim�r�vann� tem-peraturi T0, �ki� dor�vn�
 odnomu r�dber�ov� (nagadu
mo Qita-qev�, wo mi domovilis~ vim�r�vati temperaturu v ener�etiqnihodini
�h),T0 = 1Ry = me42~2 = 13:6 eV(= 1:578908 � 105K): (34.3)Teper viraz dl� staloÝ zagasann� (34.1) mo�na zapisati os-tatoqno �k r�d za stepen�mi (T �=T0)1=(n�1). Dl� 
~ogo potr�bnolixe zapastis~ terp�nn�m do prostih peretvoren~ �z vikoristan-n�m dl� �-funk
�Ý ÝÝ vlastivost� x�(x) = �(x+1) � zna�ti perx�213



koef�
�
nti r�du4:
A0A=
0A0A = 1 +Xk�1Bk �T �T0 � kn�1 ; (34.4)de B1 =  C�A0n+2C�A0n + C�An+2C�An !� 2D��n�3n�1��� 2n�3n�1 � 
os h 2n�1ar
tg �1p�i ; (34.5)
B2 = (CA0 + CA)(n+ 1)�� 2n�1n�1 ���n+1n�1���n�3n�1���2n�3n�1 � D2; (34.6): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ;D = � mMC�2n � 1n�1 " � �n2 �� �12�� �n�12 �# 2n�1 1n(1 + p2) 1n�1 ; (34.7)CA = � C�nC�An � 2n�1 24C�An+4C�An 2nn+ 2 � C�An+2C�An !235 : (34.8)�k pokazu
 prosti� anal�z z vikoristann�m viraz�v dl� silovihkonstant CAn dl� konkretnih sistem, perx� koef�
�
nti Bk .1=2.Haraktern� temperaturi dl� zor�noÝ atmosferi, zokrema dl�Son
�, | T � (4� 7) � 103 K, a efektivna temperatura, �ka vra-hovu
 m�kroturbulentn� ruhi | T � � p2 T . Zv�dsi z urahuvan-n�m (34.3) vipliva
, wo (T �=T0) � (4 � 7) � 10�2 K. Ot�e, ma
mo4Uperxe 
e� viraz bez urahuvann� rozxirenn� ni�n�h atomnih r�vn�vzna�deno �nxim metodom u pra
�: �. O. Vakarquk, R. �. Rikal�k,L.M. �nk�v-V�tkovs~ka. �urn. f�z. dosl. 2, 16{22 (1998).214



mo�liv�st~ o
�niti qisel~no vnesok postvan-der-vaal~s�vs~kihvza
mod�� u rozxirenn� spektral~nih l�n��. Dl� prikladu naris. 19 podano zale�n�st~ v�dnoxenn� 
A0A=
0A0A v�d temperaturidl� n = 6 pri B1 = 1=3, B2 = 1=5, Bk�3 = 0. Mi obriva
mo r�d(34.4) na drugomu qlen� zg�dno z zauva�enn�mi, vislovlenimip�sl� formuli (31.4). Kr�m togo, vnesok nevrahovanogo \hvosta"
~ogo r�du 
 neznaqnim unasl�dok togo, wo T �=T0 � 10�2.
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�Ris. 19. Temperaturna zale�n�st~ vnesku postvan-der-vaal~s�vs~kihvza
mod�� u stalu zagasann�.Analog�qni� do (34.1) r�d za stepen�mi (T �=T0)1=(n�1) otri-mu
mo z (32.20) tako� � dl� zsuvu qastoti u v�dnoxenn� do nul~o-vogo nabli�enn� (33.3). Mi ne budemo vipisuvati koef�
�
nti
~ogo r�du, osk�l~ki Ýh prosto oder�ati z koef�
�
nt�v B1; B2; : : :z r�du dl� staloÝ zagasann� (34.4) takimi formal~nimi zam�na-mi: u perxih du�kah viraz�v (34.5), (34.6) znaki \pl�s" m�n�
mona \m�nus", veliqinu Cn z (33.2) | na �Cn z (33.4), a kosinus |na sinus. 215



x 35. Vnesok sil v�dxtovhuvann� u stalu zagasann�Dos� mi rozgl�dali rozxirenn� spektral~nih l�n�� lixe si-lami, wo ma�t~ harakter prit�gann� na velikih m��qastinko-vih v�dstan�h, � vva�ali Ýh slabkimi. Ce ob�runtovane nabli-�enn�, osk�l~ki atmosfera zor� rozr�d�ena � �mov�rn�st~ z�tk-nen~ atoma z� zbur��qimi qastinkami 
 dostatn~o malo�. Od-nak �kwo v�dstan� m�� qastinkami sta�t~ (hoqa � ne qasto) po-r�dku Ýhn�h rozm�r�v, to poten
�al~na ener��� vza
mod�Ý �ntensiv-no zrosta
. Tomu va�livo tako� o
�niti vnesok u stalu zaga-sann� � sil v�dxtovhuvann�. Priqomu vnasl�dok togo, wo poten-
�al~na ener��� UA(r) v�e ne 
 malo� veliqino�, dl� fazi Ælkoristuvatis~ virazom (21.8), otrimanim u pripuwenn� slabkos-t� UA(r), mi ne ma
mo prava.�z 
�
Ý situa
�Ý mo�na vi�ti z takimi m�rkuvann�mi. Osk�l~-ki sili v�dxtovhuvann� da�t~ vnesok lixe na malih v�dstan�h,tobto voni vhod�t~ u gru, koli 
 faktiqno pr�me z�tknenn� qas-tinok, to v ampl�tud� f z (21.6) va�livo vrahuvati lixe mal�znaqenn� orb�tal~nogo kvantovogo qisla l. Ma
mo protile�ni�do kvaz�klasiqnogo nabli�enn� vipadok, koli dl� sil prit�-gann� va�livimi 
 velik� znaqenn� l. Ot�e, v golovnomu na-bli�enn� dl� sil v�dxtovhuvann� mo�na obme�itis~ u f lixeperxim qlenom pri l = 0, abo, �k ka�ut~, | s-rozs��nn�m. Urezul~tat� dl� staloÝ zagasann� (� zsuvu qastoti) budemo matidva aditivn� vneski: v�d sil v�dxtovhuvann�, zg�dno z (21.7),�
A = 4�~NpMV *1k sin2 Æ0+; (35.1)k =Mv=~� sil prit�gann� (21.13), wo mi v�e detal~no rozrahuvali v po-peredn�h paragrafah.Model�vann� sil v�dxtovhuvann� r�znimi stepenevimi za-le�nost�mi tipu 1=r12, r ! 0, �k 
e 
 v poten
�al� Lenarda{D�onsa, ne ma
 kvantovomehan�qnogo ob�runtuvann�. Na nax216



pogl�d, l�pxe zmodel�vati v�dxtovhuval~nu vza
mod�� atomaz� zbur��qo� qastinko� poten
�alom tverdih sfer d�ametra a:funk
�� UA(r) dor�vn�
 nulev� pri r > a � nabuva
 bezme�nogoznaqenn� pri r � a. Prikladom takoÝ vza
mod�Ý 
 z�tknenn� b�-l~�rdnih kul~ d�ametrom a. Z umovi, wo hvil~ova funk
��, �kaopisu
 stan rozs��nih qastinok, povinna dor�vn�vati nulev� prir = a, znahod�t~ fazu [8℄ Æ0 = �ka: (35.2)Teper z r�vn�n~ (35.1) ta (35.2) otrima
mo tu qastinu staloÝzagasann� 
A, �ku stvor��t~ sili v�dxtovhuvann�:�
A = 4�~2NpM2V *sin2(Mva=~)v +: (35.3)Abo, vipisu�qi oznaqenn� seredn~ogo za xvidkost�mi v z (32.16),ma
mo: �
A = 4�~2NpM2V 1R0 e�Mv2=2T �v sin2(Mva=~) dv1R0 v2e�Mv2=2T � dv : (35.4)Robimo zam�nu zm�nnih v = xp2T �=M � �nte�ru
mo za x. Zne-rozm�reni� �nte�ral u znamenniku dor�vn�
 p�=4 � v rezul~tat��
A = 16p�~2NpM2V r M2T � 1Z0 e�x2x sin2 xMa~ r2T �M ! dx:Abo, �nte�ru�qi qastinami, ma
mo:�
A = 8p�~aNpMV 1Z0 e�x2 sin(xy) dx; (35.5)217



de y =vuut8T �, ~2Ma2 : (35.6)�kwo d�ametr a ! 0, tobto y ! 0, to rozklada
mo sinus ur�d, �nte�ral dor�vn�
 y=2, � ot�e�
A = 4�a2NpV hvi = 4�a2NpV r8T ��M : (35.7)Naspravd� parametr y dl� tih temperatur, �k� 
 v zor�n��atmosfer�, ne mali�, tomu �nte�ral u (35.5), wo, m�� �nxim, zvo-dit~s� do �nte�rala pohibok v�d u�vnogo ar�umentu, potr�bno roz-rahovuvati qisel~no.Zrobimo teper zauva�enn� wodo viboru d�ametra tverdihsfer a. U x 30 mi torknulis~ vim�r�vann� konstanti vza
mod�Ýv poten
�al� Van der Vaal~sa v eksperimentah z rozs��nn� qas-tinok abo z vim�r�vann� v'�zkost� gaz�v. �nxi� xl�h viznaqen-n� parametra model~nogo poten
�alu | 
e obqislenn� z r�vn�n-n� stanu reqovini (zale�nost� tisku v�d ob'
mu ta temperaturi)drugogo v�r�al~nogo koef�
�
nta � por�vn�nn� �ogo z teoretiqnimvirazom. Mi tako� mo�emo virahuvati d�ametr tverdoÝ sferi az umovi, wob drugi� v�r�al~ni� koef�
�
nt z de�kim model~nimpoten
�alom sil v�dxtovhuvann� UA(r) zb�gs� z �ogo znaqenn�mdl� poten
�alu tverdih sfer.Ot�e, skoristavxis~ dobre v�domim virazom dl� drugogo v�-r�al~nogo koef�
�
nta (bez mno�nika 1/2), ma
mo taku umovu:1Z0 �1� e�UA(r)=T� 4� r2dr = 4�a33 : (35.8)Napriklad, �kwo poten
�al UA(r) ma
 stepenevi� harakterUA(r) = CRrn ; (35.9)218



de CR | konstanta (�ndeks R v�d angl��s~kogo slova repulsion |v�dxtovhuvann�), n > 3, to z (35.8) ma
mo1Z0 �1� e�CR=Trn� r2 dr = a33abo p�sl� �nte�ruvann� qastinami � zam�ni zm�nnihx = CRTrnznahodimo a3 = �CRT �3=n 1Z0 x�3=ne�x dx;tobto a3 = �CRT �3=n ��1� 3n� :Ostatoqno a = �CRT �1=n �1=3�1� 3n� ;ma
mo slabku zale�n�st~ d�ametra tverdih sfer v�d tempera-turi: z� zrostann�m temperaturi d�ametr a zmenxu
t~s� (tomuv�iva�t~ term�n \m'�k� sferi").x 36. Rozxirenn� spektral~nih l�n�� vodn� elektronami�k bulo zaznaqeno pri obgovorenn� formuli (32.14), mi po-verta
mos~ do problemi rozrahunku toÝ skladovoÝ staloÝ zagasan-n� dl� atoma vodn�, �ka formu
t~s� z�tknenn�mi z elektronami.Sut~ problemi pol�ga
 v tomu, wo faza rozs��nn� elektrona na219



ne�tral~nomu atom� vodn� Æ � 1=�, nasl�dkom qogo 
 rozb��n�st~na verhn�� me�� �nte�rala (32.2), �ki� viznaqa
 zsuv ener�etiq-nih r�vn�v ta zagasann� kvaz�sta
�onarnih atomnih stan�v. C�rozb��n�st~ tipova dl� sistem qastinok �z kulon�vs~ko� vza
-mod�
�, � dl� ÝÝ usunenn� potr�bno vrahovuvati bagatoqastinkov�efekti ekranuvann�.Dobre v�domo, wo zar�d, zanureni� u seredoviwe, ekranu
t~-s� � v rezul~tat� stvoreni� nim poten
�al sta
 korotkos��nim.Zvern�mos~ do virazu (30.17), �ki� viznaqa
 ener��� kulon�vs~koÝvza
mod�Ý atoma z qastinkami otoqenn�. Matematiqni� mehan�zmekranuvann� pol�ga
 v tomu, wo koef�
�
nt Fur'
 kulon�vs~kogopoten
�alu 4�=q2 zam�n�
t~s� na 4�=q2"(q), de "(q) | d�elektriq-na funk
�� [20℄. Dl� klasiqnogo elektronnogo gazu d�elektriqnafunk
�� "(q) = 1 + {2Dq2 ; (36.1)de {D | oberneni� debaÝvs~ki� rad�us ekranuvann�, �ki� zada-no formulo� (18.20), priqomu p�dsumovuvann� v n�� �de za vs�masortami zar�d�enih qastinok, u tomu qisl� � za v�l~nimi elekt-ronami. U rezul~tat� operator V̂ z (30.17), wo opisu
 vza
mod��ne�tral~nogo atoma z dipol~nim momentom d (tobto z uzagal~-nenim zar�dom Q(q) = iqd) z� zbur��qo� qastinko�, �ka ma
zar�d Qa = e, z urahuvann�m (36.1), dor�vn�vatime:V̂ = 1V Xq 4�Q(q)Qa(�q)q2"(q) eiq(R�Ra)= 1V Xq 4�Qai(qd)q2"(q) eiq(R�Ra)= (dr)Qa 1V Xq 4�q2"(q)eiq(R�Ra)= (dr)Qa 1V Xq 4�q2 + {2D eiq(R�Ra)220



= (dr)Qa e�{DjR�RajjR�Raj :Abo p�sl� obqislenn� grad�
nta, zam�st~ neekranovanogo poten-
�alu (30.15), budemo mati:V̂ = ed(Ra �R)jR�Raj3  1 + {DjR�Raj!e�{DjR�Raj: (36.2)�kwo {D ! 0, to ekranuvann� v�dsutn
 � 
e� viraz perehodit~ u(30.15).Teper, ma�qi �vni� viraz (36.2) dl� V̂ � povtor��qi m�rku-vann�, �k� priveli nas z (30.15) do (30.23), znahodimo ener���vza
mod�Ý atoma vodn� z elektronom u seredoviw�, tobto z ura-huvann�m efekt�v ekranuvann�:UA(r) = �32e2aBn(n1 � n2)r2 (1 + {Dr)e�{Dr; (36.3)tut poznaqenn� tak� �, �k u formul� (30.23).Nadal� budemo vva�ati, wo gustina zar�d�enih qastinok vatmosfer� zor� 
 dostatn~o malo� � dodanok, propor
��ni� do {D,u viraz� (36.3) bude nesutt
vim, osk�l~ki v ostatoqnomu rezul~ta-t� �ogo vnesok znikatime pri {D ! 0. Takim qinom, poklada
mo,wo UA(r) = �CA2r2 e�{Dr; (36.4)C2 = 32e2aBn(n1 � n2):Pri obqislenn� fazi rozs��nn� Æ �z 
im poten
�alom za formu-lo� (21.10) pri�demo do virazu (31.2), u �komu p�d �nte�ralombudemo mati dodatkovi� mno�nik exp(�{D�=px). Osk�l~ki go-lovni� vnesok pri �nte�ruvann� za x bude �ti v�d znaqen~ x � 1,to 
e� eksponen
��ni� mno�nik, za teoremo� pro seredn
, vine-semo z-p�d �nte�rala pri x = 1 � zna�demo, woÆ = �CA2v~� e�{D�: (36.5)221



Ot�e, vnasl�dok efekt�v ekranuvann� faza Æ xvidko zmenxu
-t~s� z� zrostann�m v�dstan� � � zgadan� viwe rozb��nost� znikati-mut~. Zverta
mos~ teper do formuli (21.13) � dl� zsuvu ener���ta staloÝ zagasann� znovu oder�u
mo viraz (32.1), u �komu �nte-�ral I = 2� 1Z0 �1� exp��z�CA2v~� e�{D���� d�:Uvedemo novu zm�nnu �nte�ruvann� t, � = t�zCA2 =v~, � v rezul~tat�I = 2���zCA2v~ �2 1Z0 t �1� exp��e�"tt �� dt; (36.6)de " = �zCA2v~ {D: (36.7)Naxe zavdann� | zna�ti znaqenn� �nte�rala v (36.6) pri" ! 0, osk�l~ki, vnasl�dok rozr�d�enost� atmosferi zor�, ek-ranuvann� 
 slabkim, tobto {D ! 0. Zviqa�ni� rozklad p�d�n-te�ral~noÝ funk
�Ý za stepen�mi " vede do rozb��noste� (oznakaneanal�tiqnost�), � tomu potr�bni� hitr�xi� anal�z veliqini I.Mi ne budemo zupin�tis~ na detal�h obqislenn� 
~ogo �nte�rala� v�dsila
mo Qitaqa do [20℄, de taki� �nte�ral vinik pri obqis-lenn� seredn~oÝ ener��Ý klasiqnogo elektronnogo gazu. Tam zna�-deno viraz dl� n~ogo pri "! 0. Ot�e, vipisu
mo rezul~tat5:I = 2���zCA2v~ �2 �1" + ln
 � 34 + 12ln(2")� ; (36.8)5�kwo Qitaq ne ba�a
 z'�sovuvati vs� tonkow� \vit�guvann�" z I neanal�-tiqnost� za ", to proponu
mo o
�noqni� p�dh�d (�k dl� zviqa�nogo p�xohoda):zam�st~ ekranovanogo poten
�alu v (36.5) beremo kulon�vs~ki� ({D = 0), aleobme�u
mo �ogo d�� debaÝvs~kim rad�usom 1={D. Elementarn� peretvorenn�v �nte�ral� za � �z zam�no� zm�nnih �nte�ruvann� da�t~ (p = 0, z = �i):I = 2�(�CA2 =v~)2 �Z 1xD dx (1� 
os x)=x3 � i Z 1xD dx sin x=x3� ;222



de ln
 = 0:577215664 | stala E�lera.Vikona�mo, zg�dno z (21.13), userednenn� za xvidkost�mi:hvIi = 2���zCA2~ �2 (36.9)�" ~�zCA2 {D +�ln
 � 34�D1vE+* 12v ln�2�zCA2 {Dv~ �+# :Z (32.18) D1vE =r 2M�T � ;a* 12v ln�2�zCA2 {Dv~ �+ = 12 1R0 v ln�2�zCA2 {Dv~ � e�Mv2=2T � dv1R0 v2e�Mv2=2T � dv : (36.10)�nte�ral u znamenniku v (36.10) dor�vn�
 (2T �=M)3=2p�=4, a vqisel~niku zam�n�
mo zm�nnu �nte�ruvann�: v = 2�zCA2 {Dpx=~:U rezul~tat�:* 12v ln�2�zCA2 {Dv~ �+
= � 12p� � M2T ��3=2�2�zCA2 {D~ �2 1Z0 e��x lnx dx; (36.11)� = M2T � �2�zCA2 {D~ �2 : (36.12)xD = �CA2 {D=v~: �nte�ru
mo qastinami � vid�l�
mo golovn� vneski prixD � 1: perxi� �nte�ral zvodimo do �nte�al~nogo kosinusa [19℄ z asimp-totiko� (� lnxD)=2, a drugi� u 
�� me�� da
 1=xD. Ot�e, veduq� qleni 
�
Ýasimptotiki zb�ga�t~s� z (36.8). 223



�nte�ral, wo vinik tut, 
 tabliqnim (peretvorenn� Laplasa)[29℄: 1Z0 e��x lnx dx = � 1� ln (
�); Re� > 0;stala E�lera 
 = 1:781072418.Ostatoqno dl� seredn~ogo (36.11) ma
mo* 12v ln�2�zCA2 {Dv~ �+ = 12p�r M2T � ln(
�):Z urahuvann�m 
~ogo seredn
 (36.9) dor�vn�
hvIi = 2���zCA2~ �2 (36.13)� ( ~�zCA2 {D +r 2M�T � �ln
 � 34 + 14 ln(
�)�) :P�dstavl�
mo 
e� viraz u formulu (21.13), �ka viznaqa
 zsuvener�etiqnogo r�vn� � stalu zagasann� atomnogo stanu:i~ �EA + 
A2 = 2�NeV ��CA2~ �2 (36.14)�( z~�CA2 {D + z24 r 2M�T � "5ln 
 � 3 + 2 ln 2�zjCA2 j{D~ r M2T � !#) :Prigada�mo, wo veliqina z, zg�dno z (32.3), dor�vn�
 z = p � i,de p | parametr nepru�nih z�tknen~. Nehtu�qi vneskom ne-pru�nih z�tknen~ (p = 0) � vid�l��qi u prav�� qastin� r�vn�nn�(36.14) z urahuvann�m (36.12) d��snu � u�vnu qastini, znahodimo:�EA~ = �2�NeV ��CA2~ �2 ~�CA2 {D � �4r 2M�T � ! ; (36.15)224




A = �NeV ��CA2~ �2 (36.16)� r 2M�T � "3� 5ln
 � 2 ln 2�jCA2 j{D~ r M2T � !# :Perx� dva dodanki v kvadratnih du�kah u formul� (36.16)da�t~ u sum� 0.1139217, a logarifm, zva�a�qi na naxu umovuj�j < 1 (tomu wo oberneni� rad�us Deba� {D | mala veliqina),
 v�d'
mnim, � tomu stala zagasann� 
A > 0, zsuv �EA zale�it~v�d znaka CA2 . Dl� togo, wob zna�ti skladovu staloÝ zagasann�spektral~nih l�n�� atoma vodn�, �ku stvor��t~ �ogo z�tknen-n� z v�l~nimi elektronami, potr�bno dodati virazi (36.16) dl�ni�n~ogo ta verhn~ogo stan�v �z kvantovimi qislami A ta A0.Vnesok nepru�nih z�tknen~ u stalu zagasann� ta zsuv ener�e-tiqnih r�vn�v atoma legko znahodimo z (36.14), urahovu�qi viraz(32.19) dl� veliqini z:�EA~ = �2�NeV ��CA2~ �2(~p1 + p2�CA2 {D sin'+(1 + p2)2 r 2M�T �' 
os 2'+ (1 + p2)4 r 2M�T � sin 2' (36.17)�"5 ln 
 � 3 + 2 ln 2�jCA2 j{D~ rM(1 + p2)2T � !#);
A = 4�NeV ��CA2~ �2(~p1 + p2�CA2 {D 
os'+ (1 + p2)4 r 2M�T � (36.18)� "5 ln 
 � 3 + 2 ln 2�jCA2 j{D~ rM(1 + p2)2T � !#
os 2'� 2' sin 2'!);de ' = ar
tg(1=p), ��=2 < ' � �=2.Pri p = 0 
� virazi perehod�t~ u (36.15), (36.16).



ROZD �L VIKOEF�C��NT NEPERERVNOGO POGLINANN�x 37. Sili os
il�tora atoma vodn� dl� zv'�zano-v�l~nihperehod�v. Born�vs~ke nabli�enn�Viraz dl� koef�
�
nta poglinann� (6.6), �k mi zaznaqali, ma
zagal~ni� harakter, wo da
 zmogu rozrahuvati � koef�
�
nt ne-perervnogo poglinann�. Dl� 
~ogo nam neobh�dno peredus�m roz-xifruvati, wo oznaqa
 v (6.6) p�dsumovuvann� za kanalami re-ak
�� ta p�dsumovuvann� za qastinkami. Za oznaqenn�m, vnesoku koef�
�
nt neperervnogo poglinann� da�t~ kvantov� perehodielektrona �z zv'�zanih stan�v v atom� u v�l~n� stani z neperervnimznaqenn�m ener��Ý (fotoefekt) ta perehodi z odnogo v�l~nogo sta-nu v �nxi�. Ot�e, p�dsumovuvann� za kanalami reak
�� u (6.6)oznaqa
, wo neobh�dno vz�ti do uvagi dva elementarn� pro
esi(1.2) ta (1.3): zv'�zano-v�l~n� ta v�l~no-v�l~n� perehodi. P�dsu-movuvann� za qastinkami | 
e p�dsumovuvann� za qastinkamipevnogo sortu z nastupnim p�dsumovuvann�m za sortami.Golovni� vnesok u neperervne poglinann� da�t~ atom vodn�ta �ogo �oni (v�d'
mni� �on vodn� H� ta molekul�rni� �on vod-n� H+2 ), osk�l~ki vodn� v atmosfer� zor� 
 na dek�l~ka por�dk�vb�l~xe, n�� atom�v �nxih element�v. Pom�tnim d�erelom nepro-zorost� atmosferi zor� 
 � atomi gel��. Mi povinn� posl�dovnorozgl�nuti vnesok ko�nogo kanalu reak
�Ý � ko�nogo sortu qas-tinok.Nasampered dosl�dimo vnesok u neperervne poglinann� ato-m�v vodn�. Central~nim momentom teor�Ý 
 rozrahunok sil os-
il�tor�v fA0A u viraz� (6.6).226



Rozrahu�mo silu os
il�tora vodnevopod�bnogo atoma, �dro�kogo ma
 zar�d Z, dl� perehodu elektrona z osnovnogo j1si-stanuv nezv'�zani� stan z �mpul~som ~k1.Rozgl�n~mo spoqatku born�vs~ke nabli�enn�2, a p�zn�xe po-damo toqni� viraz dl� fA0A. Born�vs~ke nabli�enn� | 
e ko-li za hvil~ovu funk
�� z neperervnim spektrom ener��� beremoplosku hvil� de Bro�l� �, takim qinom, pri�ma
mo, wo:jAi = j1si = � ZaB�3=2 1p�e� ZaB r; (37.1)aB = ~2me2 ;jA0i = jki = 1pV eikr: (37.2)Nabli�enu hvil~ovu funk
�� neperervnogo spektra normu
mona makroskop�qni� ob'
m V , tomu hvil~ovi� vektor k 
 kvaz�dis-kretnim.Dl� rozrahunku sili os
il�tora beremo ÝÝ vih�dni� viraz(11.5). We raz nagadu
mo, wo pri vikoristann� nabli�enih hvi-l~ovih funk
�� naveden� viwe toqn� virazi (11.5) ta (11.7) dl�sil os
il�tor�v mo�ut~ davati, uzagal� ka�uqi, r�zn� rezul~ta-1Ran�xe (div. rozd�li I{III) qerez k mi poznaqali hvil~ovi� vektor foto-na. Tut veliqinu k vvodimo �k hvil~ovi� vektor elektrona, wo zada
 �ogokvantovi� stan dl� neperevnih znaqen~ ener���. Ce ne povinno privoditido neporozum�n~ | koli � n�, to Qitaq zmusiv bi nas v�ivati r�zn� farbidl� hvil~ovih vektor�v fotona ta elektrona, �k 
e robili staro�nd��s~k�matematiki dl� bagat~oh nev�domih v algebraÝqnih r�vn�nn�h.2Nazva pohodit~ v�d pr�zviwa n�me
~kogo f�zika-teoretika Maksa Borna(1882{1970) | odnogo z tvor
�v kvantovoÝ mehan�ki, �ki� dav �nterpreta
��hvil~ovoÝ funk
�Ý, a v 1926 ro
� rozrobiv nabli�eni� metod rozrahunku za-daq kvantovomehan�qnoÝ teor�Ý rozs��nn� (born�vs~ke nabli�enn�). Viznann��ogo vnesku u kvantovu mehan�ku nagorod�enn�m Nobel�vs~ko� prem�
� 1954roku bulo dewo zap�zn�lim. 227



ti. Ot�e,3 f1s!k = 23m~! jhkjp̂j1sij2 ; (37.3)! | qastota perehodu,~! = ~2k22m �E1s = ~2k22m + Z2e22aB (37.4)| a�nxta�n�vs~ki� zakon fotoefektu.Uvedemo graniqnu qastotu fotoefektu!
 = Z2e22aB~ = ~Z22ma2B ; (37.5)!!
 = 1 + q2;de znerozm�reni� hvil~ovi� vektorq = kaB=Z:�kwo qastota ! menxa za graniqnu qastotu !
, to sila os
il�-tora, oqevidno, dor�vn�
 nulev�, �k 
e vipliva
 �z zakonu zbere-�enn� ener��Ý: f1s!k = 0; ! < !
: (37.6)Ot�e, potr�bni� nam matriqni� elementhkjp̂j1si = 1p�V � ZaB�3=2 Z e�ikr(�i~r)e�Zr=aBdr;= 1p�V � ZaB�3=2 I; (37.7)3Wodo poznaqen~ sil os
il�tora div. vinosku na s. 135.228



de �nte�ralI = i~ ZaB Z e�ikr rre�Zr=aBdr= ~ZaB (�rk)Z e�ikr e�Zr=aBr dr= �~ZaBrk 4�k2 + (Z=aB)2 = 8�~kZ=aB[k2 + (Z=aB)2℄2 : (37.8)Tut mi timqasovo vveli poznaqenn�rk dl� operatora �rad�
ntav k-prostor�. Zverta
mo uvagu tako� na te, wo u virazah (37.7),(37.8) veliqina dr ne 
 vektorom, a, �k � ran�xe, simvol�qno po-znaqa
 element ob'
mu: dr = dx dy dz. Takim qinom,hkjp̂j1si = 1p�V � ZaB�3=2 8�~kZ=aB[k2 + (Z=aB)2℄2 : (37.9)Abo zapisani� qerez znerozm�reni� hvil~ovi� vektor matriqni�element hkjp̂j1si =r aB�ZV 8�~q(1 + q2)2 : (37.10)Teper sila os
il�toraf1s!k = 2aB3m~!ZV 64�~2q2(1 + q2)4= 283 �V �aBZ �3 !
! q2(1 + q2)4 ; (37.11)a zapisana qerez qastotu perehodu vona ma
 taki� vigl�d:f1s!k = 283 �V �aBZ �3 �!
! �5� !!
 � 1� ; ! < !
: (37.12)229



�k mi v�e neodnorazovo govorili ran�xe, pri perehod� v�ddiskretnih znaqen~ hvil~ovogo vektora k do neperervnih p�dsu-movuvann� zam�n�
mo �nte�ruvann�m:Xk = V(2�)3 Z dk = V(2�)3 4� 1Z0 k2dk: (37.13)Ot�e, koli mi hoqemo v�dxukati silu os
il�tora dl� nepererv-nih znaqen~ hvil~ovogo vektora, viraz (37.11) potr�bno perenor-muvati tak: f1s!k ! V(2�)3 4�k2f1s!k: (37.14)U rezul~tat� normovana na neperervni� spektr sila os
il�toraostatoqno dor�vn�
f1s!k = 8><>: 273� aBZ �!
! �5� !!
 � 1�2; ! � !
:0; ! < !
: (37.15)U zv'�zku z otrimanim virazom nam zalixilos~ lixe nagolo-siti, wo born�vs~ke nabli�enn� dobre pra
�
 pri velikih zna-qenn�h �mpul~su elektrona ~k, a ot�e, pri velikih znaqenn�hqastoti !, �k 
e vipliva
 �z zakonu A�nxta�na dl� �viwa fo-toefektu (37.4). �z formuli (37.15) robimo va�livi� visnovok:dl� velikih znaqen~ qastoti ! sila os
il�tora f1s!k � 1=!3.Ce� zakon zmenxenn� z� zrostann�m qastoti mi vikoristali ux 28 pri \konstru�vann�" kvaz�klasiqnogo nabli�enn� dl� silos
il�tora.x 38. Toqni� rozrahunok sili os
il�tora atoma vodn�dl� perehodu z K-obolonki v neperervni� spektrVikorista�mo teper dl� rozrahunku sil os
il�tora toqn�hvil~ov� funk
�Ý atoma vodn� dl� neperervnogo spektra:jA0i = jk; l;mi =  klm(r) = Rkl(r)Ylm(�; '): (38.1)230



Rad�al~na skladova hvil~ovoÝ funk
�Ý Rkl(r) zadovol~n�
 te �r�vn�nn� Xredin�era, wo � hvil~ov� funk
�Ý diskretnogo spekt-ra Rnl(r). Priqomu vlasn� znaqenn� ener��Ý diskretnogo spektra(�Z2e2=2aBn2) zam�n�
mo na \vlasn�" znaqenn� ener��Ý neperer-vnogo spektra ~2k2=2m, �k� otrimu
mo z poperedn~ogo, �kwo zro-bimo formal~nu zam�nu [8℄n = ZikaB : (38.2)Tomu dl� oder�ann� hvil~ovih funk
�� Rkl(r) neobh�dno funk-
�ÝRnl(r) anal�tiqno prodov�iti na u�vn� znaqenn� n � v�dpov�dnopronormuvati Rkl(r) u�e na Æ-funk
��:1Z0 Rk0l(r)Rkl(r)r2dr = Æ(k � k0): (38.3)U rezul~tat� takoÝ zam�ni konstanti normuvann� hvil~ovih fun-k
�� sta�t~ �nximi. Po-perxe, vnasl�dok normuvann� naÆ-funk
�� voni nabuva�t~ dodatkovogo mno�nika 1=p1� e�2�jnj(div. [24℄). Po-druge, funk
�Ý diskretnogo spektra zadovol~n�-�t~ umovu Xn r0Rnl(r0)rRnl(r) = Æ(r � r0): (38.4)Ot�e, pri perehod� do neperervnih znaqen~ jnj robimo taku za-m�nu dl� p�dsumovuvann� za golovnim kvantovim qislom:Xn ! Z djnj = 1Z0 ZaB d�1k� = � 1Z0 ZaBk2 dk: (38.5)Takim qinom, do ko�noÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý z neperervnogo spek-tra potr�bno \priqepiti" we mno�nik p�Z=aBk2.Tomu vs� matriqn� elementi dl� perehod�v �z diskretnogo vneperervni� spektr neobh�dno pomno�iti we na veliqinu 231



q�Z=aBk2 =q�aBjnj2=Z;osk�l~ki perenormovu
mo lixe hvil~ovu funk
�� neperervnogospektra. Z� skazanogo viwe vihodit~ taki� rezul~tat:0BB� Matriqni� elementperehodu z diskretnogospektra v neperervni�m! k 1CCA =r�aBZ jnj2 1p1� e�2�jnj�0BB� Matriqni� elementperehodu v diskretnomuspektr� m! n �z zam�no�n! �ijnj; jnj = Z=kaB 1CCA : (38.6)Rozgl�n~mo pereh�d zK-obolonki v neperervni� spektr. Sim-vol�qno zapisu
mo 
e� pereh�d tak: j1si ! jkpi. Mi zber�ga
mo �tut �ndeks p dl� stanu z orb�tal~nim kvantovim qislom l = 1. Ra-n�xe (div. (26.19)) bulo otrimano dl� j1si ! jnpi-perehodu mat-riqni� element rn1;10 = 24 aBZ s(n� 1)2n�5n7(n+ 1)2n+5 :Tomu dl� naxogo vipadku, zd��sn��qi anal�tiqne prodov-�enn� na u�vn� znaqenn� golovnogo kvantovogo qisla, znahodimork1;10 =s�aBZ jnj2 11� e�2�jnj28 �aBZ �2 n7 (n� 1)2n�5(n+ 1)2n+5 ; (38.7)de n = �ijnj; jnj = 1=q; q = kaB=Z:Dal� vikonu
mo prost� vpravi:[(n+ 1)(n� 1)℄5 = (n2 � 1)5 = (�jnj2 � 1)5 = �(1 + jnj2)5; (38.8)232



(n� 1)2 = �jnj2 + 2ijnj+ 1 =q(1� jnj2)2 + 4jnj2ei'= (1 + jnj2) ei'; (38.9)tg' = 2jnj1� jnj2 ; (38.10)(n+ 1)2 = (1 + jnj2)e�i';ot�e, (n� 1)2n�5(n+ 1)2n+5 = � e2jnj'(1 + jnj2)5 : (38.11)Faza '! 0 pri jnj ! 1, tomu ztg' = 2tg'=21� tg2'=2ma
mo tg '2 = � 1jnj ;tobto '2 = �ar

tg jnj = �ar

tg 1q :Ostatoqno znahodimo:jrk1;10j2 = 28 �aBZ �3 jnj9(1 + jnj2)5 e� 4q ar

tg (1=q)1� e�2�=q : (38.12)Teper sila os
il�toraf1s!kp = 23m!~ jrk1;10j2z urahuvann�m zakonu fotoefektu (37.5) dor�vn�
f1s!kp = 283 aBZ q(1 + q2)4 e� 4q ar

tg (1=q)1� e�2�=q ; (38.13)233



q = kaB=Z =p!=!
 � 1:Perepisu�qi qastkovo 
e� viraz qerez qastotu perehodu, u k�n-
evomu p�dsumku ma
mo:f1s!kp = 8>>><>>>: 283 aBZ �!
! �4 � !!
 � 1�1=2 e� 4q ar

tg (1=q)1�e�2�=q ; ! � !
0; ! < !
: (38.14)Rozgl�n~mo teper graniqn� vipadki. Pri velikih qastotah(q !1), koli pra
�
 born�vs~ke nabli�enn�, ma
moe� 4q ar

tg (1=q)1� e�2�=q =q!1 q2� (38.15)� f1s!kp = 283 aBZ 12� q2(1 + q2)4 =q!1 273� aBZ 1q6 : (38.16)Tobto dl� q = !=!
 � 1:f1s!kp = 273� aBZ �!
! �3 : (38.17)Ce� viraz zb�ga
t~s� z otrimanim ran�xe virazom (37.15) dl�sili os
il�tora v born�vs~komu nabli�enn�, �kwo v n~omu po-klasti ! � !
.V okol� qervonoÝ me�� fotoefektu (q ! 0) legko peresv�dqi-tis~, wo e� 4q ar

tg (1=q)1� e�2�=q =q!0 e�4; (38.18)a sila os
il�toraf1s!kp = �4e�4 aB3Z q = �4e�4 aB3Zr !!
 � 1; (38.19)! & !
;234



tut veliqina e | 
e osnova natural~nih logarifm�v. Na za-verxenn�, �k 
e bulo zadeklarovano v k�n
� x 26, obqisl�mo (zadopomogo� (38.13)) vnesok neperevnogo spektra v pravilo sumdl� sil os
il�tora pri kvantovomu perehod� z 1s-stanu:1Z0 f1s!kp dk = 283 1Z0 q(1 + q2)4 e� 4q ar

tg(1=q)1� e�2�=q dq: (38.20)Komp'�terni� rozrahunok �nte�rala za q da
1Z0 f1s!kp dk = 0:434996: (38.21)Ce qislove znaqenn� mi vikoristali � u x 26. �ogo potr�bnododati do vnesku diskretnogo spektra (26.23), wob zna�ti povni�viraz dl� sumi os
il�tora:1Xn=2 fnp;1s + 1Z0 f1s!np dk = 0:565004 + 0:434996 = 1: (38.22)�k � povinno buti, mi otrimali odini
�, � 
e we raz p�dtverd�u
pravil~n�st~ naxih rozrahunk�v.x 39. Sili os
il�tora dl� v�l~no-v�l~nih perehod�v.Born�vs~ke nabli�enn�Perekinemo teper naxu uvagu na elektronn� v�l~no-v�l~n� pe-rehodi. Pered nami znov stoÝt~ zavdann� zna�ti v�dpov�dn� silios
il�tora.Elektron ruha
t~s� v pol� �on�v, �k� stvor��t~ u toq
� �ogoznahod�enn� r poten
�al, tak wo ener��� elektron-�onnoÝ vza
-mod�Ý �(r) = � NiXj=1 Zje2jr�Rj j : (39.1)235



Uva�a
mo vza
mod�� elektron�v z �onami kulon�vs~ko�, a po-znaqenn� tut tak�: jejZj | zar�d �ona sortu j, Ni | k�l~k�st~�on�v, Rj | j-tova koordinata �ona.Hvil~ova funk
�� elektrona za standartno� kvantovomeha-n�qno� teor�
� zburen~ u born�vs~komu nabli�enn�jAi = jki+ Xp(p6=k) hpj�(r)jki~2k2=2m� ~2p2=2m jpi+ : : : ; (39.2)de jki = eikrpV| ploska hvil� de Bro�l�.Mi rozgl�da
mo perehodi z poqatkovogo stanu, koli elektronma
 �mpul~s ~k, u k�n
evi� stan z �mpul~som ~k0, priqomu k 6= k0.Potr�bna nam sila os
il�torafA0A = 23m~! ���hA0jp̂jAi���2; (39.3)de matriqni� elementhA0jp̂jAi = hk0jp̂jki+ Xp(p6=k) hpj�jki~2k22m � ~2p22m hk0jp̂jpi+ Xp(p6=k0) hk0j�jpi~2k02=2m� ~2p2=2m hpjp̂jki (39.4)+ (qleni viwogo por�dku malizni za �):Dal� za oznaqenn�mhk0jp̂jki = Z e�ik0rpV (�i~r)eikrpV dr= ~k 1V Z ei(k�k0)r dr = ~k Æ(k � k0): (39.5)236



Tomu v l�n��nomu nabli�enn� za � matriqni� elementhA0jp̂jAi = ~k Æ(k � k0) + ~k0 hk0j�jki~2k2=2m� ~2k02=2m+ ~k hk0j�jki~2k02=2m� ~2k2=2m: (39.6)Ot�e, osk�l~ki k 6= k0, to zv�dsi ostatoqno ma
mo:hA0jp̂jAi = ~(k0 � k) hk0j�jki~2k2=2m� ~2k02=2m; (39.7)k 6= k0:Teper sila os
il�torafk!k0 = 23m~! �2m~ �2 ���hk0j�jki���2 (k0 � k)2(k2 � k02)2 : (39.8)Priqomu osk�l~ki vikonu
t~s� zakon zbere�enn� ener��Ý,~2k022m � ~2k22m � ~! = 0;to fk!k0 = 23m~!3 ���hk0j�jki���2(k0 � k)2: (39.9)P�drahu
mo matriqni� element:hk0j�jki = � NiXj=1 Dk0��� Zje2jRj � rj ���kE; (39.10)Dk0��� Zje2jRj � rj ���kE = Zje2 1V Z e�ik0r 1jr�Rjjeikr dr: 237



Zam�na r! r0 = r�Rj da
:Dk0��� Zje2jRj � rj ���kE = Zje2 1V e�i(k0�k)Rj Z ei(k0�k)r0r0 dr0= Zje2V 4�jk0 � kj2 e�i(k0�k)Rj : (39.11)Ot�e, xukani� matriqni� elementhk0j�jki = � 4�e2V jk0 � kj2 NiXj=1 e�i(k0�k)RjZj: (39.12)Dl� prostoti dal� rozgl�n~mo �oni odnogo sortu (Zj = Z):hk0j�jki = �4�e2ZpNiV jk0 � kj2 �k0�k; (39.13)de veliqina �q = 1pNi NiXj=1 e�iqRj ; ��q = ��q (39.14)
 spe
�al~no normovanim koef�
�
ntom Fur'
 lokal~noÝ fl�k-tua
�Ý gustin �on�v. Takim qinom, sila os
il�torafk!k0 = 23m~!3 (4�e2Z)2NiV 2 1(k0 � k)2 j�k0�kj2abo ostatoqno born�vs~ke nabli�enn� dl� sili os
il�torafk!k0 = 25�2e4Z23m~!3 NiV 2 1(k0 � k)2 ����k0�k���2; k 6= k0: (39.15)Zrobimo dek�l~ka zauva�en~. �kwo ener��� elektron-�onnoÝvza
mod�Ý �(r) ma
 nekulon�vs~ki� harakter, to tak zvani� \psev-dopoten
�al" mo�e vrahovuvati netoqkov�st~ �on�vhk0j�jki = pNiV �k0�k�k0�k; (39.16)238



de �q = Z e�iqR�(R) dR| koef�
�
nt Fur'
 ener��Ý elektron-�onnoÝ vza
mod�Ý, priqomukoli vona zale�it~ lixe v�d v�dstan� R, to �q = �q, q = jqj.Dal�, �kwo vrahuvati ekranuvann�, to neobh�dno zrobiti za-m�nu: �q ! �q="(q), de "(q) | d�elektriqna funk
�� sistemi [20℄.Dl� rozr�d�enoÝ plazmi "(q) ' 1.Veliqina j�qj2 = �q��q p�sl� userednenn� za �onnimi kon-f��ura
��mi (a take userednenn� rozum�
t~s� v koef�
�
nt� po-glinann�, osk�l~ki v �ogo oznaqenn� 
 p�dsumovuvann� za poqat-kovimi stanami, �k� vkl�qa�t~ � stani �on�v) da
 strukturni�faktor �on�v Sq = hj�qj2i [20℄. Dl� rozr�d�enih sistem, �ko� 
plazma v atmosfer� z�r, veliqina Sq bliz~ka do odini
�. Za svo-Ým zm�stom strukturni� faktor Sq | 
e seredn~okvadratiqnafl�ktua
�� �onnoÝ gustini. Dl� r�din veliqina Sq v�dr�zn�-
t~s� v�d odini
�, osoblivo pri q por�dku obernenih m��atom-nih v�ddale� � menxe. Dl� vs�h sistem pri q ! 1, Sq ! 1, apri q ! 0 strukturni� faktor Sq=0 = TNi{T=V , de �zoterm�qnastisliv�st~ {T = �(�V=�P )T =V , P | tisk.Takim qinom, u naxomu vipadku veliqinu j�qj2 u viraz� dl�sili os
il�tora mo�na opustiti:fk!k0 = 25�2e4Z23m~!3 NiV 2 1(k0 � k)2 : (39.17)Ce� viraz dl� sil os
il�tora normovani� na kvaz�diskretni�spektr hvil~ovih vektor�v. Dl� normuvann� na neperervn� zna-qenn�, napriklad, k0, neobh�dno pere�ti v�d p�dsumovuvann� zahvil~ovim vektorom do v�dpov�dnogo �nte�rala. Ot�e, neobh�d-no, �k 
e v�e mi robili v poperedn~omu paragraf�, domno�itioder�anu silu os
il�tora na V=(2�)3:fk!k0 = 25�2e4Z23m~!3 NiV 1(2�)3 1(k0 � k)2 : (39.18)239



P�dkresl�
mo we raz, wo 
e� viraz dl� sili os
il�tora normo-vani� na neperervn� znaqenn� hvil~ovogo vektora k0 � diskretn�dl� k.�k vidno z (39.18), sila os
il�tora dl� v�l~no-v�l~nih pe-rehod�v 
 propor
��no� do qisla �on�v v odini
� ob'
mu (Ni=V ).Ot�e, dl� rozrahunku v nabli�enn�h viwih, n�� born�vs~ke, �kemi oder�ali, mo�na \toqno" obqisliti silu os
il�tora v pol�odnogo �ona, vikoristavxi toqn� funk
�Ý neperervnogo spektra �pomno�ivxi rezul~tat na qislo �on�v v odini
� ob'
mu.Narext� zna�demo userednenu za kutami silu os
il�tora:fk!k0 = 14� Z d
k0fk�k0 = 25�2e4Z23m~!3 NiV 1(2�)3� 12 1Z�1 dxk02 + k2 � 2kk0x; (39.19)de x = 
osdkk0: �nte�ruvann� ostatoqno da
:fk!k0 = 23� e4Z2m~!3 NiV 1kk0 ln ����k + k0k � k0 ����= 243� �aBZ �4 �!
! �3 NiV 1kk0 ln ����k + k0k � k0 ���� ; (39.20)de dl� znerozm�renn� vikoristano veliqinu !
 z (37.5). Cimvirazom mo�na poslugovuvatis� dl� qislovih p�drahunk�v ko-ef�
�
nta neperervnogo poglinann�, �kwo f�ziqn� umovi v zo-r�n�� atmosfer� v�dpov�da�t~ umovam zastosuvann� born�vs~kogonabli�enn�.x 40. Kvaz�klasiqne nabli�enn� dl� sil os
il�tor�vatoma vodn� v neperervnomu spektr�Vikorista�mo kvaz�klasiqni� viraz (28.3) dl� sili os
il�-tora atoma vodn� v diskretnomu spektr� � zna�d�mo sili os
i-l�tora dl� zv'�zano-v�l~nogo � v�l~no-v�l~nogo perehod�v.240



Ot�e, rozgl�nemo spoqatku zv'�zano-v�l~n� perehodi. Pokla-da
mo formal~no u formul� (28.3), �k 
e robilos~ ran�xe v x 38,golovne kvantove qislo k�n
evogo stanun0 = Z=ikaB; (40.1)de k | hvil~ovi� vektor elektrona v k�n
evomu stan�.Z meto� pravil~nogo normuvann� sil os
il�tora perehodimov pravil� sum (24.4) v�d p�dsumovuvann� za n0 do �nte�rala R dn0:Xn0 fn0n ! Z dn0fn0n: (40.2)Priqomu osk�l~kidn0n03 = �aBZ �2 k3d��1k� = �aBZ �2 k dk;to Z dn0fn0n = 1Z0 �aBZ �2 kn03fn0n dk = 1Z0 fn!k dk; (40.3)de sila os
il�torafn!k =Xl;m fn;l;m!k = �aBZ �2 n03kfn0n; (40.4)a p�d kvantovim qislom n0 rozum�
mo (40.1).Beruqi do uvagi viraz (28.3), znahodimo kvaz�klasiqni� vi-raz sili os
il�tora dl� perehodu z diskretnogo stanu v nepe-rervni� fn!k = 253�p3 �aBZ �2 �!
! �3 kn3 ; (40.5)241



pri 
~omu pam'�ta
mo, wo tut, zg�dno z umovami kvaz�klasiq-nost�, k ! 0; n � 1; a qastota ! � hvil~ovi� vektor k zv'�zan�zakonom zbere�enn� ener��Ý:!!
 = 1n2 +�kaBZ �2 : (40.6)U zv'�zku z 
im viraz dl� sil os
il�tora mo�na zapisati tak:fn!k =8<: 253�p3 aBZ �!
! �3 1n3q !!
 � 1n2 ; ! � !
n2 ;0; ! < !
n2 : (40.7)Tut 
�kavo zupinitis~ na pravil� sum Tomasa{Ra�he{Kuna.Pri nabli�enomu rozrahunku v x 26 sil os
il�tora dl� dis-kretnogo spektra mi vikoristali �nforma
�� pro toqne znaqen-n� vnesku neperervnogo spektra v 
e pravilo. P�drahu
mo teperz naxim nabli�enim virazom dl� sili os
il�tora (40.5) vnesokneperervnogo spektra v pravilo sum:1Z0 d kfn!k= 253�p3 �aBZ �2 1n3 1Z0 k dk[1=n2 + (kaB=Z)2℄3 = 23n3�p3 : (40.8)Zv�dsi dl� n = 1 otrimu
mo:1Z0 dk fn!k = 233�p3 = 0:4900701: (40.9)Ce qislo, zna�dene u kvaz�klasiqnomu nabli�enn�, neobh�dnopor�vn�ti z toqnim znaqenn�m 0.434996, pro �ke �xlos� v x 26.Dl� pol�pxenn� uzgod�enost� neobh�dno u kvaz�klasiqnomu vi-raz� dl� sil os
il�tora vrahovuvati faktor �aunta [15℄.U x 28 mi zaproponuvali dl� sili os
il�tora viraz (28.1), u�komu qisel~ne znaqenn� mno�nika 
onst viznaqili z r�vn�nn�(28.6) za v�domo� �ogo l�vo� qastino�. Dl� dotrimann� samo-uzgod�enost� viznaqenn� 
onst l�vu qastinu r�vn�nn� (28.6) ta-ko� potr�bno obqisl�vati za dopomogo� kvaz�klasiqnogo virazu242



(28.1), anal�tiqno prodov�enogo, zg�dno z (38.2), na neperervn�znaqenn� kvantovogo qisla n0. Ot�e, u formul� (40.3), zam�st~virazu (28.3) dl� fn0n, potr�bno brati viraz (28.1). �nximi slo-vami, u formul� (40.5), zam�st~ mno�nika 25=3�p3, beremo 
onst,a u viraz� (40.8) 
e dast~, zam�st~ 23=3�p3, veliqinu 
onst=4. Te-per �z pravila sum dl� sil os
il�tora budemo mati, woXn0 fn0n = 1� 
onst4 :Narext� z (28.6), (28.7) dl� n = 1 otrima
mo r�vn�nn� na vizna-qenn� nev�domoÝ veliqini 
onst:1� 
onst4 = 
onst��(3)4 + 332�abo 
onst = �14 + �(3)4 + 332��1 = 1:552158:Kvaz�klasiqni� koef�
�
nt 32=3�p3 = 1:960281 l�pxe uzgod�u
-t~s� �z 
im znaqenn�m, n�� z� zna�denim 1.433049 u x 28 bez pro-
eduri samouzgod�enn�: faktor �aunta g = 
onst=(32=3�p3) =0:792. Odnak u ma�butn~omu potr�bno tako� brati do uvagi, wofaktor �aunta v ul~traf�oletov�� ta vidim�� d�l�nkah spektrabliz~ki� do odini
�.�kwo k�n
evi� stan elektrona u neperervnomu spektr� opisu-vati ne kvantovimi qislami (k; l;m), a hvil~ovim vektorom k, topotr�bno vvoditi silu os
il�tora fn!k, �ka zale�it~ v�d k, a nev�d k = jkj. Robimo 
e xl�hom perenormuvann� sili os
il�torafn!k tak: 1Z0 dk fn!k = 1Z0 4�k2 fn!k4�k2 dk= Z dk fn!k; (40.10)243



de fn!k = 14�k2 fn!k: (40.11)Ot�e, z urahuvann�m (40.5) ma
mofn!k = 233�2p3 �aBZ �2 �!
! �3 1n3k : (40.12)Rozgl�n~mo v�l~no-v�l~n� perehodi. Poqatkovi� stan elekt-rona, wo ruha
t~s� v pol� Ni �on�v v ob'
m� V , zada
 hvil~ovi�vektor k, a k�n
evi�| k0. U formul� (40.11), �ka viznaqa
 silios
il�tora dl� perehodu elektrona z� zv'�zanogo stanu z kvan-tovim qislom n u v�l~ni� z hvil~ovim vektorom k0 v pol� ku-lon�vs~kogo poten
�alu odnogo �ona, we raz robimo formal~nuzam�nu n = Z=ikaB� perehodimo do neperervnih znaqen~ n.Beruqi do uvagi, wo fn!k0 � 1=n3, pitann� normuvann� silos
il�tora vir�xu
mo pod�bno do (40.2), (40.3):Xn 1n3n3fn!k0 ! Z dnn3 n3fn!k0 = �aBZ �2 1Z0 k dk n3fn!k= �aBZ �2 Z dk4�kn3fn!k0 =V!1�aBZ �2 (2�)3V Xk 14�kn3fn!k0=Xk �aBZ �2 (2�)3V 14�kn3fn!k0 =Xk fk!k0; (40.13)de fk!k0 = �aBZ �2 (2�)3V 14�kn3fn!k0: (40.14)Mi skoristalis~ tut formulo� (37.13) dl� perehodu v�d nepe-rervnih znaqen~ hvil~ovogo vektora k do diskretnih, a tako�tim, wo fn!k0 zale�it~ lixe v�d modul� vektor�v k � k0.244



Takim qinom, dl� odnogo �ona (Ni = 1), z urahuvann�m �vnogovirazu veliqini fn!k0 z (40.12), sila os
il�torafk!k0 = 233�2p3 �aBZ �2 �!
! �3 1k0 �aBZ �2 (2�)3V 14�k :Ostatoqno dl� Ni odnakovih �on�v �z zar�dom Z ma
mofk!k0 = 243p3 �aBZ �4 NiV �!
! �3 1kk0 ; (40.15)de qastota ! = ~2m (k02 � k2):Takim qinom, viraz (40.15) dl� fk!k0 ma
 m�xane normuvan-n�. Tobto v�n normovani� tak, wo p�dsumovuvann� za poqatkovi-mi kvantovimi qislami A oznaqa
 p�dsumovuvann� za hvil~ovimvektorom k, a p�dsumovuvann� za A0, zg�dno z normuvann�m (40.9),oznaqa
 �nte�ruvann� za k0:XA =Xk ; XA0 = Z dk0:V�dpov�dno do 
~ogo rozm�rn�st~ fk!k0 dor�vn�
 dov�in�, p�dne-sen�� do kuba (dl� 3-vim�rnogo prostoru).Detal~n�xe pogovorimo pro normuvann� 
�
Ý veliqini. Kvan-tov� qisla poqatkovogo stanu elektrona opisu�t~ � sp�nov� stupe-n� v�l~nost�, a same A = (k; s), de s | sp�nove qislo, �ke nabuva
dva znaqenn�: 1/2 (v odini
�h ~ ) | dl� stanu \sp�n uverh" ta(�1=2) | dl� stanu \sp�n uniz". V�dpov�dno v k�n
evomu stan�A0 = (k0; s0). Unasl�dok togo, wo matriqni� element u viraz� dl�fA0A, �ki� vhodit~ u koef�
�
nt poglinann� (6.6), obqisl�
mov�d operatora, nezale�nogo v�d sp�novih zm�nnih, to fA0A ! Æs0s� tomu suma za s0 znika
. P�dsumovuvann� za s stosu�t~s� lixestatistiqnogo operatora, �ki� tako� ne zale�it~ v�d sp�novogokvantovogo qisla, qerez te p�dsumovuvann� za s da
 qislo 2 �kmno�nik. Osk�l~ki �A normovana na odini
�, to sp�nov� zm�nn�vipadut~ z ostatoqnih viraz�v. 245



Narext� zrobimo take zauva�enn�. Legko baqiti, wo for-mulu (40.15) dl� fk!k0 formal~no mo�na otrimati z useredne-nogo za kutami born�vs~kogo nabli�enn� (39.20), �kwo v n~omuln j(k + k0)=(k � k0)j zam�niti na qislo �=p3, tobto slabku loga-rifm�qnu zale�n�st~ zam�niti stalo� veliqino�.x 41. Koef�
�
nt neperervnogo poglinann� atoma vodn�.V�l~no-v�l~n� perehodi�k mi v�e zaznaqali, poglinann� v neperervnomu spektr� zo-r�nih atmosfer zumovlene golovno vodnem, osk�l~ki voden~ pe-reva�a
 vs� �nx� elementi v h�m�qnomu sklad� zor�. Voden~ mo�ebuti v r�znih stanah: H, H+, H�, H+2 . Tut mi zoseredimo svo�uvagu na obqislenn� vnesku v koef�
�
nt neperervnogo poglinan-n� v�l~no-v�l~nih perehod�v v atom� vodn�.Vihodimo �z zagal~nogo virazu (6.6),{(q) = 2�2e2m
 NeV �1� e�~!=T�XA;A0 �AfAA0Æ(!A0A � !); (41.1)priqomu A = k; A0 = k0; qislo qastinok N | 
e povne qisloelektron�v v ob'
m�, �ke mi poznaqimo qerez Ne, N = Ne. Dal�sila os
il�tora fAA0 = fk!k0;a qastota perehodu !A0A = ~k022m � ~k22m :Dl� sil os
il�tor�v vikoristovu
mo kvaz�klasiqne nabli�enn�(40.15). Pam'�ta
mo tako�, wo 
� sila os
il�tora ma
 m�xanenormuvann�, tomu p�dsumovuvann� za A ta A0 rozum�
mo, zg�dnoz (40.12), �k p�dsumovuvann� za k ta �nte�ruvann� za k0. Statis-tiqna vaga poqatkovogo stanu elektrona�A = 1Ze e�~2k2=2mT ;246



de suma stan�v (statistiqna suma)Ze = Xk e�~2k2=2mT =V!1 V(2�)3 Z dk e�~2k2=2mT= V(2�)3 �2�mT~2 �3=2 ; (41.2)� ot�e, �A = (2�)3V � ~22�mT �3=2 exp�� ~2k22mT � : (41.3)Poznaqmo vnesok u koef�
�
nt poglinann� (41.1) v�d v�l~no-v�l~-nih perehod�v qerez {f�f (!)4. Zbira�qi vse razom � beruqi douvagi, wo koef�
�
nt poglinann� zale�it~ lixe v�d qastoti vi-prom�n�vann�, z (41.1) otrima
mo:{f�f (!) = 2�2e2m
 NeV 243p3 �aBZ �4 NiV �!
! �3� (2�)3V � ~22�mT �3=2 �1� e�~!=T� (41.4)� Xk 1ke�~2k2=2mT Z dk0k0 Æ�~k022m � ~k22m � !� :�nte�ru
mo za xtrihovanim hvil~ovim vektorom, vikoristo-vu�qi dobre v�dom� vlastivost� Æ-funk
�Ý:Z dk0k0 Æ�~k022m � ~k22m � !� = 4� 1Z0 k0 dk0 Æ�~k022m � ~k22m � !�= 4� 1Z0 k0 Æ(k0 � k0)j~k0=mj dk0 = 4�m~ ; (41.5)4�ndeks \f � f" | 
e perx� l�teri angl��s~kih sl�v \free-free" | v�l~no-v�l~ni�. 247



de k0 =r2m~ ! + k2:Dal� �nte�ru
mo v (41.4) za hvil~ovim vektorom k:(2�)3V Xk 1ke�~2k2=2mT =V!1= Z dkk e�~2k2=2mT = 4� 1Z0 k e�~2k2=2mT dk = 4�m~2 T: (41.6)� znahodimo{f�f (!) = 2�2e2m
 NeV 243p3 �aBZ �4 NiV �!
! �3� ~22�mT �3=2� 4�m~ 4�m~2 T �1� e�~!=T� : (41.7)Ostatoqno 
e� viraz perepisu
mo v takomu vigl�d�:{f�f (!) = 28�5=23p3 e2~
 �aBZ �5 �!
! �3�~!
T �1=2� nine �1� e�~!=T� ; (41.8)dl� zruqnost� koristuvann� we raz navedemo zna�om� poznaqenn�!
 = Z2e22aB~ ; aB = ~2me2�, kr�m togo, tut vvodimo nov� poznaqenn�ni = NiV ; ne = NeV (41.9)dl� k�l~kost� �on�v ta elektron�v v odini
� ob'
mu.248



�k baqimo, koef�
�
nt poglinann�, okr�m us~ogo, 
 propor-
��nim do konstanti tonkoÝ strukturi e2=~
 ' 1=137. Ce miobgovor�vali pri pobudov� k�netiqnogo r�vn�nn� dl� foton�v.Viraz dl� {f�f (!) mo�na tako� perepisati � u takomu vi-gl�d�: {f�f = 16p2�5=23p3 Z2e2
~m3=2 nine!3T 1=2 �1� e�~!=T� : (41.10)Narext� zauva�imo, wo rozm�rn�st~ {f�f (!), �k � povinno buti,
 oberneno� do dov�ini, wo dobre vidno z perxogo zapisu (41.8).x 42. Koef�
�
nt neperervnogo poglinann� atoma vodn�.Zv'�zano-v�l~n� perehodiMi znovu vihodimo �z zagal~nogo virazu{(q) = 2�2e2m
 �1� e�~!=T� NV XA;A0 �AfAA0Æ(!A0A � !); (42.1)de N | 
e qislo atom�v vodn� v atmosfer� zor�, wo za�ma
 ob'
mV , a kvantov� qisla A;A0 | 
e kvantov� qisla, wo harakteri-zu�t~ ruh elektrona v�dnosno 
entra mas: A = (n; l;m), A0 = k.Tut, uzagal� ka�uqi, treba bulo b dodati we sp�nov� kvantov�qisla s; s0 | proek
�Ý sp�nu elektrona na v�s~ z. Odnak, �k migovorili, u 
~omu nema
 potrebi, osk�l~ki operatori ne zale-�at~ v�d sp�novih zm�nnih � z ostatoqnih viraz�v sp�nov� stanivipada�t~. Dal� ma
mo:EA = � Z2e22aBn2 ; EA0 = ~2k22m ;�A = e�En=TZa ; En � EA; (42.2)Za = 1Xn=1 n�1Xl=0 lXm=�l e�En=T = 1Xn=1 e�En=Tn2 249



| statistiqna suma atoma dl� vnutr�xn�h stupen�v v�l~nost�.Ot�e, ta qastina koef�
�
nta poglinann�, �ka zumovlena zv'�-zano-v�l~nimi perehodami,5{b�f (!) = 2�2e2m
 NV �1� e�~!=T�Xs Xn;l;mZ dk� e�En=TZa fn;l;m!kÆ�~k22m + Z2e22aBn2~ � !� : (42.3)Silu os
il�tora fn!k =Xlm fn;l;m!kv�z~memo v kvaz�klasiqnomu nabli�enn� (40.12), � v rezul~tat�koef�
�
nt poglinann�{b�f (!) = 2�2e2m
 NZaV 233�2p3 �aBZ �2 �!
! �3 �1� e�~!=T�� 2Xn e�En=T 1n3Z dkk Æ�~k22m + Z2e22aBn2~ � !� :(42.4)Dal� �nte�ru
mo del~ta-funk
��:Z dkk Æ�~k22m + Z2e22aBn2~ � !�= 4� 1Z0 k dk Æ�~k22m + Z2e22aBn2~ � !� = 4�m~ :Ce za umovi, wo ~! � Z2e2=2aBn2, a �kwo 
� umova ne vikonu
-t~s�, to �nte�ral dor�vn�
 nulev�. Takim qinom:{b�f (!) = 2�2e2m
 NZaV 233�2p3 �aBZ �2 �!
! �3 4�m~5�ndeks \b � f" | 
e perx� l�teri angl��s~kih sl�v \bound-free" |zv'�zano-v�l~ni�.250



� �1� e�~!=T� 2 Xn�n
 e�En=Tn3 ; (42.5)graniqn� znaqenn� golovnogo kvantovogo qisla n
 dor�vn��t~ 
�-lomu v�d veliqini (!
=!)1=2. �k zviqno, opera
�� vz�tt� 
�loÝqastini qisla poznaqmo kvadratnimi du�kami:n
 = ��!
! �1=2� : (42.6)Ostatoqno:{b�f (!) = 27�3p3 e2~
 �aBZ �2 �!
! �3 �1� e�~!=T�� NZaV Xn�n
 1n3 e~!
T =n2 : (42.7)Do 
�
Ý formuli potr�bno zrobiti zauva�enn�. VeliqinaZa = 1Xn=1n2e~!
T =n2z (42.2) 
 rozb��no�. Ce pov'�zano z tim, wo qislo r�vn�v v atom�vodn� 
 bezme�nim, 1 � n < 1. Naspravd�, vnasl�dok ekranu-vann� �nximi zar�dami atmosferi zor� (�oni, elektroni), ku-lon�vs~ki� poten
�al �dra sta
 korotkod��qim (ekranovanim) �qislo r�vn�v | sk�nqennim. Napriklad, �kwo rad�us ekranuvan-n� Deba� rD = {�1D , {D = (4�e2Pi Z2i Ni=TV )1=2 (div. formulu(18.20)) 
 por�dku bor�vs~kogo rad�usa {DaB ' 1, to vs� zv'�zan�stani znika�t~.Spravd�, z kvantovoÝ mehan�ki dobre v�domo, wo k�l~k�st~ dis-kretnih r�vn�v ener��Ý qastinki z maso�m u pol� z poten
�al~no�ener��
� U = U(r) dor�vn�
 [13℄� m4~2 1Z0 U(r)r dr: 251



Dl� ekranovanogo poten
�alu |U = �e2r e�{Dr;
e qislo, �k legko peresv�dqitis~, dor�vn�
 1=4aB{D. Ot�e,umovo� �snuvann� zv'�zanih stan�v 
 4aB{D < 1, a dl� boda� od-nogo zv'�zanogo stanu potr�bno, wob 4aB{D = 1. �kwo aB{D � 1,to 
� umova ne vikonu
t~s� � zv'�zanih stan�v nema
. Sut~ naxihvisnovk�v ne zm�nit~s�, koli viraz dl� k�l~kost� diskretnih r�v-n�v ener��Ý vz�ti we toqn�xim.�kwo opis plazmi atmosferi zor� vimaga
 kvantovogo p�dho-du, to rad�usom ekranuvann� bude rad�us Tomasa{Ferm� rT�F =1={T�F � dl� sistemi z Ne elektron�v{T�F = � 4kF�aB�1=2 ; (42.8)de hvil~ovi� vektor Ferm�kF = �3�2NeV �1=3 :Veliqinu {T�F otrimu
mo formal~no z virazu {D zam�no� kla-siqnogo virazu seredn~oÝ teplovoÝ ener��Ý elektrona 3T=2 na ener-��� Ferm� "F = ~2k2F=2m. Takim qinom, faktiqno Za 
 veliqi-no� sk�nqenno�.Ukazanu trudn�st~ �z neviznaqen�st� veliqini Za mo�na ob�-�ti za dopomogo� tak zvanogo zakonu d��qih mas. U naxomuvipadku pro
es poglinann� � viprom�n�vann� mo�na zobrazitireak
�
� (1.2) dl� zv'�zano-v�l~nih perehod�v, �ku teper zapixe-mo tak: A� A+ + e; (42.9)de A| ne�tral~ni� atom vodn�, A+ | dodatni� �on, tobto pro-ton. Budemo rozgl�dati 
e� pro
es �k h�m�qnu reak
��. Zakonr�vnovagi h�m�qnoÝ reak
�Ý, �ku simvol�qno zapisu�t~ �kXj �jAj = 0; (42.10)252



de Aj | h�m�qn� simvoli reagu�qih reqovin, a �j | 
�l� dodatn�abo v�d'
mn� qisla, ma
 taki� vigl�d:Xj �j�j = 0; (42.11)de �j | h�m�qni� poten
�al v�dpov�dnoÝ veliqini. R�vn�nn� r�v-novagi (42.11) 
 neobh�dno� umovo� m�n�mumu termodinam�qnogopoten
�alu povnoÝ sistemi pri zadanih tisku � temperatur�. �n-ximi slovami, 
e r�vn�nn� 
 umovo� r�vnost� nulev� povnoÝ po-h�dnoÝ v�d termodinam�qnogo poten
�alu za k�l~k�st� qastinokodn�
Ý z reqovin, wo berut~ uqast~ u reak
�Ý. Priqomu poh�dnuberemo za umovi (42.10), tobto wo v�dnosna zm�na k�l~kost� qas-tinok i-toÝ ta j-toÝ reqovini dor�vn�
 �i=�j .U naxomu vipadku (42.9) ma
mo reak
��A�A+ � e = 0; (42.12)� ot�e, koef�
�
nti dl� atoma �ona ta elektrona 
 takimi:�A = 1, �i = �1; �e = �1. Teper umova h�m�qnoÝ r�vnovagi (42.11)nabuva
 vigl�du �F�N � �F�Ni � �F�Ne = 0; (42.13)de F = �T lnZ (42.14)| v�l~na ener��� povnoÝ sistemi, tobto sum�x� N atom�v, Ni �on�vta Ne elektron�v, Z | statistiqna suma. Uva�a
mo, wo sum�x
 �deal~nim gazom. Statistiqnu sumu zapisu
mo �k dobutok sta-tistiqnih sum: Z = ZNAN ! ZNiiNi! ZNeeNe! ; (42.15)de ZA, Zi ta Ze | 
e statistiqn� sumi okremih atoma, �ona taelektrona v�dpov�dno. �kwo vikoristati dl� faktor�ala veli-kih qisel N;Ni; Ne formulu St�rl�n�a (N ! ' (N=e)N , N � 1,253



e | osnova natural~nih logarifm�v), to z (42.13){(42.15) znaho-dimo umovu r�vnovagi h�m�qnoÝ reak
�Ý:�T ln�ZAN �+ T ln�ZiNi�+ T ln�ZeNe� = 0: (42.16)Ce � 
 zakon d��qih mas, �ki� mo�na zapisati we � tak:ZiZeZA = NiNeN : (42.17)Dl� atoma rozd�limo ruh 
entra mas ta vnutr�xn� ruhi. Z ura-huvann�m togo, wo masi atoma � �ona 
 praktiqno r�vnimi (masaelektrona b�l~x n�� na tri por�dki 
 menxo� za masu protona)ZA = ZiZa;de Zi | statistiqna suma, pov'�zana z ruhom atoma �k 
�logo,dor�vn�
 statistiqn�� sum� �ona (protona). Ot�e, ma
mo, woNZa = NiNeZe ; (42.18)de statistiqna suma elektrona z urahuvann�m �ogo sp�nuZe = Xs Xp e�~2p2=2mT = 2V(2�)3 Z dp e�~2p2=2mT= 2V(2�)3 �2�mT~2 �3=2 : (42.19)Ot�e, z (42.18) znahodimoNZa = NiNe2V �2�~2mT �3=2 (42.20)abo NZa = 4NiNeV �aBZ �3�~!
T �3=2 �3=2: (42.21)254



Ce� viraz prirodno uzgod�u
t~s� z naxim zauva�enn�m proekranuvann� v�l~nimi zar�dami kulon�vs~kogo poten
�alu �draatoma �k priqino� sk�nqennost� veliqini Za: qim b�l~xe v�l~-nih zar�d�v, tim menxa k�l~k�st~ zv'�zanih stan�v elektrona vatom�, a ot�e, tim menxo� 
 statistiqna suma Za.Dl� koef�
�
nta poglinann� teper ostatoqno z (42.7) otrimu-
mo: {b�f (!) = 29�5=23p3 e2~
 �aBZ �5 �!
! �3�~!
T �3=2 nine� �1� e�~!=T� Xn�n
 1n3 e~!
=Tn2 ; (42.22)de ni = NiV ; ne = NeV :| k�l~k�st~ �on�v ta elektron�v v odini
� ob'
mu.Povernemos~ do r�vn�nn� �on�za
��noÝ r�vnovagi (42.17). Oqe-vidno, wo 
e r�vn�nn� opisu
 r�vnovagu m�� atomom, �on�zovanimatomom � elektronom u zagal~nomu vipadku, a ne lixe, koli �on 
protonom. �kwo vid�liti z� statistiqnih sum qastinok u (42.17)statistiqn� sumi transl�
��nih ruh�v, to oder�u
mo:Ze = V � mT2�~2�3=2 � 2;Zi = V �MiT2�~2�3=2 ui(T ); (42.23)ZA = V �MaT2�~2�3=2 e�E0=Tua(T );de suma stan�v za vnutr�xn�mi stupen�mi v�l~nost� dl� elektronador�vn�
 2 | v�d dvoh mo�livih napr�mk�v sp�nu (div. (42.19)),a u \vnutr�xn�h" statistiqnih sumah dl� �ona ui(T ) ta atomaua(T ) ener��� v�drahovu
mo v�d ener��Ý osnovnogo stanu atoma E0;255



Ma, Mi | masi atoma ta �ona; Ma = Mi +m. �kwo p�dstaviti
� virazi v r�vn�nn� (42.17), to otrima
mo:ninena = �m�T2�~2�3=2 2ui(T )ua(T ) e��=T ; (42.24)de gustina atom�v na = N=V ; privedena masa m� = Mim=Ma,a ener��� �on�za
�Ý atoma � = �E0. Ce r�vn�nn� �on�za
��noÝr�vnovagi v�dome v astronom�qn�� l�teratur� �k formula Saha6.x 43. Povni� koef�
�
nt neperervnogo poglinann�dl� atoma vodn�Povni� koef�
�
nt neperervnogo poglinann� {
(!) formu
-t~s� v�l~no-v�l~nimi ta zv'�zano-v�l~nimi perehodami:{
(!) = {f�f (!) + {b�f (!):P�dstavimo v 
e� viraz formuli (41.8) ta (42.22) � zna�demo{
(!) = 28�5=23p3 e2~
 �aBZ �5 �1� e�~!=T��!
! �3� �~!
T �1=2 nine0�1 + 2~!
T Xn�n
 e~!
/Tn2 1n31A : (43.1)Nagadu
mo, wo n
 
 
�lo� qastino� (!
=!)1=2, n
 = 1; 2; : : :.Dl� velikih znaqen~ n sumu za n mo�na aproksimuvati �n-te�ralom. Velik� n | 
e n � nmax � 4 � 5. Ot�e, pri�ma
mo,wo Xn�n
 = nmax�1Xn=n
 + 1Znmax dn:6Me�nad Saha (1893{1956) | �nd��s~ki� f�zik � astrof�zik. Roboti Sahaprisv�qen� r�znim napr�mkam f�ziki | termodinam�
�, �dern�� f�zi
�, f�-zi
� kosm�qnih promen�v, teor�Ý viprom�n�vann�, f�zi
� �onosferi. Sv�tovuslavu prinesla �omu teor�� term�qnoÝ �on�za
�Ý atom�v u zor�nih atmosferah(formula Saha).256



Obqislimo �nte�ral:1Znmax 1n3 e~!
/Tn2dn = 12 1=n2maxZ0 e~!
x=T dx = T2~!
 �e~!
/Tn2max � 1� :Mi zrobili zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann�: x = 1=n2. Oqevidno:nmax � n
 + 1, �kwo nmax = n
, to zalixa
t~s� vnesok lixe v�d�nte�rala.Takim qinom, p�dstavl��qi 
e� viraz u (43.1), ostatoqnooder�u
mo:{
(!)= 28�5=23p3 e2~
 �aBZ �5 �!
! �3�~!
T �1=2 nine��1� e�~!=T� e~!
/Tn2max + 2~!
T nmax�1Xn=n
 1n3 e~!
=Tn2! : (43.2)Ce� viraz mo�na vikoristovuvati ne lixe dl� vodn� (Z =1), ale � dl� vodnevopod�bnih �on�v, �ogo mo�na tako� vikoris-tovuvati � dl� atom�v, u tomu qisl� � va�kih atom�v ta �on�v,uvod�qi zam�st~ Z de�ki� efektivni� zar�d ta beruqi ekspe-rimental~n� znaqenn� graniqnoÝ qastoti !
. Toqnih k�l~k�snihrezul~tat�v oq�kuvati pri 
~omu ne sl�d, hoqa dl� atom�v lu�nihmetal�v take nabli�enn� 
 dostatn~o dobrim.x 44. Koef�
�
nt neperervnogo poglinann�v�d'
mnogo �ona vodn� H�V�d'
mni� �on vodn� v�d�gra
 va�livu rol~ u formuvann� ne-perervnogo poglinann� zor�nih atmosfer. Neprozor�st~ takihz�r �k Son
e zumovlena, v osnovnomu, �onom vodn� H�. Dl�z�r z temperaturo� viwo�, n�� u Son
�, H� �on�zu
t~s�, a dl�holodn�xih z�r kon
entra
�� H� mala vnasl�dok v�dsutnost� v�-l~nih elektron�v, d�erelom �kih 
 �on�za
�� metal�v. Osnovni�257



vnesok u koef�
�
nt neperervnogo poglinann� u vidim�� d�l�n
�spektra da
 foto�on�za
�� H�, tobto zv'�zano-v�l~ni� pereh�d.V �nfraqervon�� d�l�n
� spektra b�l~xu rol~ v�d�gra�t~ v�l~no-v�l~n� perehodi.V�d'
mni� �on vodn� ma
 odin zv'�zani� stan z ener��
�EH� =�0:75416 eV. Ener��� zv'�zku elektrona v H� 
 malo� por�vn�noz ener��
� �on�za
�Ý atoma vodn�. Ce oznaqa
, wo odin z elekt-ron�v H� znahodit~s� na velik�� v�ddal� v�d �dra. D��sno, dl�vodn� EH = � ~22ma2B = �me42~2 :Poklada
mo tako� � dl� H� ener��� r�vno�EH� = � ~22ma2 ;de a | harakterna dov�ina.Zv�dsi, por�vn��qi 
� dva virazi, dl� veliqini a, �ka ma
zm�st rad�usa �ona H�, ma
moa = aB� EHEH��1=2 � 4aB:Za atomnimi masxtabami 
e velika v�dstan~. U zv'�zku z 
immo�na vikoristati odnoelektronne nabli�enn� � opisuvati stan
~ogo v�ddalenogo elektrona asimptotiqno� hvil~ovo� funk
�-
� [8℄:  (r) = Cr 12�a e�r=a; r !1; (44.1)a = (�2mEH�=~2)�1=2:Stala normuvann� C ta veliqina a zale�at~ v�d poved�nki elek-trona vseredin� atoma. Zrozum�lo, wo dl� Ýh viznaqenn� neob-h�dno toqno rozv'�zuvati zadaqu. Napriklad, dl� znahod�en-n� ener��Ý zv'�zku vikoristovu�t~s� var�a
��n� hvil~ov� funk-258




�Ý, poqina�qi z roboti S. Qandrasekgara7. U rezul~tat� bulozna�deno znaqenn� EH� = �0:75416 eV, ta a = 4:25aB.Koef�
�
nt C mo�na o
�niti dek�l~koma sposobami. �kwovva�ati, wo  (r) z (44.1) normovana zviqa�nim qinom na odini-
�, to otrima
mo C = 1. Odnak osk�l~ki 
e asimptotiqne zna-qenn� da
 nepravil~nu poved�nku na malih v�ddal�h (hvil~ovafunk
��  (0) = 
onst), to oqevidno C > 1. Mo�na vibrati  (r)tako� u vigl�d� (r) = Cr 12�a1 1r �e�r=a1 � e�r=a2� ; (44.2)�ka �k�sno pravil~no opisu
 poved�nku hvil~ovoÝ funk
�Ý prir ! 0, tod� C = (1 + a2=a1)1=2. (1� a2=a1) > 1;a2 < a1:�kwo vibrati model~ z� sk�nqennim rad�usom R0, to nabli�enahvil~ova funk
�� (44.1), �ka v�dpov�da
 umov� normuvann� toqnoÝhvil~ovoÝ funk
�Ý, ma
 vigl�d8: (r) = Cr 12�a e�r=ar ; (44.3)C = 1p1�R0=a :Rad�us R0 | 
e veliqina bliz~ko rozm�ru atoma.O
�nku C mo�na provesti, vikoristovu�qi pravilo sumi dl�sil os
il�tora. Narext�, mo�na \p�d�brati" C, wob u d�l�n
�7Chandrasekhar S. Astrophys. J., 100, 176 (1944). Za dosl�d�enn� f�ziqnihpro
es�v, va�livih dl� po�snenn� strukturi � evol�
�Ý z�r, Subraman'�naQandrasekgara (1910{1995) razom �z UÝl~�mom Al~fredom Faulerom nagoro-d�eno Nobel�vs~ko� prem�
� 1983 roku.8Div., napriklad, O. G. Sitenko, V. K. Tartakovs~ki�. Teor�� �dra. KiÝv:\Lib�d~", 2000.| S. 79{81. 259



\seredn�h" znaqen~ r asimptotiqna hvil~ova funk
�� zb�galas~�z var�a
��no�. Poki wo mi ne konkretizu
mo stalu normuvann�C. Rozrahu�mo teper silu os
il�tora dl� zv'�zano-v�l~nogo pe-rehodu jAi ! jA0i, de jAi zv'�zani� stan elektrona v �on� H�,jAi =  (r) = Cr 12�a e�r=ar ; (44.4)a stan v neperervnomu spektr� 
 plosko� hvile� de Bro�l�:jA0i = 1pV eikr:Ot�e, za oznaqenn�m (11.5), dl� sili os
il�tora ma
mo:fA!A0 = 23m~! ��hA0jp̂jAi��2= 23m~! ��hAjp̂jA0i��2 ; (44.5)de matriqni� elementhAjp̂jA0i = Cr 12�aV Z e�r=ar p̂eikr dr= C � 12�aV �1=2 ~kZ e�r=ar eikr dr (44.6)= C � 12�aV �1=2 ~k4�k 1Z0 e�r=a sin (kr) dr:Elementarne �nte�ruvann� da
hAjp̂jA0i = C � 12�aV �1=2 4�k2 + (1=a)2 ~k: (44.7)260



Stan jA0i u neperervnomu spektr� mo�na vz�ti z urahuvann�mrozs��nn� takim: jA0i = 1pV �eikr + f eikrr � ; (44.8)ampl�tudu f viberemo z umovi ortogonal~nost� 
�
Ý hvil~ovoÝfunk
�Ý do  (r) z (44.4). Ot�e, vimaga
mo, wobhAjA0i = 0abo Z e�r=ar �eikr + f eikrr � dr = 0:Obqisl�
mo �nte�rali � znahodimo r�vn�nn�4�k2 + (1=a)2 � f 4�ik � 1=a = 0;z �kogo f = � a1 + ika :Funk
�Ý (44.8) 
 tako� ortogonal~n� m�� sobo� dl� r�znih zna-qen~ hvil~ovih vektor�v � razom z funk
�
� osnovnogo stanu(44.4) utvor��t~ povnu sistemu.Matriqni� element v�d operatora �mpul~su m�� stanami (44.4)ta (44.8) zb�ga
t~s� z matriqnim elementom (44.7), obqislenimbez urahuvann� rozs��noÝ hvil�, osk�l~ki �nte�ral v�d rozs��-val~noÝ qastini jA0i, na �ku d�
 vektorni� operator p̂, dor�vn�
nulev�.Teper sila os
il�tora:fA!A0 = 23m~!C2 12�aV ~2k2(4�)2[k2 + (1=a)2℄2 : (44.9)�z zakonu zbere�enn� ener��Ý EA0 �EA = ~! ma
mo~2k22m �E = ~!; 261



a tomu wo 1=a =p�2mE=~2, znahodimo taki� zv'�zok:k2 + (1=a)2 = 2m~ !: (44.10)Ot�e, sila os
il�tora ostatoqno dor�vn�
fAA0 = 4�C23aV � ~m�3 k2!3 : (44.11)Viznaqmo teper stalu normuvann�, vikoristovu�qi pravilosum (24.4). Dl� obqislenoÝ tut sili os
il�tora (44.11) 
e pra-vilo da
 4�3 C2a � ~m�3 1V Xk k2!3 = 1:Perehodimo v�d p�dsumovuvann� do �nte�ruvann� za k � beremo douvagi viraz dl� qastoti ! z (44.10):4�3 C2a � ~m�3 1(2�)3 4� 1Z0 k4 dk(~=2m)3[k2 + (1=a)2℄3 = 1: (44.12)�nte�ru
mo za novo� zm�nno� x = ka:16C23� 1Z0 x4 dx(x2 + 1)3 = 1: (44.13)Zam�no� x2 = t zvodimo 
e� �nte�ral do B-�nte�rala E�lera [28℄:1Z0 x4 dx(x2 + 1)3 = 12 1Z0 t3=2(1 + t)�3 dt= �(5=2)�(1=2)2�(3) = 316�2(1=2) = 3�16 : (44.14)Teper z (44.13) ma
mo C = 1: (44.15)262



Obqisl�
mo koef�
�
nt poglinann�{(q) = 2�2e2m
 �1� e�~!=T� NH�V XA;A0 �AfAA0Æ(!A0A � !); (44.16)de NH� | k�l~k�st~ v�d'
mnih �on�v vodn� v atmosfer�; poqatko-vih stan�v ma
mo lixe odin (osnovni� stan �ona vodn�). Ot�e,koef�
�
nt neperervnogo poglinann� v�d'
mnogo �ona vodn�, zu-movleni� zv'�zano-v�l~nimi perehodami, dor�vn�
:{(q) = 2�2e2m
 �1� e�~!=T� NH�V �A 4�3a � ~m�3� 1(2�)3 Z dk k2!3 Æ� ~2mk2 + ~2ma2 � !� : (44.17)Tut mi pere�xli v�d p�dsumovuvann� za k do �nte�ruvann�. Dal�ma
mo Z dk k2!3 Æ� ~2mk2 + ~2ma2 � !�= 4�!3 1Z0 k4 Æ� ~2mk2 + ~2ma2 � !� dk; (44.18)de k0 viznaqa
t~s� z r�vn�nn�~2m�k20 + (1=a)2� = !;tobto k0 = �2m~ ! � (1=a)2�1=2 ;priqomu oqevidno ! > ~=2ma2. Teper{(q) = 4�3 e2~
�A �1� e�~!=T� NH�V a �k0! �3� ~m�3 : (44.19)Uvedemo graniqnu qastotu fotoefektu dl� H�, ~!
 = 0:75 eV!
 = ~2ma2 ; (44.20)263



Tak wo k0 = �2m!
~ �1=2� !!
 � 1�1=2 :Ostatoqno koef�
�
nt poglinann� vnasl�dok fotorozpaduv�d'
mnogo �ona vodn� dor�vn�
{(q) = 16�3 e2~
 ~m!
 �1� e�~!=T�� �ANH�V �!
! �3 (!=!
 � 1)3=2; ! � !
: (44.21)Zrozum�lo, wo dl� ! < !
 koef�
�
nt poglinann� {(q) = 0.Posl�dovn�xi� p�dh�d do rozrahunku koef�
�
nta poglinann�dl� H� mo�na provesti z dvoelektronno� var�a
��no� hvil~o-vo� funk
�
� osnovnogo stanu, �ka 
 simetrizovanim dobutkomvodnevopod�bnih odnoelektronnih hvil~ovih funk
��.Var�a
��nimi parametrami 
 efektivn� zar�di �dra, r�zn� dl�ko�nogo z elektron�v: Z1 = 1:039230, Z2 = 0:283221, a ener����on�za
�Ý � 0:36 eV [8℄. Tobto odin �z zar�d�v faktiqno ne v�d-r�zn�
t~s� v�d zar�du �dra Z = 1, a drugi� 
 znaqno menximv�d odini
�. V�n � viznaqa
 rozm�ri �ona a = aB=Z2 ' 3:531, pro
e �xlos� na poqatku 
~ogo paragrafu. Same 
� obstavina do-zvolila nam vibrati za hvil~ovu funk
�� osnovnogo stanu H�viraz (44.1). U zv'�zku z 
im mi ne vipisu
mo tut formulu dl�{(q), �ku otrimu
mo z dvoelektronno� var�a
��no� hvil~ovo�funk
�
� �ona H�.x 45. Neperervne poglinann� �nximi atomamiKr�m atoma vodn� v r�znih kvantovih stanah ta v�d'
mnogo�ona vodn� H�, sv�� vnesok u koef�
�
nt poglinann� v neperer-vnomu spektr� da�t~ � molekul�rn� �oni vodn�. Peredus�m 
e�oni H+2 ta H�2 . Mi ne budemo tut rozrahovuvati koef�
�
ntipoglinann� 
ih �on�v, a vka�emo lixe na te, wo Ýhn�� vnesok upovni� koef�
�
nt neperervnogo poglinann� mo�e skladati do264



10% dl� zor�nih atmosfer, u �kih f�ziqn� umovi dozvol��t~�snuvati takim molekul�rnim utvorenn�m.Kon
entra
�� NH+2 =V molekul�rnogo �ona vodn� H+2 v�dpo-v�dno do h�m�qnoÝ reak
�Ý �ogo utvorenn�, H+2 �H+ p z ener��
�diso
�a
�Ý v 2.65 eV, propor
��na dobutkov� kon
entra
�Ý atomar-nogo vodn� ta proton�v. Ot�e, maksimum gustini NH+2 =V rea-l�zu
t~s�, koli k�l~kost� atom�v ne�tral~nogo ta �on�zovanogovodn� r�vn�.Zv'�zani� molekul�rni� kompleks H�2 mo�e �snuvati lixepri niz~kih temperaturah, tomu �ogo vnesok potr�bno vrahovu-vati dl� holodnih atmosfer.Pom�tni� vnesok u neprozor�st~ zor�noÝ atmosferi da�t~ ato-mi gel��, kon
entra
�� �kogo wodo vodn�, �k u�e zaznaqalos~,
 dostatn~o znaqno�. Priqomu potr�bno brati do uvagi �k ne�-tral~ni� gel��, tak � odnokratno �on�zovani� He+, tobto vod-nevopod�bni� �on �z zar�dom �dra Z = 2. Dl� He+ obqislen-n� koef�
�
nta poglinann� mo�na provesti do k�n
�, osk�l~kihvil~ov� funk
�Ý 
 vodnevopod�bnimi. Faktiqno 
e� koef�

ntpoglinann� neva�ko vipisati z formuli dl� koef�
�
nta pogli-nann� dl� atomarnogo vodn� z poperedn�h paragraf�v, poklada-�qi zar�d �dra Z = 2. Rozrahunok koef�
�
nta poglinann� dl�ne�tral~nogo atoma gel�� provod�t~ z var�a
��nimi hvil~ovimifunk
��mi.Wodo zbud�enih ta �on�zovanih stan�v atoma gel��, to vo-ni rozpada�t~s� na dva klasi: sin�letn� ta tripletn� stani [8℄.C�kavo tako� zauva�iti, wo mo�livim 
 utvorenn� molekul�r-nogo kompleksu He+2 z ener��� diso
�a
�Ý � 2:5 eV, �ki� tako�davatime vnesok u neprozor�st~ atmosferi. D��qi m�� dvomaatomami gel�� v osnovnomu stan� slabk� van-der-vaal~s�vs~k� si-li ne mo�ut~ zv'�zati Ýh u molekulu, a kompleks He+2 �snu
 uzv'�zanomu stan�.Vnesok u koef�
�
nt neperervnogo poglinann� atom�v �nxihelement�v 
 neznaqnim tomu, wo Ýhn� k�l~k�st~ na dek�l~ka po-r�dk�v menxa, n�� vodn�. Prote pre
iz��ni� anal�z f�ziqnihumov v atmosfer� zor� vimaga
 vrahuvann� efekt�v za Ýh uqast�.265



Zokrema p�dkreslimo, wo �oni H� utvor��t~s� zavd�ki viv�l~-nenn� elektron�v pri �on�za
�Ý atom�v metal�v. A pro
es foto�o-n�za
�Ý �ona H� da
, �k mi zna
mo, golovni� vnesok u koef�
�
ntneperervnogo poglinann� atmosferi Son
�. Ot�e, atomi meta-l�v u zor�n�� atmosfer� vistupa�t~ �k svo
r�dn� fermenti, wozapuska�t~ mehan�zm utvorenn� � rozpadu v�d'
mnih �on�v vod-n�, �k� robl�t~ 
� atmosferu neprozoro�. Kr�m togo, foto�o-n�za
�� atom�v metal�v da
 � pr�mi� znaqni� vnesok u koef�
�
ntneperervnogo poglinann�, osoblivo v ul~traf�oletov�� d�l�n
�zor�nih spektr�v.



ROZD �L VIIFUNKC�� PEREROZPOD�LU ZA QASTOTAMITA KOEF�C��NT ROZS��NN�x 46. Funk
�� pererozpod�lu za qastotamiDl� faktiqnogo rozv'�zku r�vn�nn� perenosu viprom�n�van-n� nam we zalixilos~ detal~no dosl�diti veliqini, wo zumov-len� dvofotonnimi perehodami, tobto pro
esami rozs��nn�. Za-raz mi zoseredimo uvagu na funk
�Ý pererozpod�lu za qastotamiR(q; q0) z (8.4), wo v�dpov�da
 za 
� pro
esi, � u zv'�zku z 
imutoqnimo de�k� pon�tt�. Qastota !0 elektromagn�tnogo vipro-m�n�vann� p�sl� �ogo rozs��nn� sistemo� qastinok, uzagal� ka-�uqi, v�dr�zn�
t~s� v�d qastoti pada�qoÝ hvil� !. Ce zumovlenoruhami qastinok, priqomu potr�bno vrahovuvati � ruh sistemi �k
�logo, � vnutr�xn� ruhi. Qastota !0 v�dr�zn�
t~s� v�d qastoti !na veliqinu vlasnih qastot rozs��qoÝ sistemi ta na tu ener���,�ku foton pereda
 atomov� �k 
�lomu, ne zm�n��qi �ogo vnut-r�xn~ogo stanu. Take rozs��nn� naziva�t~ nekogerentnim, abokomb�na
��nim. �kwo rozs��nn� v�dbuva
t~s� bez zm�ni qastotiabo r�zni
� qastot (!0�!) 
 neznaqno� � ne� mo�na znehtuvati,to take rozs��nn� naziva�t~ kogerentnim.Vih�dn� virazi dl� obqislenn� funk
�Ý pererozpod�lu za qas-totami zadan� formulami (12.7) ta (12.8) z urahuvann�m (7.12).C� formuli berut~ do uvagi tako� � efekti rozxirenn� spek-tral~nih l�n��. Hoqa voni zapisan� dl� vrahuvann� lixe pri-rodnoÝ xirini spektral~nih l�n��, odnak, zg�dno z m�rkuvann�mi,navedenimi v x 21, 
� virazi zalixa�t~s� v sil� � pri vrahuvann�efekt�v m��qastinkovih vza
mod��, �k� privod�t~ do kvaz�sta
�-onarnost� atomnih stan�v. Prosto dl� 
~ogo v r�vn�nn�h (12.7),267



(12.8) p�d �!AC ta 
AC potr�bno rozum�ti povni� zsuv qastot tapovnu stalu zagasann�, �k� zumovlen� �k rad�a
��nimi efekta-mi, tak � m��qastinkovo� vza
mod�
�. Tut zrazu treba zrobitizastere�enn�, wo vpliv 
ih efekt�v na konturi zor�nih spekt-ral~nih l�n�� qerez funk
�� R(q; q0) 
 neznaqnim unasl�dok togo,wo same rozs��nn� 
 efektom nastupnogo por�dku malizni za sta-lo� tonkoÝ strukturi e2=~
 por�vn�no z pro
esami poglinann�.Tomu zdeb�l~xogo pri rozrahunku funk
�Ý R(q; q0) ne bratime-mo do uvagi zagasann� atomnih stan�v (za vin�tkom tak zvanogorezonansnogo rozs��nn�), a budemo koristuvatis~ vih�dnim vira-zom (8.4), v �komu funk
�� �A0A(q; q0) podana formulo� (7.12).Odnak 
e nabli�enn� vikorista
mo v�e v ostatoqnih virazah.Perehodimo do obgovorenn� funk
�Ý �A0A(q; q0). P�d znakommodul� v (7.12) ma
mo dva dodanki. Perxi� z nih mo�na umovnonazvati v�dpov�dal~nim za pr�me, abo �stinne, rozs��nn�. Dru-gi� dodanok opisu
 v�rtual~ni� pro
es poglinann� fotona z pe-rehodom atomnoÝ sistemi v prom��ni� stan jCi � p�zn�xim vi-prom�n�vann�m fotona. Zrozum�lo, wo obidva tipi rozs��nn��nterferu�t~ m�� sobo�, osk�l~ki beret~s� kvadrat modul� su-mi Ýhn�h vnesk�v � naxe rozd�lenn� 
 qisto umovnim bez bud~-�koÝmo�livost� �ogo eksperimental~nogo vi�vlenn�.Poqnemo teper rozrahunok matriqnih element�v, �k� vhod�t~u viraz (7.12). �kwo formulami (13.1){(13.3) vid�liti sistemu
entra mas atoma, wo rozs��
 fotoni, �k 
e zrobleno v x 13 privivqenn� efektu Dopplera, to matriqni� element zvodit~s� dodobutku simvol�v Kronekera:hA0jei(k�k0)rjAi= ha0jaiZ dR e�iP0R=~pV ei(k�k0)R eiPR=~pV (46.1)= Æa0aÆ(P=~ + k� k0 �P0=~):Prigada�mo, wo tut P, P0 | �mpul~si atoma �k 
�logo do � p�sl�rozs��nn� fotona, R | koordinata �ogo 
entra mas; jai, ja0i |268



hvil~ov� funk
�Ý optiqnogo elektrona, �k� opisu�t~ �ogo ruhv�dnosno 
entra mas.Rozrahu
mo matriqni� element, wo vhodit~ u drugi� dodanokp�d znakom modul� u viraz� (7.12) dl� funk
�Ý �A0A(q; q0):hAje�ikr(eqp̂)jCi = haje�ikr0(eqp̂)j
i�Z dR e�iPR=~pV e�ikR eiP00R=~pV (46.2)= haje�ikr0(eqp̂)j
iÆ �P00=~� k�P=~� ;tut r0 | koordinata elektrona v�dnosno 
entra mas, P00 | �m-pul~s atoma u prom��nomu stan� jCi = jP00; 
i1. U dipol~nomunabli�enn�, koli kr0 � 1, ma
mohAje�ikr(eqp̂)jCi = (eqpa
)Æ �P00=~� k�P=~� ; (46.3)a matriqni� element operatora �mpul~su elektronapa
 = hajp̂j
i = mhaj _̂rj
i = im!a
ra
; (46.4)ra
 | matriqni� element koordinati elektrona v�dnosno 
entramas. �kwo v Qitaqa vinika�t~ de�k� sumn�vi pri otrimann�
~ogo virazu, rekomendu
mo zvernutis~ do m�rkuvan~, navedenihu x 13 pri vivedenn� formuli (13.7).Teper �z (7.12) znahodimo�AA(q; q0) = �����(eqeq0)Æa0a Æ�P~ + k� k0 � P0~ �+ 1m~�XP00 X
 "(eqpa0
)(eq0p
a)!AC � !k0 Æ�P00~ + k� P0~ � Æ�P~ � k0 � P00~ �1Spod�va
mos~, wo Qitaq ne plutatime poznaqenn� kvantovih qisel pro-m��nih stan�v atoma z� xvidk�st� sv�tla. 269



+(eq0pa0
)(eqp
a)!AC + !k Æ�P00~ � k0 � P0~ � Æ�P~ + k� P00~ �#�����2;(46.5)de, pod�bno do (13.6), qastota!AC = EA �EC~ = !a
 + P2 �P0022M~ ; (46.6)M | masa atoma.Zva�a�qi na simvoli Kronekera v (46.5), qastota (46.6) uznamenniku perxogo dodanka p�d znakom sumi za �ndeksom 
 do-r�vn�
 !AC = !a
 + Pk0M � ~k022M ; (46.7)a v drugomu | !AC = !a
 � PkM � ~k22M : (46.8)Osk�l~ki hvil~ov� vektori k = !k=
, k0 = !k0=
, priqomu~!=M
2 � 1, ~!0=M
2 � 1, to v 
ih virazah dl� qastot !ACostann�mi dodankami mo�na znehtuvati. Nagadu
mo, wo f�ziqn�umovi v zor�nih atmosferah dozvol��t~ provoditi obqislenn�v ramkah nerel�tiv�sts~koÝ kvantovoÝ teor�Ý rozs��nn�.Zn�ma
mo v (46.5) p�dsumovuvann� za P00 �, beruqi do uvagi(46.4) ta to� fakt, wo simvol Kronekera, p�dneseni� do kvadra-ta, znovu dor�vn�
 simvolov� Kronekera, znahodimo:�A0A(q; q0) = Æ(P=~ + k� k0 �P0=~)�����(eqeq0)Æa0a (46.9)+m~ X
 !a0
!a
� (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +Pk0=M � !k0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 �Pk=M + !k� �����2:270



Simvol Kronekera pered znakom modul� zabezpequ
 vikonan-n� zakonu zbere�enn� �mpul~su v pro
esah rozs��nn� dl� sistemi\atom pl�s foton".Vikorista�mo teper 
e� viraz dl� obqislenn� funk
�Ý pere-rozpod�lu za qastotami z r�vn�nn� (8.4). Ot�e, nadal� beremodo uvagi odnosortnu sistemu z N atomami, poklada
mo v (8.4)�ndeksi stan�v r�vnimi A = (a;P), A0 = (a0;P0), v�dpov�dno sumiXA =Xa XP ; XA0 =Xa0 XP0 ;qastotu !A0A = !a0a + P02 �P22M~ ; (46.10)statistiqnu vagu �A beremo u vigl�d� (13.10), wo vrahovu
 �kvnutr�xn� stani atoma, tak � �ogo ruh �k 
�logo, � p�sl� zn�tt�sumi za P0 (zavd�ki simvolov� Kronekera v (46.9)) ta perehoduv�d p�dsumovuvann� za �mpul~som P do �nte�rala ostatoqno otri-ma
mo:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !0! Xa Xa0 �a Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2�Æ�!a0a + P(k� k0)M + !0 � !� �����(eqeq0)Æa0a (46.11)+m~ X
 !a0
!a
� (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +Pk0=M � !0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 �Pk=M + !� �����2;tut, �k � ran�xe, ! = !k, !0 = !k0 . Mi dotrimu
mos~ tut g�potezilokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vnovagi � beremo rozpod�l atom�v za�mpul~sami maksvell�vs~kim, a vrahuvann� Ýh m�kroturbulent-nih ruh�v robimo zam�no� temperaturi T na efektivnu tempera-turu T � z (14.6). 271



Del~ta-funk
�� v 
~omu viraz� pokazu
, wo priqino� neko-gerentnogo, abo komb�na
��nogo, rozs��nn� 
, �k u�e zaznaqalos~,perehodi atoma m�� stanami jai ta ja0i, wo opisu�t~ vnutr�xn�elektronn� ruhi, a tako� zm�na ener��Ý postupal~nogo ruhu atomap�d qas z�tknenn� z fotonom (ener��� v�ddaq�)2. �kwo v (46.11)vz�ti do uvagi v podv��n�� sum� za a0 ta a lixe odin dodanoka = a0, to nekogerentn�st~ u n~omu budut~ viznaqati lixe pro-
esi v�ddaq�, osk�l~ki !aa = 0. Ot�e, nav�t~ �kwo rozs��nn� vsistem� 
entr mas atoma 
 strogo kogerentnim, to v laboratorn��sistem�, zv'�zan�� z� sposter�gaqem, unasl�dok efektu Dopplera,pererozpod�l za qastotami 
 sutt
vim � �ogo potr�bno vrahovu-vati. Hoqa rozs��nn� mo�e buti bliz~kim do kogerentnogo zaumovi, wo veliqina povnogo �mpul~su atoma P �M
.Viraz (46.11) neskladnimi peretvorenn�mi mo�na zvesti dosimetriqn�xogo � prost�xogo vigl�du. Nasampered, zvern�mo uva-gu na te, wo, vnasl�dok perestavnih sp�vv�dnoxen~ m�� operato-rami koordinati ta �mpul~su, viraz(eq0r)(eqp̂)� (eqp̂)(eq0r)=X� X� e�q0e�q (x�p̂� � p̂�x�) (46.12)=X� X� e�q0e�q i~Æ�� = i~(eqeq0);�ndeksi �; � numeru�t~ dekartov� komponenti vektor�v. Tomuperxi� dodanok p�d znakom modul� v (46.11) mo�na zapisati tak:(eqeq0)Æa0a = ha0jeqeq0 jai= 1i~ ha0j(eq0r)(eqp̂)� (eqp̂)(eq0r)jai2�viwe komb�na
��nogo rozs��nn� sv�tla, koli, kr�m nezm�wenoÝ l�n�Ý, vi-nika�t~ nov�, qastoti �kih 
 komb�na
�
� qastot pada�qogo sv�tla � vlasnihqastot kolivan~ atoma qi molekuli (zv�dsi � nazva �viwa), eksperimen-tal~no v�dkriv u 1928 ro
� �nd��s~ki� f�zik Qandrasekgara Venkata Raman(1888{1970) (Nobel�vs~ka prem�� 1930 roku). Tomu qasto �viwe komb�na
��-nogo rozs��nn� naziva�t~ efektom Ramana abo raman�vs~kim rozs��nn�m.272



= 1i~X
  ha0j(eq0r)j
ih
j(eq p̂)jai�ha0j(eqp̂)j
ih
j(eq0r)jai! (46.13)= 1i~X
  (eq0ra0
)(eqp
a)� (eqpa0
)(eq0r
a)!= �m~ X
  !a
(eq0ra0
)(eqr
a) + !a0
(eqra0
)(eq0r
a)!:Ob'
dna�mo teper 
e� viraz �z drugim dodankom p�d znakom mo-dul� u formul� (46.11) � v rezul~tat� zna�demo, wo ves~ virazp�d znakom modul� dor�vn�
:(eqeq0)Æa0a + m~ X
 !a0
!a
� (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +Pk0=M � !0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 �Pk=M + !!= m~ X
 (!a0
(eqra0
)(eq0r
a) � !a
!a
 +Pk0=M � !0 � 1�+!a
(eq0ra0
)(eqr
a) � !a0
!a
 �Pk=M + ! � 1�)= m~ X
 (�!0 �Pk0=M�!a0
!a
 +Pk0=M � !0 (eqra0
)(eq0r
a)+�Pk0=M � !0�!a
!a
 �Pk=M + ! (eq0ra0
)(eqr
a)) 273



= m~ (! �Pk=M)(!0 �Pk0=M)�X
 ( (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +Pk0=M � !0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 �Pk=M + !): (46.14)Prokomentu
mo 
� peretvorenn�. Pri otrimann� drugoÝ r�v-nost�, obqisl��qi viraz u drug�� kvadratn�� du�
�, mi skoris-talis~ tim, wo !a0
 � !a
 = !a0a, a z zakonu zbere�enn� ener���,�ki� zabezpequ
 del~ta-fuk
�� v (46.11), vipliva
, wo!a0a = P(k0 � k)M + ! � !0;� tomu !a0
!a
 �Pk=M + ! � 1 = !a0a +Pk=M � !!a
 �Pk=M + != Pk0=M � !0!a
 �Pk=M + ! :Pri otrimann� nastupnoÝ r�vnost� v perxomu dodanku u f�gurnihdu�kah zrobleno tak� peretvorenn�:!a0
!a
 +Pk0=M � !0 = !a0a + !a
!a
 +Pk0=M � !0 (46.15)= ! � !0 +P(k0 � k)=M + !a
!a
 +Pk0=M � !0 = 1 + ! �Pk=M!a
 +Pk0=M � !0 ;a v drugomu | !a
!a
 �Pk=M + ! = 1 + Pk=M � !!a
 �Pk=M + !: (46.16)Kr�m togo, zauva�u
mo, wo vnesok v�d odini
~ z (46.15), (46.16)u viraz (46.14) dor�vn�
 nulev�, osk�l~kiX
  (eqra0
)(eq0r
a)� (eq0ra0
)(eqr
a)!= ha0j(eqr)(eq0r)� (eq0r)(eqr)jai = 0:274



Dodanki Pk=M � Pk0=M u kruglih du�kah pered sumo� za 
 v(46.14) mo�na opustiti, osk�l~ki voni dadut~ v R(q; q0) neznaq-ni� aditivni� vnesok, a v znamennikah p�d znakom sumi za 
Ýh potr�bno zber�gati, �kwo mi ma
mo nam�r urahovuvati efektirozxirenn� prof�l� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami, beru-qi do uvagi efekti zagasann� atomnih stan�v.Zva�a�qi na skazane � p�dstavl��qi viraz (46.14) u (46.11),znahodimo:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03Xa Xa0 �a Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2�Æ�!a0a + P (k� k0)M + !0 � !� (46.17)� �����m~ X
  (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +Pk0=M � !0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 �Pk=M + !!�����2 :Viraz (46.17) dl� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami R(q; q0)
 ostatoqnim, � nam h�ba wo zalixilos~ urahuvati v n~omu efek-ti zagasann� atomnih stan�v, zg�dno z r�vn�nn�mi (12.7), (12.8):tobto zam�niti v (46.17) del~ta-funk
�� konturom Loren
a, aqastoti !a
 na !a
 + �!a
 � i
a
=2, de stala zagasann� ta zsuvqastoti formu�t~s� �k rad�a
��nimi efektami, tak � m��atom-nimi vza
mod��mi. U rezul~tat�:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03Xa Xa0 �a Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2� 
a0a=2�h! � !0 � !a0a ��!a0a �P(k� k0)=Mi2 + h
a0a=2i2������m~ X
  (eqra0
)(eq0r
a)!a
 +�!a
 +Pk0=M � !0 � i
a
=2 275



+ (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 +�!a
 �Pk=M + ! � i
a
=2!�����2: (46.18)U nastupnomu paragraf� navedemo dek�l~ka nabli�enih vi-raz�v dl� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami, otrimanih �z 
�
Ýzagal~noÝ formuli.x 47. Nabli�en� virazi dl� funk
�� pererozpod�luza qastotamiZ meto� otrimati dl� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotamiformuli, pridatn� dl� Ýh praktiqnogo vikoristann� pri dosl�-d�enn� prof�l�v spektral~nih l�n�� xl�hom rozv'�zuvann� r�v-n�nn� perenosu viprom�n�vann�, zrob�mo we de�k� kroki dl�sprowenn� virazu (46.18).Peredus�m, �kwo mi ne budemo vrahovuvati efekt�v zagasann�atomnih stan�v u funk
�Ý �A0A(q; q0), pro wo �xla mova viwe, tov znamennikah veliqini, wo stoÝt~ p�d znakom modul� v (46.18),mo�na opustiti tako� dodanki Pk=M ta Pk0=M . Pri 
~omuvinika
 mo�liv�st~ vikonati �nte�ruvann� za komponentami �m-pul~su P. Spravd�, spr�movu
mo v�s~ z uzdov� vektora (k � k0):�nte�ruvann� za Px, Py da
 mno�nik 2�MT , a �nte�ruvann� za Pz| 
e zgortka loren
�vs~kogo � �auss�vs~kogo kontur�v, z �ko� miv�e mali spravu u formul� (13.7) pri vivqenn� efektu Dopple-ra. � tomu zrazu pixemo rezul~tat:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03Xa Xa0 �a H(�; v)p2�T=M jk� k0j� �����m~ X
  (eqra0
)(eq0r
a)!a
 � !0 + (eq0ra0
)(eqr
a)!a
 + ! !�����2 ; (47.1)de funk
�� Fo��ta H(�; v) viznaqena r�vn�nn�m (13.19), u �komu� = 
a0a2jk� k0jp2T=M ; (47.2)276



v = ! � !0 � !a0a ��!a0ajk� k0jp2T=M ; (47.3)jk� k0j =pk2 � 2kk0 + k02 = !
s1� 2!0! 
os#+�!0! �2; (47.4)# =dkk0 | kut rozs��nn�.Otrimana formula dl� R(q; q0) vse we nezruqna dl� prak-tiqnogo vikoristann�, osk�l~ki ÝÝ zale�n�st~ v�d kut�v 
 nadtoneprosto�. Mova �de pro zale�n�st~ v�d kuta m�� odiniqnimivektorami pol�riza
�Ý eq ta e0q, �ka zaplutana qerez kuti m��
imi vektorami ta matriqnimi elementami rad�us-vektora op-tiqnogo elektrona. Pam'�ta�qi, wo sv�� vnesok u r�vn�nn� pe-renosu viprom�n�vann� funk
�� R(q; q0) da
 qerez �nte�ruvann�za kutami, mi mo�emo dewo \zgladiti" tonku mere�ivnu struk-turu ÝÝ kutovoÝ zale�nost�, ne vtraqa�qi na toqnost� ostatoqnihrezul~tat�v dl� prof�l�v spektral~nih l�n�� atom�v. Zva�a�qina 
e, proved�mo userednenn� skal�rnih dobutk�v (eqr
a)(eq0r
a),�k� vhod�t~ u (47.1), za napr�mkami vektor�v ra0
 � r
a. Poznaqmo
e userednenn� risko�:(eqra0
)(eq0r
a)! (eqra0
)(eq0r
a)=X� X� e�q e�q0x�a0
x�
a=X� X� e�q e�q0Æ�� jx�a
j2Æa0a (47.5)= Æa0a 13X� e�qe�q0 jra
j2 = Æa0a 13(eqeq0)jra
j2:Tut timqasovo �ndeksami �; � poznaqeno komponenti vektor�v uz-dov� v�dpov�dnih ose� dekartovih koordinat (x; y; z). Mi viko-ristali we � te, wo userednenn� \perehresnih" dodank�v tipuxa0
y
a ta xa0
x
a, a 6= a0 dor�vn�
 nulev� vnasl�dok neparnost�277




ih viraz�v, a tako� te wo, napriklad, seredn
 xa
x
a = jxa
j2 =jra
j2=3: �z 
im mi v�e mali spravu pri vvedenn� 
ili os
il�-tora formulami (11.5) ta (11.7). U rezul~tat� takoÝ pro
eduriseredn
 (eqra0
)(eq0r
a) = Æa0a(eqeq0)jra
j2=3; (47.6)� �kwo skoristatis~ we oznaqenn�m (11.7) dl� sili os
il�toraf
a = 2m!
a3~ jr
aj2;to z (47.1) matimemoR(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03(eqe0q)2Xa �a H(�; v)p2�T=M jk� k0j� �����12X
 f
a!a
 1!a
 � !0 + 1!a
 + !!�����2 ; (47.7)priqomu tut ar�umenti funk
�Ý Fo��ta 
 znaqno prost�ximi:� = 
aa2jk� k0jp2T=M ; (47.8)v = ! � !0jk� k0jp2T=M : (47.9)Ot�e, kutova zale�n�st~ funk
�Ý pererozpod�lu za qastotamiprirodno zvelas~ do zale�nost� v�d kuta rozs��nn� ta v�d kutam�� napr�mkami pol�riza
�� pada�qogo � rozs��nogo viprom�n�-vann�.Viraz (47.7) v�e pridatni� dl� provedenn� praktiqnih roz-rahunk�v. Potr�bno tako� pam'�tati, wo pri vrahuvann� m�kro-turbulentnih ruh�v reqovini atmosferi zor� p�d temperaturo�T u navedenih virazah sl�d rozum�ti efektivnu temperaturu T �,oznaqenu r�vn�nn�m (14.6).278



�kwo ne brati do uvagi zagasann� atomnih stan�v jai, tobtopoklasti 
aa = 0, to funk
�� Fo��ta zvodit~s� do doppler�vs~-kogo konturu (15.3) H(0; v) = e�v2 , � dl� R(q; q0) otrimu
mo zovs�mprosti� viraz:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03(eqe0q)2 e�M(!�!0)2=2T jk�k0j2jk� k0jp2�T=M�Xa �a �����12X
 f
a!a
 1!a
 � !0 + 1!a
 + !!�����2 : (47.10)Dl� oder�ann� 
~ogo virazu mi mogli pro�ti korotxi� xl�h,vikonu�qi pro
eduru userednenn� za kutami (47.6) we u funk
�Ý�A0A(q; q0), oznaqen�� formulo� (46.9):�A0A(q; q0) = Æa0aÆ(P=~ + k�P0=~� k0)(eqeq0)2������1� 12X
 !a
f
a� 1!a
 � !k0 + 1!a
 + !k� �����2: (47.11)Vikorista�mo teper pravilo sum (24.4) dl� sil os
il�toraX
 f
a = 1� zapix�mo viraz p�d znakom modul� v (47.11) tak:1� 12X
 !a
f
a� 1!a
 � !k0 + 1!a
 + !k�=X
 f
a � 12X
 !a
f
a� 1!a
 � !k0 + 1!a
 + !k�= 12X
 f
a� !k!a
 + !k � !k0!a
 � !k0� : (47.12)279



Ostatoqno funk
���A0A(q; q0) = Æa0aÆ(P=~ + k�P0=~� k0)(eqeq0)2������12X
 f
a� !k!a
 + !k � !k0!a
 � !k0� �����2: (47.13)Teper xukana funk
�� pererozpod�lu za qastotami, oznaqenar�vn�nn�m (8.4), nabuva
 vigl�du:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !0! Xa �a Z dP e�P2=2MT(2�MT )3=2�Æ�P(k� k0)M + !0 � !� (eqeq0)2������12X
 f
a� !!a
 + ! � !0!a
 � !0� �����2: (47.14)�k � ran�xe pri �nte�ruvann� za komponentami vektora P, vi-beremo v�s~ z uzdov� vektora (k � k0). Tod� �nte�ruvann� za Pxta Py da
 mno�nik 2�MT , a �nte�ruvann� za Pz zn�ma
 del~ta-funk
��: R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !0! (eqeq0)2�r M2�T 1jk� k0je�M(!�!0)2=2T jk�k0j2�Xa �a�����12X
 f
a� !!a
 + ! � !0!a
 � !0� �����2: (47.15)Priqino� togo, wo formuli (47.10), (47.15) ne zb�ga�t~s�, 
te, wo v perxomu vipadku mi robili toqn� peretvorenn� virazup�d znakom modul� u funk
�Ý R(q; q0) � pot�m useredn�vali za280



kutami, a v drugomu | 
e userednenn� vikonano na prom��nomuetap� peretvoren~ u funk
�Ý �A0A(q; q0) � bez vikoristann� zakonuzbere�enn� ener��Ý, �ki� zabezpequ
 del~ta-funk
�� v R(q; q0).Neva�ko, odnak, perekonatis~, wo virazi (47.10) ta (47.15)dl� funk
�Ý R(q; q0) v�dr�zn��t~s� ne sutt
vo vnasl�dok togo, woÝÝ veliqinu viznaqa�t~ bliz~k� znaqenn� qastot ! ta !0. Konturfunk
�Ý R(q; q0) viznaqa
t~s�, v osnovnomu, �auss�vs~ko� funk-
�
� u virazah (47.10) ta (47.15), tobto teplovim ta m�kroturbu-lentnim efektom Dopplera, tomu v b�l�eksponentnih mno�ni-kah mo�na poklasti ! = !0, � tod� obidv� formuli da�t~ taki�rezul~tat:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV (eqe0q)2 e�M(!�!0)2=2T jk�k0j2jk� k0jp2�T=M�Xa �a�����X
 !2f
a!2a
 � !2 �����2: (47.16)Zauva�u
mo, wo funk
�� (47.16) ma
 osobliv�st~ pri k = k0,tobto koli qastoti pada�qogo � rozs��nogo fotona zb�ga�t~s�,! = !0, a kut rozs��nn� dor�vn�
 nulev�, # = 0 (rozs��nn� vpe-red). C� osobliv�st~ v�dpov�da
 kogerentnomu rozs��nn�. Zva-�a�qi na neÝ, poklada
mo pri ! ' !0 viraz (47.4) r�vnimjk� k0j = !
p2(1 � 
os#) = 2!
 sin #2 : (47.17)Teper z (47.16) ma
moR(q; q0) = � e2m
2�2 NV (eqeq0)2Xa �a�����X
 !2f
a!2a
 � !2 �����2� s M
28�T!2 sin2 #=2 exp ��M
2(! � !0)28T!2 sin2 #=2� : (47.18)�kwo poklasti #! 0 (rozs��nn� vpered), to, vikoristovu�qi281



odne �z zobra�en~ del~ta-funk
�Ý [8℄Æ(x) = lim�!0 e�x2=�p�� ; (47.19)z virazu (47.18) otrimu
mo funk
�� pererozpod�lu za qastotamidl� kogerentnogo rozs��nn�R(q; q0) = � e2m
2�2 NV (eqeq0)2� Xa �a�����X
 !2f
a!2a
 � !2 �����2Æ(! � !0): (47.20)Ko�en �z navedenih viwe nabli�enih viraz�v dl� funk
�ÝR(q; q0) ma
 svoÝ me�� zastosovnost�, � na prakti
� pri obqislen-n� prof�l�v konkretnih spektral~nih l�n�� Ýh potr�bno retel~novivqati.Zverta
mo uvagu na te, wo tak zvane nabli�enn� povnogo pe-rerozpod�lu za qastotami, koli funk
�� R(q; q0) zobra�u�t~ do-butkom dvoh funk
��, odna z �kih zale�it~ lixe v�d q, a �nxa| v�d q0 (qi ! � !0), �k vidno z (46.18) abo (47.15), ne ma
 n��ko-go m�kroskop�qnogo ob�runtuvann�. Tomu va�ko oq�kuvati v�dtakogo fenomenolog�qno nakinutogo na R(q; q0) nabli�enn� pra-vil~nogo opisu tonkih detale� prof�l�v spektral~nih l�n��.x 48. Rozs��nn� na v�l~nih zar�dahPerehodimo do obqislenn� koef�
�
nta rozs��nn� elektro-magn�tnogo viprom�n�vann� v�l~nimi zar�dami. Dl� viznaqe-nost� budemo govoriti pro rozs��nn� elektronami. Vih�dnimivirazami 
 formula (8.5) dl� koef�
�
nta rozs��nn� �(q) ta fun-k
�� pererozpod�lu za qastotami R(q; q0), �ku mi rozrahovuvaliv poperedn~omu paragraf�.282



�kwo qastinka, wo rozs��
 fotoni, 
 v�l~no� � vnutr�xn�stupen� v�l~nost� v�dsutn�, to u viraz� (47.15) dl� funk
�Ý pere-rozpod�lu za qastotami formal~no poklada
mo !a
 = 0 �, vraho-vu�qi pravilo sum dl� sil os
il�tora f
a ta poklada�qi masuM = m, znahodimo:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !0! (eqeq0)2� r m2�T 1jk� k0je�m(!�!0)2=2T jk�k0j2 ; (48.1)oqevidno tako�, wo Xa �a = 1:�kwo vva�ati rozs��nn� bliz~kim do kogerentnogo, to vikoris-tovu
mo viraz (47.18):R(q; q0) = � e2m
2�2 NV (eqeq0)2� s m
28�T!2 sin2 #=2 exp ��m
2(! � !0)28T!2 sin2 #=2� : (48.2)Obqislimo z 
im virazom koef�
�
nt rozs��nn�. Z (8.5) ta(48.2) ma
mo:�(q) = X�0 Z d
0 1Z0 d!0R(q; q0) (48.3)= � e2m
2�2 NV X�0 Z d
0(eqeq0)2 1p� 1Z�pm
2=8T sin2 #=2e�x2 dx;283



de nova zm�nna �nte�ruvann�x = (!0 � !)s m
28T!2 sin2 #=2 :Osk�l~ki pri temperatur� T , wo v�dpov�da
 temperatur� zor�noÝatmosferi, veliqina m
28T sin2 #=2 � 1dl� bud~-�kogo kuta rozs��nn� #, to ni�n� me�u v �nte�ral� za xmo�na v�dt�gnuti do bezme�nost�, � tod� rezul~tat �nte�ruvann�dor�vn�
 p�. Takim qinom, koef�
�
nt rozs��nn��(q) = � e2m
2�2 NV X�0 Z d
0 (eqeq0)2: (48.4)Obqislimo sumu za pol�riza
��miX�0 (eqeq0)2 = (ek;�ek0;1)2 + (ek;�ek0;2)2 = 
os2 �+ 
os2 �:Tut uvedeno napr�mn� kosinusi odiniqnogo vektora pol�riza
�Ýek;� pada�qogo viprom�n�vann� v dekartovih koordinatah, na-pr�mki ose� �kih viznaqen� tr��ko� vektor�v (ek0;1; ek0;2;k0):
os� = (ek;�; ek0;1); 
os � = (ek;�; ek0;2); 
os � = (ek;�;k0)jk0j :Kut � | 
e kut m�� napr�mkom pol�riza
�Ý pada�qoÝ hvil� �napr�mkom rozs��nn�. Vikorista�mo teoremu P�fagora
os2 �+ 
os2 � + 
os2 � = 1� otrima
mo, wo X�0 (eqeq0)2 = sin2 �: (48.5)284



Narext� z (48.4) ma
mo, wo�(q) = � e2m
2�2 NV Z d
0 sin2 �= � e2m
2�2 NV 2�Z0 d' �Z0 d� sin � sin2 �; (48.6)� p�sl� elementarnogo �nte�ruvann� znahodimo koef�
�
nt rozs�-�nn� �(q) = 8�3 � e2m
2�2 NV : (48.7)Ce� viraz (bez mno�nika N=V ) v�domi� �k formula Tomsonadl� perer�zu rozs��nn�, � tomu qasto rozs��nn� sv�tla na v�l~nihelektronah naziva�t~ tomson�vs~kim3.Formula Tomsona opisu
 rozs��nn� ne lixe v�l~nimi elek-tronami, a � timi, �k� vhod�t~ do skladu atom�v, �kwo qastota! 
 znaqno b�l~xo�, n�� vlasn� qastoti atoma !a
. Ot�e, kolij!a
j � !, to za 
ih umov elektroni mo�emo vva�ati v�l~nimi,� z formuli (47.15) mi znovu prihodimo do (48.1). Klasiqno�movo� mo�na govoriti pro te, wo sila, �ka d�
 na zar�d z bo-ku zovn�xn~ogo elektromagn�tnogo pol�, 
 znaqno b�l~xo�, n��sili, wo utrimu�t~ elektron u zv'�zanomu stan� v atom�, � tomuv�n rozs��
 �k v�l~ni� zar�d. Same tomu veliqina �(q) z (48.7)v�e ne zale�it~ n� v�d qastoti !, n� v�d harakteristik atoma.Dl� du�e visokih qastot nax� formuli nezastosovn�, osk�l~kirozrahunki potr�bno vesti metodami kvantovoÝ elektrodinam�-ki z urahuvann�m rel�tiv�sts~kih efekt�v (formula Kl��na{N�x�ni dl� efekta Komptona). Odnak, �k mi v�e neodnorazovop�dkresl�vali, f�ziqn� umovi v zor�nih atmosferah 
 takimi,3D�ozef D�on Tomson (1856{1940) | angl��s~ki� f�zik. V�dkriv elekt-ron � vim�r�v veliqinu �ogo zar�du (Nobel�vs~ka prem�� 1906 roku), u kla-siqn�� teor�Ý rozs��nn� rozrahuvav efektivni� perer�z rozs��nn� sv�tla v�-l~nimi elektronami (formula Tomsona). 285



wo rel�tiv�sts~k� efekti nesutt
v� � Ýh mo�na ne brati do uvagipri vivqenn� atomnih spektral~nih l�n��.Rozs��nn� v�l~nimi elektronami sta
 efektivnim � mo�e kon-kuruvati z foto�on�za
�
� v atmosferah gar�qih z�r, koli, zg�d-no z rozpod�lom Bol~
mana, k�l~k�st~ �on�zovanih atom�v, a ot�e,� elektron�v, 
 znaqno�.x 49. ReleÝvs~ke rozs��nn� na atomahPri dosl�d�enn� zor�nih atmosfer z dostatn~o niz~kimi tem-peraturami, takimi, wo v nih mo�ut~ �snuvati ne lixe atomi,a � molekuli, va�livo vrahovuvati rozs��nn� foton�v z korot-kohvil~ovoÝ d�l�nki spektra na elektronah u zv'�zanih stanah.�kwo qastoti pada�qogo � rozs��nogo sv�tla !; !0 
 znaqnomenximi za vlasn� qastoti atom�v qi molekul seredoviwa, to zformuli (47.10) dl� funk
�Ý pererozpod�lu za qastotami znaho-dimo:R(q; q0) = � e2m
2�2 NV !!03(eqe0q)2Xa �a X
 f
a!2a
!2� e�M(!�!0)2=2T jk�k0j2jk� k0jp2�T=M : (49.1)C� formulu mo�na, oqevidno, otrimati � z �nxogo nabli�enogor�vn�nn� (47.15), �kwo poperedn~o p�d znakom sumi za 
 zrobitielementarn� peretvorenn� � zva�iti na te, wo v�dnosna r�zni
�qastot (! � !0)=j!a
j � 1, osk�l~ki eksponenta \r��e" vnesok v�dvelikih znaqen~ (! � !0), a kr�m togo, vikoristati umovi, woj!a
j � ! ta j!a
j � !0:!!a
 + ! � !0!a
 � !0 = !a
(! � !0)� 2!!0(!a
 + !)(!a
 � !0) !! � 2!!0(!a
 + !)(!a
 � !0) ! �2!!0!2a
 :286



Dl� rozs��nn�, �ke 
 bliz~kim do kogerentnogo, funk
�� (49.1)zvodit~s� doR(q; q0) = � e2m
2�2 NV !4(eqeq0)2Xa �a X
 f
a!2a
!2
� s M
28�T!2 sin2 #=2 exp ��M
2(! � !0)28T!2 sin2 #=2� : (49.2)Zrozum�lo, wo 
e� viraz tako� mo�na bulo zrazu vipisati z(47.18) za umovi, wo ! � j!a
j.Rozrahu�mo teper koef�
�
nt rozs��nn� � z (8.5), vikoristo-vu�qi formulu (47.18) � povtor��qi vpravi z poperedn~ogo pa-ragrafa:� = 8�3 � e2m
2�2 NV !4Xa �a X
 f
a!2a
 � !2!2 : (49.3)�kwo vs� atomi perebuva�t~, napriklad, v osnovnomu stan�jai, to, vikoristovu�qi kvantovomehan�qni� viraz dl� pokazni-ka zalomlenn� n(!) sistemi rozs���qih atom�v [8℄,n2(!) = 1 + 4�e2m NV X
 f
a!2a
 � !2 ; (49.4)formulu (49.3) mo�na perepisati tak:� = 8�3 � e2m
2�2 NV � !!0�4 hn2(!)� 1i2; (49.5)de !0 =r4�e2NmV :C� formulu, zg�dno z �ko� pri niz~kih qastotah (por�vn�noz vlasnimi qastotami atoma) koef�
�
nt rozs��nn� propor
��ni�do qetvertogo stepen� qastoti, uperxe viv�v D�. Rele�, � vona287



v�doma �k zakon Rele�, a take rozs��nn� naziva�t~ releÝvs~kim4.Vono mo�e v�d�gravati va�livu rol~ v ul~traf�oletov�� d�l�n
�poglinann� dl� zor�nih atmosfer, �k� 
 dostatn~o holodnimi,wob zabezpeqiti �snuvann� v nih �k atom�v, tak � molekul. Na-sampered �det~s� pro rozs��nn� na ne�tral~nomu atom� vodn� tana molekul�rnomu vodn� H2. Pri niz~kih temperaturah mole-kul�rne releÝvs~ke rozs��nn� mo�e nav�t~ pereva�ati atomarne,koli molekul H2 
 b�l~xe, n�� atom�v H. ReleÝvs~ke rozs��nn� 
va�livim � dl� z�r, u �kih zmenxena rol~ v�d'
mnogo �ona vod-n� H�, tobto dl� z�r z niz~kim um�stom metal�v, wo 
 osnovnimd�erelom v�l~nih elektron�v pri utvorenn� kompleksu H�.x 50. Rezonansna fl�ores
en
��Perehodimo do anal�zu funk
�Ý pererozpod�lu za qastotamiR(q; q0) ta perer�zu rozs��nn� �(q) dl� osoblivogo vipadku, ko-li qastota pada�qogo sv�tla ! (qi rozs��nogo !0) 
 bliz~ko� doodn�
Ý z vlasnih qastot atoma. Ot�e, mova �time pro rezonans-ne rozs��nn�, �ke naziva�t~ we rezonansno� fl�ores
en
�
�5.Zrozum�lo, wo teper z us�
Ý sumi za kvantovimi qislami pro-m��nih stan�v j
i, wo vhod�t~ v oznaqenn� funk
�Ý R(q; q0), vi-4D�on UÝl~�m Rele� (1842{1919) | angl��s~ki� f�zik �z xirokom kolomza
�kavlen~, osoblivi� vnesok zrobiv v optiku ta akustiku. Za dosl�d�enn�gustin gazopod�bnih element�v � v�dkritt� argonu �ogo razom z angl��s~kimf�zikom � h�m�kom UÝl~�mom Ramza
m nagorod�eno Nobel�vs~ko� prem�
�1904 roku.Svo
� znamenito� formulo� rozs��nn� sv�tla lord Rele� po�sniv � golu-bi� kol�r neba, � qervoni� kol�r Son
�, wo zahodit~. Qar�vna krasa golubogoneba | 
e prosto rozs��ne molekulami pov�tr� sv�tlo Son
�, �ke, zg�dno zformulo� Rele�, vtraqa
 sin� � f�oletov� promen�, a m�ro� togo �k Son-
e zahodit~ � promen� prohod�t~ use b�l~xu tovwu pov�tr�, zalixa�t~s�oran�ev�, a pot�m lixe qervon� promen�. Gliboke estetiqne zadovolenn� �duxevn� pere�ivann� l�dini v�d bezodn� sin~ogo neba ta gri �ogo kol~o-r�v p�d qas zahodu Son
�, �k� bagatorazovo osp�vuvali poeti � zmal~ovuvalihudo�niki, vi�vl�
t~s�, zakladen� u prost�� f�ziqn�� formul�: � � !4.5Fl�ores
en
�
� (v�d lat. 
uor | pot�k ta . . . es
entia | suf�ks, wo ozna-qa
 slabku d��) naziva�t~ korotkoqasne (10�8�10�9 sek) visv�quvann� fo-ton�v atomami reqovini na xl�hu poxirenn� zbud�u�qogo sv�tla.288



znaqal~nim 
 lixe odin dodanok, u �komu vlasna qastota atoma!
a ' �!.Dl� opisu �viwa fl�ores
en
�Ý mi ne mo�emo koristuvatis~bezposeredn~o formulami z poperedn~ogo paragrafa, osk�l~kizustr�nemos~ z problemo� \nul~ u znamenniku". Tomu poverta-
mos~ do vih�dnoÝ formuli (46.18) � p�demo tim samim xl�hom,�ki� priv�v nas do (47.7), ale pri 
~omu zbere�emo v znamenni-kah stalu zagasann� 
a
.Neha� atom znahodit~s� v \ni�n~omu" stan� jai (napriklad,
e mo�e buti �ogo osnovni� stan), qastota pada�qogo sv�tla !
 bliz~ko� do rezonansnoÝ qastoti !0 = !
a, a rozs��nn� ma��ekogerentne, tobto !0 ' !:R(q; q0) = � e2m
2� NV (eqeq0)2Xa 0�a H(�; v)p2�T=M jk� k0j� ���� P0
 f
a!02(! � !0 � i
=2) ����2 : (50.1)Tut stala zagasann� 
 = 
a
 vrahovu
 �k prirodnu xirinu l�n�Ý,tak � zagasann� atomnih stan�v unasl�dok m��qastinkovoÝ vza
mo-d�Ý; xtrihi b�l� sumi za kvantovimi qislami a ta 
 oznaqa�t~,wo p�dsumovuvann� v�dbuva
t~s� za virod�enimi stanami z ener-���mi Ea ta E
. Tomu suma za j
i-stanami p�d znakom modul� v(50.1) \perestribnula" do qisel~nika. Ot�e, viraz P0
 f
a do-r�vn�
 sil� os
il�tora, zazdaleg�d~ p�dsumovan�� za kvantovimiqislami stanu j
i, v�d �kih ener��� E
 ne zale�it~. Prigada�mou zv'�zku z 
im z x 26 ta x 27 sili os
il�tora dl� atoma vodn�,zazdaleg�d~ p�dsumovan� za magn�tnim kvantovim qislom.Vikorista�mo teper viraz (11.4) dl� rad�a
��noÝ staloÝ zaga-sann� stanu j
i, �ku formu�t~ spontann� perehodi,
0 = 2e2!20m
3 f
a; 289



� perepix�mo formulu (50.1) tak:R(q; q0) = � 
4!�2 NV (eqeq0)2Xa 0�a H(�; v)p2�T=M jk� k0j� 
20(! � !0)2 + (
=2)2 : (50.2)U rezonans� ! = !0 problema \nul~ u znamenniku" v�dsutn�:R(q; q0) = � 
2!�2 NV (eqeq0)2� Xa 0�a H(�; v)p2�T=M jk� k0j �
0
 �2 : (50.3)�kwo �! 0, tobto 
a ! 0, � mi vva�a
mo stan jai sta
�onar-nim, a ne kvaz�sta
�onarnim, to z (50.2) za umovi, wo rozs��nn�
 bliz~kim do kogerentnogo, vikoristovu�qi naveden� v pope-redn�h paragrafah ob�runtuvann� v�dpov�dnih sprowen~ naxihformul, dl� funk
�Ý pererozpod�lu zna�demo:R(q; q0) = � 
4!�2 NV (eqeq0)2 
20(! � !0)2 + (
=2)2� s m
28�T!2 sin2 #=2 exp ��m
2(! � !0)28T!2 sin2 #=2� ; (50.4)de # | kut rozs��nn�, # =dkk0.Obqislimo teper z virazom (50.2) koef�
�
nt rozs��nn�, wo,�k � funk
�� pererozpod�lu za qastotami, tako� uhodit~ do r�v-n�nn� perenosu viprom�n�vann�:�(q) = X� 0 Z d
0 1Z0 d!0R(q; q0)= � 
4!�2 NV Xa 0�a Z (eqeq0)2 d
0290



� 1p� 1Z�1 dv H(�; v) 
20(! � !0) + (
=2)2 : (50.5)Tut mi skoristalis~ oznaqenn�m zm�nnoÝ v z (47.9) z urahuvann�m(47.17), kr�m togo, ni�n� me�u, �k � pri analog�qnih obqislen-n�h u (48.3), v�dt�gnuli na bezme�n�st~.Beruqi do uvagi v (50.5) umovu normuvann� (15.2) dl� funk
�ÝFo��ta ta statistiqnoÝ vagi �a p�sl� zna�omih u�e p�dsumovu-vann� za pol�riza
��mi �0 ta �nte�ruvann� za kutami, otrimu
moostatoqni� rezul~tat:�(q) = 2�3 � 
!�2 NV (
0=2)2(! � !0)2 + (
=2)2 : (50.6)Pri toqnomu rezonans� � �kwo ne zva�ati na rozxirenn� l�-n�� m��qastinkovimi vza
mod��mi (
 = 
0), koef�
�
nt rozs��nn�dos�ga
 maksimal~nogo znaqenn��(q) = 2�3 � 
!�2 NV ; (50.7)�ke propor
��ne kvadratov� dov�ini hvil� � = 2�
=! pada�qogoviprom�n�vann�.



ROZD�L VIIIANAL�Z ZOR�NIH ATMOSFERx 51. Rozv'�zok r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�Mi p�d��xli vpritul do naxogo osnovnogo zavdann�, sformu-l~ovanogo v perxomu paragraf�, | dosl�diti mehan�zmi utvoren-n� spektral~nih l�n�� atom�v u zor�nih atmosferah � tim samimzrobiti mo�livim rozxifruvann� himernogo mere�iva zor�no-go spektra. U poperedn�h rozd�lah mi detal~no vivqali koef�
�-
nti poglinann� v spektral~n�� l�n�Ý ta v neperervnomu spektr�,koef�
�
nt rozs��nn� elektromagn�tnogo viprom�n�vann�, funk-
�� rozpod�lu za qastotami, a tako� tak� veliqini �k stala zaga-sann�, sili os
il�tora ta �nx�. Teper perehodimo do problemiutvorenn� l�n�� poglinann� u spektr� zor�. Dl� 
~ogo nasampe-red potr�bno rozv'�zati r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�, �k�bulo vivedeno v perxomu rozd�l�.Priqomu osk�l~ki naxo� meto� 
 ne pre
iz��n� dosl�d�enn�konkretnih kosm�qnih ob'
kt�v, a lixe demonstra
�� togo, �k p�-d��ti do anal�zu zor�noÝ atmosferi na p�dstav� 
ih r�vn�n~, tobudemo dotrimuvatis~ g�potezi lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�v-novagi. �kwo 
� g�poteza ne p�dtverd�u
t~s� dl� tih qi �nxihob'
kt�v, to potr�bno rozv'�zuvati r�vn�nn� perenosu viprom�n�-vann� (6.1), u �ke vhodit~ funk
�� d�erela SAA0(!). Funk
��d�erela, svo
� qergo�, znahod�t~ xl�hom rozv'�zku r�vn�n~ dl��mov�rnoste� zaselenoste� �A atomnih stan�v. A ostann� r�vn�n-n� konstru��t~ �k k�netiqn� r�vn�nn�, obqisl��qi �mov�rnost�kvantovih perehod�v atoma z odnogo stanu v �nxi� z urahuvann�mm��atomnih z�tknen~ ta vza
mod�Ý z elektromagn�tnim viprom�-n�van�m.292



Poqn�mo z rozv'�zku r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� v na-bli�enn� odnofotonnih perehod�v (6.5) abo (6.8). Tobto v 
~omuparagraf� poki wo mi obme�u
mos~ pro
esami �stinnogo pogli-nann�. Dal� vva�a
mo, wo atmosfera zor� ma
 ploskoparalel~nugeometr��, tobto sklada
t~s� z ploskoparalel~nih xar�v, �k 
ezobra�eno na ris. 5.Takim qinom, nam potr�bno zna�ti rozv'�zok takogo r�vn�nn�:
os � dIqdz = �{(q)[Iq �B!;�(T )℄: (51.1)Rozv'�zu
mo �ogo metodom var�a
�Ý staloÝ. Poklada�qi spoqatkuB!;�(T ) = 0, legko znahodimoIq = Ce� zR0 {(q) dz0= 
os �: (51.2)Prigada�mo sob�, wo veliqina {(q) 
 funk
�
� ne lixe qastoti! ta pol�riza
�Ý �, a tako� � koordinati z. Ostann� zale�n�st~zumovlena zm�no� gustini atom�v N=V ta lokal~noÝ temperaturiT uzdov� napr�mku os� z, �ka perpendikul�rna do xar�v atmos-feri. Poqatok v�dl�ku z = 0 beremo na glibin�, de poqina
t~s�fotosfera, tobto to� xar atmosferi, de formu
t~s� spostere-�uvani� spektr (div. ris. 5).Uva�a
mo teper \stalu" C funk
�
� z �, p�dstavl��qi (51.2)v (51.1), znahodimo dl� neÝ take r�vn�nn�:
os � dCdz = {(q)B!;�(T ) e zR0 {(q) dz0= 
os �: (51.3)Zv�dsi: C = zZ0 dz0 {(q)
os �B!;�(T ) ez0R0 {(q) dz00= 
os � + C1; (51.4)tut C1 | nova, poki wo ne viznaqena, \sprav�n�" stala. Z for-muli (51.2) z urahuvann�m (51.4) znahodimo xukani� rozv'�zok293



r�vn�nn� (51.1):Iq(z) = e� zR0 {(q) dz00= 
os � zZ0 dz0 {(q)
os �B!;�(T ) e z0R0 {(q) dz00= 
os �
+ C1e� zR0 {(q) dz00= 
os �: (51.5)Mi zaprovad�u
mo tut poznaqenn� Iq = Iq(z), wob �vno v�dznaqi-ti zale�n�st~ v�d koordinati z �ntensivnost� viprom�n�vann� Iq,�ke poxir�
t~s� kr�z~ atmosferu zor� z ÝÝ nadr u navkolixn��prost�r. Z poqatkovoÝ umovi pri z = 0 znahodimo, wo C1 = Iq(0),� ostatoqno nax rozv'�zok nabuva
 vigl�du:Iq(z) = Iq(0) e� zR0 {(q) dz00= 
os �+ zZ0 dz0 {(q)
os �B!;�(T ) e� zRz0 {(q) dz00= 
os �: (51.6)Prokomentu
mo 
e� rozv'�zok. Perxi� dodanok u (51.6) opi-su
 poslablenn� poqatkovogo viprom�n�vann�,wo �de z nadr zor�(z = 0) vnasl�dok �ogo poglinann� atomami m�ro� prohod�enn�kr�z~ atmosferu. Drugi� dodanok| 
e �ntensivn�st~ viprom�n�-vann�, vinesenogo na plowinu z, �ke viprom�n�
t~s� na xl�huv�d z = 0 do z z poslablenn�m unasl�dok poglinann� v�d m�s
�viprom�n�vann� z0 do toqki z.Mi budemo 
�kavitis~ rozv'�zkom, �ki� da
 �ntensivn�st~ vi-prom�n�vann�, wo vihodit~ �z zor� � viprom�n�
t~s� v navko-lixn�� prost�r. Zalixa
mo poza uvago� viprom�n�vann�, wo�de zzovn� vseredinu �, zokrema, koli zor�ne seredoviwe osv�t-l�
t~s� zovn�xn�m viprom�n�vann�m.Uved�mo pon�tt� optiqnoÝ glibini v atmosfer� zor�. Viber�mo294



de�ku plowinu z koordinato� z0, poklad�mo� = z0Zz {(q) dz0 (51.7)� nazv�mo 
� veliqinu optiqno� v�dstann� v�d z0 do z. Dl� r�z-nih qastot optiqna v�dstan~ r�zna, osk�l~ki veliqina � zale�it~ne lixe v�d z, a, �k � koef�
�
nt poglinann� {(q), v�d ! ta �:� = �(!; �; z): (51.8)C� veliqina dor�vn�
 v�dstan� v�d plowini z0, vim�r�noÝ v dov-�inah v�l~nogo prob�gu {(q)�1 fotona, wo ma
 qastotu ! � pol�-riza
�� �. Obrazno ka�uqi, veliqina � 
 k�l~k�sno� harakte-ristiko� togo, �k daleko v glibinu atmosferi zor� baqit~ spo-ster�gaq, oko �kogo roztaxovane v de�k�� toq
� na plowin� z = z0.Qim b�l~xe � , tobto qim b�l~xa optiqna tovwina seredoviwa,tim menxa k�l~k�st~ foton�v prohodit~ kr�z~ n~ogo.�kwo v�dt�gnuti sposter�gaqa na bezme�n�st~, z0 = 1, toveliqinu � = 1Zz {(q) dz0 (51.9)naziva�t~ optiqno� glibino�. Optiqna glibina zm�n�
t~s� vtakih me�ah: � = 8<: �0; z = 00; z =1 ; (51.10)de �0 = 1Z0 {(q) dz0: (51.11)295



Dl� zor�nih atmosfer veliqina �0 � 1, tobto ma
mo seredoviwevelikoÝ optiqnoÝ tovwini, a ot�e, mo�na govoriti pro f�ziqnubezme�n�st~ � poklasti �0 =1.Korisno perepisati rozv'�zok r�vn�nn� perenosu viprom�n�-vann� (51.6), vikoristavxi pon�tt� optiqnoÝ glibini. Ot�e, zoznaqenn� (51.9) ma
mod� = �{(q) dz; (51.12)dal� zZ0 {(q) dz00 = 1Z0 {(q) dz00 + zZ1 {(q) dz00= �0 � 1Zz {(q) dz00 = �0 � �;zZz0 {(q) dz00 = 1Zz0 {(q) dz00 + zZ1 {(q) dz00 = � 0 � �;de � 0 = 1Zz0 {(q) dz00:Teper �z (51.6), urahovu�qi me�� �nte�ruvann� (51.10), znahodi-mo: Iq(z) = Iq(0)e�(�0��) + �0Z� d� 0 B!;�(T )
os � e�(� 0��)= 
os �; (51.13)osk�l~ki temperatura T 
 funk
�
� z, a koordinata z zale�it~v�d � qerez r�vn�nn� (51.9) � tomu tut T = T (�).Na�b�l~xe nas 
�kavit~ viprom�n�vann�, �ke vihodit~ z at-mosferi, koli � = 0. Ot�e, vrahovu�qi, kr�m togo, wo faktiqno296



�0 =1, z (51.13) znahodimo:Iq = 1Z0 d� e��= 
os �B!;�(T )= 
os �; (51.14)tut Iq = Iq(z =1):Vihod�qi bezposeredn~o z (51.6) abo p�dstavl��qi v (51.14)oznaqenn� optiqnoÝ glibini (51.9), 
e� viraz dl� Iq mo�na za-pisati � qerez �nte�ral za z-koordinato�:Iq = 1Z0 dz {(q)B!;�(T )
os � e�1Rz {(q) dz0= 
os �: (51.15)Mi otrimali v rozpor�d�enn� du�e kompaktni� viraz dl��ntensivnost� viprom�n�vann�, �ke zalixa
 zor�nu atmosferu� potrapl�
 u priladi sposter�gaqa. Razom z r�vn�nn�m (51.9)formula (51.14) abo (51.15) dozvol�
 anal�zuvati spektri vipro-m�n�vann� kosm�qnih ob'
kt�v. Zrozum�lo, wo dl� 
~ogo potr�bnozadati model~ atmosferi, tobto neobh�dno mati zale�n�st~ v�dkoordinati z, temperaturi T ta gustini qastinok N=V , wo skla-da�t~ atmosferu zor�. \Zaqeka�te, | ska�e Qitaq, | ale � 
e� 
 naxim zavdann�m: tobto, anal�zu�qi �ntensivn�st~ viprom�-n�vann�, �ke potrapl�
 do nas, mi povinn� v�dtvoriti f�ziqn�umovi zor�nogo seredoviwa ta �ogo h�m�qni� sklad."Mi opinilis~ u tenetah tak zvanoÝ obernenoÝ zadaq�, �ka na-le�it~ do klasu nekorektnih. Potr�bno tak p�d�brati tempera-turu � gustinu qastinok u ko�n�� toq
� atmosferi, wob, pro�n-te�ruvavxi (51.15) abo (51.14), (51.9), otrimati spostere�uvanu�ntensivn�st~ viprom�n�vann� Iq. Ot�e, vibravxi pevnu model~atmosferi, obqisl�
mo �ntensivn�st~ Iq. �kwo vona ne zb�ga
-t~s� z� spostere�uvano�, to vnosimo zm�ni v 
� model~ � takprodov�u
mo, poki obqislenu �ntensivn�st~ ne \p�d�enemo" dospostere�uvanoÝ. Zrozum�lo, wo hod�qi po 
~omu zaqarovano-mu kolu, mi odrazu z�tknemos� z pitann�m pro odnoznaqn�st~297



rozv'�zku dl� Iq. A same, qi ne matimut~ dv� r�zn� model� atmos-feri, hoqa � dosit~ bliz~k� m�� sobo�, ale �k� v�dr�zn�timut~s�sutt
vimi dl� nas detal�mi, tu � samu �ntensivn�st~ Iq. Ad�eoqevidno, wo oznaqen� �nte�rali v�d r�znih funk
�� mo�ut~ da-vati to� sami� rezul~tat: napriklad, �nte�rali v bezme�nihme�ah v�d sin(x2=2) � e�x2 dor�vn��t~ p�. �ntuÝtivno mi spo-d�va
mos~, wo pevni� stup�n~ odnoznaqnost� vse � taki 
, hoqadovesti 
e strogo nespromoga1.x 52. Glibini ta ekv�valentn� xirini spektral~nih l�n��Rozv'�zavxi r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� � ma�qi usvo
mu rozpor�d�enn� znaqenn� �ntensivnost� Iq, mi mo�emo do-1Navedemo pobutovi� priklad obernenoÝ zadaq�. Neha� Vi kupili r�q,wo koxtu
 7 griven~ � 7 kop��ok. Zapita
mo: �kimi kup�rami Vi rozrahu-valis~, �kwo otrimali rextu � =2 grn. 93 kop. Oqevidno, wo Vi daliprodav
ev� 10 griven~. Odnak 
e ne oznaqa
, wo Vi dali odnu kup�ru v10 grn. Ce mogli buti � dv� kup�ri po 5 grn. (Mi, zrozum�lo, keru
mos~zdorovim gluzdom � ne pri�ma
mo rozv'�zki tipu p'�t~ kup�r po 2 grn. abodes�t~ po 1 grn., osk�l~ki pri 
~omu prodav
ev� zrazu mo�na dati 8 grn.).Ot�e, p�sl� \vza
mod�Ý" pokup
� z prodav
em za nasl�dkom \rexta dor�vn�
2 grn. 93 kop." mi ne spromo�n� odnoznaqno v�dtvoriti mehan�zm oplati.Mi mo�emo uskladniti situa
��, poklavxi � = 93 kop. Tobto pokupe
~dav 8 grn. Neha� po odn�� grivn� bulo x kup�r, po 2 grivn� | y kup�r ta zkup�r| po 5 griven~. Povinna vikonuvatis~ umova 8 = 1x+2y+5z. Teperrozv'�zk�v a� s�m: x = 0; y = 4; z = 0; x = 1; y = 1; z = 1; x = 2; y =3; z = 0; x = 3; y = 0; z = 1; x = 4; y = 2; z = 0; x = 6; y = 1; z = 0;x = 8; y = 0; z = 0. Wo treba dl� togo, wob zna�ti odnoznaqni� rozv'�zokzadaq�? V�dpov�d~: potr�bna dodatkova �nforma
��. Napriklad, �kwo v�domo,wo kup�r bulo p'�t~, to ma
mo odnoznaqni� rozv'�zok x = 2; y = 3; z = 0.Odnoznaqni� rozv'�zok otrima
mo � bez dodatkovih umov, ale �kwo� = 12 grn. 93 kop.: tod� pokupe
~ u 
~omu vipadku dav odnu kup�ru u20 grn. (odnoznaqn�st~ ma
mo dl� poqatkovih kup�r u 50 � 100 grn., koli� = 42 grn. 93 kop. � � = 92 grn. 93 kop.).Miste
tvo vqenogo pri v�dtvorenn� mehan�zm�v f�ziqnih �viw pol�ga
 vtomu, wob �z pob�qnih fakt�v vina�ti dodatkov� umovi, �k� � dozvol��t~zaf�ksuvati odnoznaqni� rozv'�zok zadaq�.Prikladom nekorektnoÝ zadaq� 
 � poxuk organ�za
�Ý �itt� susp�l~stva.Ko�nogo razu rozv'�zok dl� podal~xogo rozvitku znahod�t~ za dopomogo�nasil~ni
~kogo p�dpor�dkuvann� dodatkov�� umov�, tobto zakonu.298



sl�d�uvati konturi atomnih spektral~nih l�n�� poglinann�.Znovu poqina
mo nax anal�z z prostogo vipadku, nehtu�qi dvo-fotonnimi perehodami, tobto pro
esami rozs��nn� � pererozpo-d�lu za qastotami, koli mo�na otrimati de�k� va�liv� rezul~-tati bez rozrahunk�v.Beruqi do uvagi oznaqenn� (2.9) glibini l�n�Ý r� dl� Son
�ta viraz (51.15) dl� �ntensivnost� Iq = Iq(z =1), znahodimo, wor� = I
q � I lqI
q = 1I
q 
os � 1Z0 dz {
(q)B!;�(T )e� 1Rz {
(q)dz0= 
os �
� 8<:1� �1 + {l(q){
(q)� e� 1Rz {l(q)dz0= 
os �9=; ; (52.1)de I
q = 1Z0 dz {
(q)B!;�(T )
os � e� 1Rz {
(q) dz0= 
os �; (52.2)a znaqki \
" ta \l" b�l� {(q) poznaqa�t~ koef�
�
nt poglinann�v neperervnomu spektr� ta v spektral~n�� l�n�Ý. Glibinu l�n�Ý mipoznaqa
mo �ndeksom �, p�dkresl��qi ÝÝ zale�n�st~ v�d dov�i-ni hvil�. Te, wo v ÝÝ oznaqenn� vhodit~ funk
�� Planka B!;�,normovana na qastotu, ne povinno nas turbuvati, osk�l~ki r�
 znerozm�reno� veliqino� � v znamennik (52.1) tako� uhodit~funk
�� Planka qerez �ntensivn�st~ I
q . U rezul~tat� normuval~-n� mno�niki funk
�Ý Planka skoroqu�t~s� � pereh�d do xkalidov�in hvil~ v�dbuva
t~s� prosto� zam�no� ! = 2�
=�.Viraz (52.1) da
 prof�l~ l�n�Ý zale�no v�d dov�ini hvil� (aboqastoti) dl� r�znih znaqen~ kuta �. Prigada�mo, wo kut � = 0v�dpov�da
 
entrov� diska Son
�, a � = �=2 | toqkam na l�m-b�. Daleko v�d rezonansnoÝ dov�ini hvil� �0, koli poglinann� vl�n�Ý v�dsutn
 � {l(q) = 0, glibina l�n�� r� = 0. Navpaki, dl� si-l~nogo poglinann� v l�n�Ý {l(q)!1 � glibina r� ! 1 (absol�tnoqorna l�n��). 299



P�d�nte�ral~na funk
�� v (52.1) ma
 maksimum dl� de�kogoznaqenn� zm�nnoÝ z = �z, � ot�e golovni� vnesok u formuvann�spektral~noÝ l�n�Ý da�t~ glibini z b�l� �z. Naspravd� l�n�� utvo-r�
t~s� v us~omu xar� fotosferi, � taka veliqina, �k glibinautvorenn� spektral~noÝ l�n�Ý, 
 skor�xe zruqnim �k�snim pon�t-t�m, n�� k�l~k�sno� harakteristiko� mehan�zmu formuvann� zo-r�nogo spektra2.P�d�nte�ral~ni� viraz u (52.1) pri�n�to nazivati funk
�
�vnesku v glibinu spektral~noÝ l�n�Ý, abo prosto funk
�
� vnesku.�nte�ruvann�m qastinami v (52.1) mo�na otrimati �nx� funk
�Ývnesku, harakter zale�noste� �kih v�d zm�nnoÝ z r�zni�, da�t~voni � r�zn� glibini utvorenn� l�n��, hoqa, zrozum�lo, privod�t~do togo � samogo �nte�ral~nogo rezul~tatu dl� r�. Ot�e, �snu

�li� \zoopark" takih funk
�� vnesku, � pitann� pro te, na �k��glibin� v atmosfer� zor� utvor��t~s� atomn� spektral~n� l�n�Ý,ma
 zm�st, �kwo mova �de pro �k�sn� o
�nki. Robiti kategoriqn�visnovki na p�dstav� rozrahunk�v z r�znimi funk
��mi vnesku,nada�qi perevagu odnim nad �nximi, nav'�zu�qi odnim b�l~-xi� f�ziqni� zm�st, n�� �nxim, nam vida
t~s� nerozsudlivim3.U 1980-h rokah na \Son�qnih" konferen
��h diskus�Ý z 
~ogo pi-tann� nabuvali qasom dramatiqnogo harakteru.2Mo�e, 
e � za�ve zauva�enn�, ale prosimo Qitaqa rozr�zn�ti glibinuutvorenn� spektral~noÝ l�n�Ý v atmosfer� zor� �z � glibinu samoÝ l�n�Ý r� �k ÝÝk�l~k�snu harakteristiku.3Dl� �l�stra
�Ý skazanogo navedemo prosti� priklad. P�d�nte�ral~nafunk
�� (\funk
�� vnesku") u viraz� 1R0 e�z dz = 1 dos�ga
 maksimal~nogoznaqenn� v toq
� �z = 0. �nte�ruvann�m qastinami zvodimo 
e� �nte�ral do1R0 ze�z dz = 1; de \funk
�� vnesku" ma
 maksimum pri �z = 1. �nte�ru�qi da-l� n-raz�v qastinami vih�dni� viraz, �eneru
mo 
�li� lan
��ok \funk
��vnesku" zne�z=n! z maksimumami v toqkah �z = n, n = 0; 1; 2; : : :. Vibravxi nasv�� smak odnu z 
ih \funk
�� vnesku", mo�na r�znimi m�rkuvann�mi dovo-diti, wo vona 
 \b�l~x f�ziqno�", n�� �nxa. Bezp�dstavn�st~ 
ih tverd�en~,�k � visnovk�v pro glibini utvorenn� l�n��, vida�t~s� oqevidnimi: �kwo,napriklad, pri�n�ti, wo krawimi \funk
��mi vnesku" 
 funk
�Ý z veli-kimi n, to vihodit~, wo spektral~na l�n�� utvor�
t~s� na glibin� �z = 1,n!1, tobto v o
� sposter�gaqa.300



Va�livo� harakteristiko� spektral~noÝ l�n�Ý 
 zale�n�st~ÝÝ glibini r� v�d k�l~kost� poglina�qih atom�v v odini
� ob'
muNa=V , �k� perebuva�t~ u kvantovomu stan� jai, priqomu Na =�aN , de N | povne qislo atom�v. Osk�l~ki koef�
�
nt poglinan-n� v l�n�Ý (13.18) zale�it~ v�d Na v dobutku �z silo� os
il�torafaa0 , to govoritimemo pro veliqinu r� �k funk
�� parametrafaa0Na=V . �kwo mi obqislimo 
� zale�n�st~ teoretiqno, to zaeksperimental~no vstanovleno� glibino� l�n�Ý r� mo�na budeviznaqiti h�m�qni� um�st atom�v v atmosfer� zor�.Pri eksperimental~nomu vivqenn� zor�nih spektr�v zdeb�l~-xogo vim�r��t~ ekv�valentn� xirini spektral~nih l�n��, a neÝhn� prof�l�, osoblivo, koli mova �de pro slabk� l�n�Ý. Dl� Son-
� ekv�valentna xirina W� da
t~s� virazom (2.11), dl� �nxihz�r | formulo� (2.12).Qim b�l~xe atom�v, wo poglina�t~ viprom�n�vann� na re-zonansn�� qastot�, tim b�l~xa glibina l�n�Ý ta ÝÝ ekv�valentnaxirina. Ot�e, pri malih znaqenn�h Na=V mo�na oq�kuvati, wo
� zale�n�st~ 
 l�n��no�, a z� zb�l~xenn�m qisla atom�v kri-va r� �de na nasiqenn�, osk�l~ki ÝÝ maksimal~ne znaqenn�, zaoznaqenn�m, dor�vn�
 odini
�: max r� = 1. Zale�n�st~ r� v�dfa0aNa=V naziva�t~ krivo� nasiqenn�, a kriva nasiqenn� dl�ekv�valentnoÝ xirini W�0 ma
 nazvu krivoÝ zrostann�.Dl� togo wob prosunutis~ dal�, potr�bno mati model~ zor�noÝatmosferi. Odn�
� z na�prost�xih 
 tak zvana model~ Xustera{Xvar
x�l~da4, u �k�� vva�a
t~s�, wo v t�� d�l�n
� atmosferi,de formu
t~s� l�n��, temperatura (� k�l~k�st~ poglina�qih ato-m�v) veliqina stala. �nxa \kanon�zovana" model~, �ku zapropo-nuvali E. M�ln5 ta A. Edd�n�ton, �runtu
t~s� na postul�vann�4Xuster Artur (1851{1934) | angl��s~ki� f�zik. Naukov� roboti pri-sv�qen� opti
�, spektroskop�Ý, elektroprov�dnost� gaz�v, zemnomu magnetizmu,se�smolog�Ý. U 1905 ro
� A. Xuster zaproponuvav model~ �nversnogo xarunad fotosfero� Son
�, �ki� tvorit~ fraungoferov� l�n�Ý. Karl Xvar
x�-l~d opubl�kuvav svo� robotu z ros��nn� � poglinann� v son�qn�� atmosfer�1914 roku.5M�ln Eduard Artur (1896{1950) | angl��s~ki� matematik, astrof�zik.Dosl�d�uvav perenesenn� ener��Ý vnasl�dok viprom�n�vann�, �on�za
�� reqo-301



l�n��noÝ zale�nost� funk
�Ý Planka (a v zagal~nomu vipadku |funk
�Ý d�erela) v�d optiqnoÝ glibini � . Svogo qasu stvorenn�
ih modele� bulo prirodnimi krokami v dosl�d�enn� zor�nihatmosfer, Ým prisv�qena qislenna l�teratura, �ku mo�na zna�-ti v 
itovanih nami p�druqnikah � monograf��h.Model~ Xustera{Xvar
x�l~da stvorila u�vlenn� pro te,wo zor�na atmosfera sklada
t~s� z ni�n~ogo xaru, �ki� for-mu
 neperervni� spektr, � verhn~ogo, tak zvanogo �nversnogo, abooberta�qogo, xaru, de vlasne � \narod�u�t~s�" l�n�Ý poglinan-n�| fraungoferov� l�n�Ý v spektr� Son
�. Neha� �nversni� xarvisoto� z poqina
t~s� z plowini z = 0. Z (51.6), �nte�ru�qi vpripuwenn�, wo {(q) ta B!;�(T ) ne zale�at~ v�d z, znahodimoIq(z) = Iq(0)e�{(q)z= 
os �+ {(q)B!;�(T )
os � zZ0 e�(z�z0){(q)= 
os � dz0abo Iq(z) = Iq(0)e�{(q)z= 
os � +B!;�(T )�1� e�{(q)z= 
os �� : (52.3)Za dopomogo� 
�
Ý formuli obqisl�
mo glibinu l�n�Ý na vi-sot� z:r� = I
q(z)� I lq(z)I
q(z) = [Iq(0) �B!;�(T )℄�1� e�{l(q)z= 
os ��Iq(0) +B!;�(T ) �e{
(q)z= 
os � � 1� : (52.4)Uva�a�qi, wo �nversni� xar dostatn~o tonki�, tak, wo dl�neperervnogo poglinann� vikonu
t~s� umova {
(q)z � 1, osta-toqno ma
mo r� = r0� �1� e�{l(q)z= 
os �� ; (52.5)vin v atmosferah z�r, zor�n� spektri, vnutr�xn� budovu z�r towo. Stvorivtak zvani� k�nematiqni� var�ant zagal~noÝ teor�Ý v�dnosnost�, wob po�sniti�viwe qervonogo zm�wenn� u spektrah galaktik. Buv Prezidentom London-s~kogo matematiqnogo tovaristva (1937{1939) ta Prezidentom Korol�vs~kogoastronom�qnogo tovaristva (1943{1945).302



de maksimal~na glibina l�n�Ýr0� = 1�B!;�(T )=Iq(0): (52.6)Zastosovu
mo formulu (52.5) do rozrahunku ekv�valentnoÝ xi-rini l�n�Ý. Za oznaqenn�m (2.16),W�0 = �0!0 r0� 1Z�1 �1� e�{l(q)z= 
os �� d(�!); (52.7)de �nte�ruvann� v�dbuva
t~s� za r�zni
e� �! = ! � !0, !0 |rezonansna qastota l�n�Ý, �0 = 2�
=!0. Mi skoristalis~ tut tim,wo v me�ah l�n�Ý r0� | veliqina stala, a �nte�ruvann� v (52.7)v�dbuva
t~s� faktiqno � spravd� v me�ah l�n��, � lixe zavd�kixvidkomu zmenxenn� koef�
�
nta poglinann� {l(q) poza l�n�
�me�� �nte�ruvann� rozt�gnut� na bezme�nost�.Viraz (52.7) da
 zale�n�st~ W�0 v�d gustini poglina�qihatom�v, tobto viznaqa
 funk
�� zrostann�. Dl� vstanovlenn�ÝÝ �vnogo vigl�du v zagal~nomu vipadku potr�bno provoditi qi-sel~ne �nte�ruvann�. Odnak pri malih � velikih gustinah vi�v-l�
t~s� mo�livim 
� zale�n�st~ \otrimati rukami". Poqnemoz malih gustin, koli {l(q)z � 1 � eksponentu p�d �nte�ralom u(52.7) mo�na rozklasti v r�d. Ot�e, obme�u�qis~ l�n��nimi za{l(q) qlenami � vikoristovu�qi dl� n~ogo viraz (13.18), otri-ma
mo, m�rku�qi tak samo, �k � ran�xe, pri obqislenn� (29.4):W�0 = �0!0 r0� z
os � 1Z�1 {l(q) d(�!) (52.8)= �0!0 r0� z
os � 2�2e2Nm
V �afa0a �1� e�~!0=T� 1p� 1Z�1 H(�; v) dv:Vikorista�mo umovu normuvann� (15.2) dl� funk
�Ý Fo��ta �zna�demo: W�0r0� = �20 z
os � �e2Nam
2V fa0a �1� e�~!0=T� : (52.9)303



Takim qinom, ekv�valentna xirina spektral~noÝ l�n�Ý vi�vl�
,�k � peredbaqalos~, l�n��nu zale�n�st~ v�d qisla poglina�qihatom�v Na = �aN , �kwo Ýhn� kon
entra
�� neznaqna.Perehodimo do obqislenn� asimptotiki funk
�Ý W�0 pri ve-likih gustinah poglina�qih atom�v. �nte�ruvatimemo v (52.7)za zm�nno� v = �!=�!D:W�0 = �0!0 r�0�!D 1Z�1 (1� e�� ) dv; (52.10)de � = {l(q)z
os � = �p� 1Z�1 e�x2(v � x)2 + �2 dx (52.11)� timqasovo vvedena znerozm�rena veliqina� = z
os � 2�2e2Nam
V fa0a ���!D �1� e�~!0=T� : (52.12)Robl�qi v (52.11) zam�nu y = v=p�, funk
�� � mo�na zapisatitak: � = 1p� 1Z�1 e�x2(y � x=p�)2 + (�=p�)2 dx; (52.13)Pere�d�mo teper u viraz� (52.10) do novoÝ zm�nnoÝ �nte�ruvann� y:W�0 = �0!0 r�0�!Dp� 1Z�1 (1 � e�� ) dy: (52.14)U grani
� � ! 1 (velik� gustini poglina�qih atom�v Na=V ) z(52.13) ma
mo � =�!1 1y2 1p� 1Z�1 e�x2"1 + 2xyp�304



+ 3� �xy�2 � ��y2 + : : : # dx= 1y2"1 +�32 � �2� 1�y2 + : : : #; (52.15)a potr�bni� �nte�ral v (52.14) legko obqisl�
mo:1Z�1 (1� e�� ) dy =�!1 1Z�1 (1� e� 1y2 e� 1y4� ( 32��2)) dy=�!1 1Z�1 �1� e�1=y2� dy + 1� �32 � �2� 1Z�1 e�1=y2y4 dy:Perxi� �nte�ral �nte�ru
mo qastinami1Z�1 �1� e�1=y2� dy = 2 1Z0 �1� e�1=y2� dy = 2y �1� e�1=y2� �����10+4 1Z0 e�1=y2y2 dy = (zam�na t = 1=y) = 4 1Z0 e�t2 dt = 2p�:Drugi� �nte�ral: 1Z�1 e�1=y2y4 dy = 2 1Z0 e�1=y2y4 dy= 2 1Z0 t2e�t2 dt = p�2 :Ot�e, 1Z�1 (1� e�� ) dy = 2p� + p�2� �32 � �2�+ : : : : (52.16)305



Narext�, z (52.14) znahodimoW�0 = �0!0 r�0�!D"2p�� + 12r�� �32 � �2�# (52.17)abo, beruqi do uvagi lixe veduqi� qlen 
�
Ý asimptotiki v �v-nomu vigl�d� z urahuvann�m togo, wo � = 
=2�!D, ma
mo:W�0r0� = �20r z
os � e2Nam
3V fa0a
(1� e�~!0=T ): (52.18)Mi otrimali neanal�tiqnu \kor�n~-kvadratnu" zale�n�st~ ek-v�valentnoÝ xirini l�n�Ý v�d qisla poglina�qih atom�v pri Ýhvisokih gustinah. Priqomu, �k baqimo, kriva zale�nost� ekv�va-lentnoÝ xirini v�d gustini atom�v vihodit~ na 
� asimptotikuznizu abo zverhu zale�no v�d veliqini parametra �. Urahuvann�drugogo dodanka v (52.17) mo�e buti va�livim dl� znahod�enn�k�l~k�snoÝ harakteristiki h�m�qnogo vm�stu zor�noÝ atmosferi zanal�zu sil~nih l�n��.Zaproponu
mo prostu �nterpol�
��nuformulu zale�nost� ek-v�valentnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý v�d gustini poglina�qihatom�v, �ka ob'
dnu
 zna�den� nami graniqn� vipadki dl� slab-kih � sil~nih l�n��:W�0r0��0 = n�ap1 + n�a�0=2
� ; (52.19)de znerozm�rena gustina atom�v u stan� jain�a = �0z�e2Nafa0am
2V 
os � �1� e�~!0=T� ; (52.20)a loren
�vs~ka xirina l�n�Ý za xkalo� dov�in hvil~, zg�dno z(13.22), dor�vn�
 
� = 
�20=2�
. Dl� malih znaqen~ veliqini n�az (52.19) otrima
mo viraz (52.9), a dl� n�a�0=2
� � 1 vihodimo nazale�n�st~ (52.18). Formula (52.19) 
 zruqno� dl� poperedn~ogoprikidnogo anal�zu h�m�qnogo vm�stu zor�, osk�l~ki obqislenn�n�a, za v�domo� z ekperimentu ekv�valentno� xirino� l�n�Ý zvo-dit~s� do rozv'�zku kvadratnogo r�vn�nn�.306



Mi zna�xli poved�nku ekv�valentnoÝ xirini spektral~noÝ l�-n�Ý dl� malih � velikih gustin poglina�qih atom�v, vikoristo-vu�qi sprowenu model~ atmosferi � ne beruqi do uvagi pro
e-s�v rozs��nn�. Povna �nforma
�� pro zale�n�st~W�0 v�d gustiniNa=V zakladena v rozv'�zku toqnogo nel�n��nogo r�vn�nn� (8.15),�ke vrahovu
 tako� dvofotonn� perehodi � �runtu
t~s� na rea-l�stiqn�x�� model� atmosferi zor�.Glibini spektral~nih l�n�� �nxih z�r, dl� �kih nemo�livovim�r�vati zale�n�st~ �ntensivnost� v�d kuta �, obqisl�
mo zapotokom (2.8) ta virazom (51.15) dl� Iq:F! = 2 �=2Z0 
os � Iq sin � d� (52.21)= 2 1Z0 dz {(q)B!;�(T ) �=2Z0 e� 1Rz {(q) dz0= 
os � sin � d�:Zam�no� x = 1= 
os � zv�dsi otrimu
mo:F! = 2 1Z0 dz {(q)B!;�(T )E2(�); (52.22)de �nte�ral~na pokaznikova funk
�� [19℄E2(�) = 1Z1 e�x�x2 dx; (52.23)a optiqna glibina � viznaqena formulo� (51.9).Ot�e, glibina l�n�Ý R�, zg�dno z oznaqenn�m (2.10), dor�vn�
:R� = F 
� � F l�F s� = 1F 
� 1Z0 B!;�(T ){
(q)� �E2(� 
)� �1 + {l(q){
(q)�E2(�)� dz; (52.24)307



tut � 
 = 1Zz {
(q) dz0; (52.25)
� = 1Zz �{
(q) + {l(q)� dz0;a F 
� = 1Z0 B!;�(T ){
(q)E2(� 
) dz: (52.26)�kwo zadana model~ atmosferi zor�, to r�vn�nn� (52.24), �k� formula (52.1), dozvol�
 v zagal~nomu obqisl�vati glibinuspektral~noÝ l�n�Ý ta ÝÝ ekv�valentnu xirinu (2.12).x 53. Teor�� modele� zor�nih atmosferTeper, wob ne v�ddal�tis~ v�d problemi obernenoÝ zadaq�, �kavinika
 pri rozv'�zku r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann�, obgo-vorimo teor�� modele� zor�nih atmosfer. Postavimo sob� zametu, zg�dno �z zadeklarovanim priznaqenn�m naxoÝ kni�ki, da-ti lixe osnovn� r�vn�nn� dl� pobudovi model� atmosferi, a neskonstru�vati odnu z nih. Osnovo� pri 
~omu 
 znovu � r�v-n�nn� perenosu viprom�n�vann� � tak� fundamental~n� f�ziqn�prin
ipi �k zakon zbere�enn� ener��Ý ta zakoni teplovoÝ � me-han�qnoÝ r�vnovagi.U teor�Ý modele� zor�nih atmosfer odnim z golovnih zavdan~
 vstanovlenn� rozpod�lu temperaturi vzdov� glibini. Mi � na-dal� rozgl�da
mo ploskoparalel~nu geometr�� atmosferi, tobtovva�a
mo, wo krivizna xar�v atmosferi du�e mala. Uva�a
motako�, wo atmosfera ma
 zadani� h�m�qni� sklad � perebuva
 u308



sta
�onarnomu stan�. �nximi slovami, vivqa
mo atmosferu \spo-k��noÝ" zor�.Zvern�mos~ do r�vn�nn� (51.1) � p�dsumu�mo obidv� �ogo qas-tini za pol�riza
��mi, pri�ma�qi, wo koef�
�
nt poglinann�ne zale�it~ v�d pol�riza
�Ý � � kuta � (tak� tonkow� tut za�v�):
os �dI!(�)dz = �{! [I!(�)�B!(T )℄ ; (53.1)de �ntensivn�st~ nepol�rizovanogo viprom�n�vann�I!(�) = X�=1;2 Iq = X�=1;2 Ik;� (53.2)� v�dpov�dno funk
�� PlankaB!(T ) = X�=1;2B!;�(T ) = 2B!;�(T )= 2~
2 � !2��3 1e~!=T � 1 ; (53.3)a koef�
�
nt poglinann�{! = {(q): (53.4)�nte�ru
mo r�vn�nn� (53.1) za us�ma qastotami
os � dI(�)dz = � 1Z0 d! {! [I!(�)�B!(T )℄ ; (53.5)tut zale�na v�d kuta � povna �ntensivn�st~I(�) = 1Z0 I!(�) d!: (53.6)R�vn�nn� (53.5) 
 toqnim r�vn�nn�m perenosu viprom�n�vann�z urahuvann�m odnofotonnih perehod�v. Dl� togo wob prosu-nutis~ dal�, tut mi ne ob��demos~ bez dodatkovih pripuwen~ �nabli�en~. 309



Zaprovad~mo de�ke userednene za qastotami znaqenn� koef�-
�
nta poglinann� �{, take, wo1Z0 d!{! [I!(�)�B!(T )℄ = �{ 1Z0 d! [I!(�)�B!(T )℄ : (53.7)Vlasne 
� formula � bude r�vn�nn�m dl� veliqini �{, z �kogo,vrext�-rext, viznaqatimemo ÝÝ znaqenn�. Teper r�vn�nn� (53.5)nabuva
 prostogo vigl�du:
os � dI(�)dz = ��{ [I(�)�B(T )℄ ; (53.8)de funk
�� B(T ) = 1Z0 B!(T ) d!: (53.9)R�vn�nn� (53.8) opisu
 tak zvanu \s�ru" atmosferu, tobto atmos-feru, u �k�� koef�
�
nt poglinann� �{ ne zale�it~ v�d qastoti.Pripuwenn� (53.7) naziva�t~ nabli�enn�m s�roÝ atmosferi.Perx n�� �ti dal�, korisno mati �vni� vigl�d B(T ), �ki�legko znahodimo, vikoristavxi funk
�� Planka (53.3):B(T ) = 2~
2(2�)3 1Z0 !3 d!e~!=T � 1= 2~
2(2�)3 �T~�4 1Z0 x3 dxex � 1 :Ce� �nte�ral dor�vn�
 �4=15, � mi otrimu
mo, wo �nte�ral~na�ntensivn�st~ B(T ) propor
��na do qetvertogo stepen� tempera-310



turi (zakon Stefana{Bol~
mana)6:B(T ) = �60
2~3T 4: (53.10)Skoristavxis~ oznaqenn�m (51.9), dl� optiqnoÝ glibini vve-d�mo � = 1Zz �{ dz0 (53.11)� zapix�mo r�vn�nn� (53.8) tak:
os � dI(�)d� = I(�)�B(T ); (53.12)�ntensivnost� I(�), B(T ) 
 funk
��mi � abo koordinati z zg�dnoz (53.11). Osk�l~ki nema
 viprom�n�vann�, �ke pada
 zzovn� napoverhn� zor�, to pri � = 0 veliqina I(�) = 0, �kwo 
os � < 0.Na rozv'�zok 
~ogo r�vn�nn� r�znimi metodami bulo vitraqe-no bagato zusil~, poqina�qi z p�oners~kih pra
~ K. Xvar
x�-l~da, A. Xustera ta A. Edd�n�tona. Rozv'�zok r�vn�nn� � znaho-d�enn� �ntensivnost� pri�n�to nazivati problemo� M�lna.Zna�d�mo nabli�eni� rozv'�zok r�vn�nn� (53.12) � odnoqasnovstanov�mo zale�n�st~ temperaturi T v�d optiqnoÝ glibini � .Z 
�
� meto� pro�nte�ru�mo obidv� qastini 
~ogo r�vn�nn� zavs�ma kutami, skoristavxis~ oznaqenn�m potoku (2.7) � vvod�qipovni� pot�k�F = 1Z0 d!�F! = 1Z0 d! X�=1;2Z d
 Ik;� 
os �6Ce� zakon eksperimental~no vstanoviv u 1879 ro
� avstr��s~ki� f�zik�ozef Stefan (1835{1893), teoretiqne dovedenn� v 1884 ro
� zrobiv avst-r��s~ki� f�zik, uqen~ Stefana L�dv�� Bol~
man (1844{1906). G. Loren
 usvoÝ� promov�, prisv�qen�� pam'�t� L. Bol~
mana, nazvav 
e dovedenn� sprav-�n~o� perlino� teoretiqnoÝ f�ziki. 311



= 1Z0 d! Z d
 
os � I!(�) = Z d

os � I(�)= 2� �Z0 I(�) 
os � sin � d�: (53.13)Ot�e, ma
mo 14 dFd� = J �B(T ); (53.14)de seredn� �nte�ral~na �ntensivn�st~J = 14� Z d
 I(�)zb�ga
t~s� z oznaqenn�m (2.4), �ke mi vveli ran�xe.Skorista�mos~ teper zakonom zbere�enn� ener��Ý. �kwotransport ener��Ý v�dbuva
t~s� lixe xl�hom viprom�n�vann�(vnasl�dok togo, wo teploprov�dn�st~ atmosferi du�e mala �konvek
�� tako� neznaqna), to u stan� promenevoÝ r�vnovagi �n-te�ral~ni� pot�k ener��Ý �F ne povinen zale�iti v�d glibini � ,F = 
onst. Tomu l�va qastina r�vn�nn� (53.14) dor�vn�
 nulev�,� ot�e, znahodimo, wo seredn� �nte�ral~na �ntensivn�st~J = B(T );14� Z d
 I(�) = B(T ) (53.15)dl� vs�h znaqen~ optiqnoÝ glibini � abo dl� dov�l~noÝ koordi-nati z, �ka zv'�zana z � r�vn�nn�m (53.11).Poqn�mo, narext�, rozv'�zuvati r�vn�nn� (53.12). Prirodnoskoristatis~ rozkladom veliqini I(�) v r�d za pol�nomami Le-�andra [8, 19, 28℄ Pl(
os �) = (�)l2ll! � dd 
os ��l sin2l �;l = 0; 1; 2; : : : ; (53.16)312



P0(
os �) = 1; P1(
os �) = 
os �;P2(
os �) = 32 �
os2 � � 13� ;P3(
os �) = 52 �
os3 � � 35 
os �� :Ot�e, ma
mo rozklad:I(�) = 1Xl=0(2l + 1)IlPl(
os �); (53.17)mno�nik (2l + 1) b�l� koef�
�
nt�v rozkladu vid�leno dl� zruq-nost�. P�dstavl�
mo 
e� rozklad u r�vn�nn� (53.12), skorista
-mos~ tim, woPl(
os �) 
os � = l2l + 1Pl�1(
os �) + l + 12l + 1Pl+1(
os �); (53.18)� v rezul~tat� zna�demo:1Xl=0 dIld� lPl�1(
os �) +Xl=0 dIld� (l + 1)Pl+1(
os �)= 1Xl=0(2l + 1)IlPl(
os �)�B(T ):U perxomu qlen� l�voÝ qastini 
~ogo r�vn�nn� robimo zam�nu(l� 1) = l0, a v drugomu | (l+1) = l0 �, zn�vxi xtrihi ta beruqido uvagi ortogonal~n�st~ funk
�� Pl(
os �), prir�vn�
mo zl�va �sprava koef�
�
nti pri pol�nomah Le�andra z odnakovimi zna-qenn�mi l: dI1d� = I0 �B(T ); 313



(l + 1)dIl+1d� + l dIl�1d� = (2l + 1)Il; (53.19)l = 1; 2; 3; : : : :Priqomu rozv'�zki 
�
Ý sistemi r�vn�n~ povinn� zadovol~n�tiumovu: pri � = 0 �ntensivn�st~ I(�) = 0 dl� 
os � < 0.Obqisl�mo dek�l~ka perxih moment�v �ntensivnost� (53.17) z
os �, vikoristavxi umovu ortogonal~nost� pol�nom�v Le�andra[8, 19, 28℄: �Z0 Pl0(
os �)Pl(
os �) sin � d� = 0; l 6= l0;�Z0 P 2l (
os �) sin � d� = 22l + 1 : (53.20)Nul~ovi� moment (53.15)B(T ) = Z d
4� I(�) = 12 �Z0 sin � 1Xl=0(2l + 1)IlPl(
os �) d�= 12I0 �Z0 sin � d� = I0: (53.21)Perxi� moment (53.13)F4 = Z d
4� I(�) 
os �= 12 1Xl=0(2l + 1)Il �Z0 Pl(
os �)P1(
os �) sin � d�= 32I1 �Z0 P 21 (
os �) sin � d� = I1: (53.22)314



Drugi� moment7K = Z d
4� I(�) 
os2 � = Z d
4� �23P2(
os �) + 13� I(�)= 13 1Xl=0(2l + 1)Il �Z0 P2(
os �)Pl(
os �) sin � d� (53.23)+ 16 1Xl0 (2l + 1)Il �Z0 Pl(
os �) sin � d� = 23I2 + 13I0:P�dstavl��qi koef�
�
nt I0 z (53.21) u perxe r�vn�nn� sis-temi (53.19), otrimu
mo, wo I1 = 
onst. Ce oqevidno tako� � z(53.22). Spravd�, osk�l~ki I1 = F=4, a povni� pot�k F dl� bud~-�kogo � | veliqina stala, to � koef�
�
nt I1 
 stalim.Nastupne r�vn�nn� z (53.19) pri l = 1 take:2dI2d� + dI0d� = 3I1: (53.24)�nte�ru
mo �ogo � otrimu
mo2I2 + I0 = 3I1� + C; (53.25)de C | konstanta �nte�ruvann�.Dal� pri l = 2 z (53.19) ma
mo3dI3d� = 5I2: (53.26)Z f�ziqnih m�rkuvan~ vipliva
, wo I2 ! 0 pri � ! 1. Cevidno z togo, wo z� zb�l~xenn�m glibini � �ntensivn�st~ I(�)povinna nabli�atis~ do �zotropnogo viprom�n�vann� absol�tnoqornogo t�la B(T ), � tomu drugi� momentK = Z d
4� I(�) 
os2 � !�!1B(T )Z d
4� 
os2 � = B(T )3 :7Mi vikoristovu
mo dl� moment�v zagal~nopri�n�t� poznaqenn�, �k� vv�vE. Edd�n�ton. 315



A z (53.23) ma
mo I2 = 32K � 12B(T );� ot�e, I2 ! 0 pri � ! 1. Pripustimo, wo I2 � e��� , � > 0,rexta veliqin Il z l � 3 tako� pr�mu�t~ do nul�, koli � !1,�k 
e vipliva
 z r�vn�n~ (53.19).Ot�e, r�vn�nn� (53.26), �k � nastupn� z sistemi (53.19), dl�l > 3 zadovol~n�
mo p�dstanovko�Il = Ale��� ; l � 2; (53.27)Al; � | stal� veliqini. Priqomu z r�vn�nn� (53.26) vipliva
,wo A3 = � 53�A2; (53.28)a z (53.19) pri l � 3 dl� rexti stalih Al ma
mo rekurentnesp�vv�dnoxenn�, �ke zv'�zu
 Ýh z A2:��(l + 1)Al+1 � �lAl�1 = (2l + 1)Al; l � 3: (53.29)Veliqini Al povinn� zabezpeqiti dl� I(�) z (53.17) we � dodat-kovu umovu: I(�) = 0 dl� 
os � < 0 pri � = 08.Zbira�qi razom neobh�dn� virazi, zapix�mo rozv'�zok (53.17)u �vnomu vigl�d�I(�) = B(T ) + 34F 
os � + e���Xl�2(2l + 1)AlPl(
os �): (53.30)Odnoqasno formula (53.25), �ku, zva�a�qi na (53.21), (53.22) ta(53.27), zapixemo u vigl�d�B(T ) = 34F� +C � 2A2e��� ; (53.31)8Odin z mo�livih rozv'�zk�v rekurentnih r�vn�n~ (53.29) 
 takim: Al =(�)lA, A = 
onst, � = 1. Odnak r�vn�nn� (53.12) vimaga
, wob A = 0. C�kavotako�, wo r�vn�nn� (53.12) ma
 toqni� rozv'�zok: I(�) = 
1 + 
2(� + 
os �) +
3e���=(1+� 
os �); B(T ) = 
1+ 
2�+ 
3e�� ; 
1; 
2; 
3 | stal�; ale uzgod�enn�
ih formul, v�dpov�dno do oznaqenn� (53.15), vimaga
, wob � = 0.316



da
 z urahuvann�m (53.10) xukani� rozpod�l temperaturi zale�-no v�d glibini.�kwo v rozklad� (53.30) obme�itis~ lixe dvoma perximidodankami, tobto poklasti A2 = 0; A3 = 0; : : :, toI(�) = B(T ) + 34F 
os �; (53.32)B(T ) = 34F� + C: (53.33)Stalu �nte�ruvann� C zna�demo z umovi, wo na poverhn� atmos-feri, koli � = 0, temperatura T = T0:B(T ) = 34F� +B(T0); C = B(T0): (53.34)Narext� zna�demo stalu F . Zrozum�lo, wo naxim nabli-�enim rozv'�zkom (53.32) mi ne zmo�emo zadovol~niti umovuI(�) = 0 pri � = 0, �kwo 
os � < 0, tomu naklada
mo slabxuumovu. Skorista
mos~ tim, wo pot�k viprom�n�vann�, �ki� pa-da
 na poverhn� atmosferi, dor�vn�
 nulev�:2� �=2Z� I(�) 
os � sin � d� = 0; � = 0: (53.35)Vikoristovu�qi (53.32), zv�dsi ma
mo�=2Z� 
os � �B(T0) + 34F 
os �� sin � d� = 0abo, �nte�ru�qi, oder�u
moF = 2B(T0): (53.36)Ostatoqno z (53.32) ta (53.34) znahodimoI(�) = B(T0)�32� + 1 + 32 
os �� ;B(T ) = 32B(T0)�� + 23� ; (53.37)317



a z urahuvann�m (53.10) ma
mo rozpod�l temperaturi v zor�n��atmosfer� T 4 = T 40 �1 + 32�� : (53.38)Z (53.37) dl� � = 0 otrimu
mo zakon potemn�nn� v�d 
entra dokra� diska zor�: I(�)I(0) = 25 �1 + 32 
os �� : (53.39)Neva�ko zna�ti nastupne nabli�enn� dl� �ntensivnost� I(�),koli A2 6= 0, a rozpod�l temperaturi zada
t~s� zakonom (53.31).Mi ne budemo 
im za�matis~, zva�a�qi na neveliku 
�nn�st~ mo-del� s�roÝ atmosferi dl� �nterpreta
�Ý zor�nih spektr�v, a tako�na te, wo toqni� rozv'�zok r�vn�nn� (53.12) (div., napriklad, [5℄)praktiqno zb�ga
t~s� z 
im golovnim nabli�enn�m9.Ot�e, r�vn�nn� (53.38) razom z oznaqenn�m optiqnoÝ glibi-ni � formulo� (53.11), u �ke vhodit~ useredneni� koef�
�
ntpoglinann� �{, viznaqa
 zale�n�st~ temperaturi v zor�n�� atmo-sfer� v�d koordinati z. Useredneni� koef�
�
nt �{ mo�na xukatispoqatku z prost�xoÝ umovi, n�� (53.7), uva�a�qi, wo vona vi-konu
t~s� dl� ko�nogo dodanka. Zokrema, mo�na pri�n�ti takeoznaqenn�: �{ = 1Z0 {!B!(T ) d!, 1Z0 B!(T ) d!: (53.40)�nximi slovami, veliqina �{ dor�vn�
 seredn~omu znaqenn� ko-ef�
�
nta poglinann� za rozpod�lom Planka.Takim qinom, r�vn�nn� (53.11), (53.38), (53.40) zv'�zu�t~ m��sobo� temperaturu T � gustinu qastinok v atmosfer� dl� ko�-nogo � abo koordinati z.9Toqni� rozv'�zok problemi M�lna neznaqno v�dr�zn�
t~s� v�d rozgl�nu-togo nabli�enn�: napriklad, u (53.37) v kruglih du�kah zam�st~ 2/3 ma
momonotonno zrosta�qu funk
�� v�d 1=p3 = 0:577350 pri � = 0 do 0:710446 pri� =1.318



Dl� togo wob zna�ti zale�n�st~ temperaturi � gustini qas-tinok lixe v�d koordinati z, neobh�dne dodatkove r�vn�nn�. Pe-rehodimo do vstanovlenn� we odnogo fundamental~nogo r�vn�n-n� v teor�Ý modele� zor�nih atmosfer. Vikorista�mo dl� 
~ogoumovu mehan�qnoÝ r�vnovagi, beruqi do uvagi statiqni� vipadok.�nximi slovami, govoritimemo pro g�drostatiqnu r�vnovagu, �kados�ga
t~s� d�
� na reqovinu atmosferi, z odnogo boku, sili t�-��nn�, napr�mlenoÝ do 
entra zor�, a z drugogo | zr�vnova�u-val~nih sil gazovogo tisku ta tisku viprom�n�vann�.Rozgl�n~mo elementarni� ob'
m ploskoparalel~noÝ atmosfe-ri �V = �s�z, �ki� opira
t~s� na plowadku �s. V�n ma
 vagu�g�s�z, de � | gustina reqovini atmosferi, wo dor�vn�
 k�l~-kost� masi na odini
� ob'
mu, g | priskorenn� sili t���nn�.C� vaga zr�vnova�u
t~s� silo�, wo stvor�
t~s� r�zni
e� tisk�v�z dvoh bok�v elementarnogo ob'
mu, pomno�eno� na elementarnuplowadku �s. Ot�e, r�vn�nn� r�vnovagi take:�g�s�z = ��P�s;znak \m�nus" urahovu
, wo tisk zb�l~xu
t~s� z� zmenxenn�m z.Zapix�mo 
e r�vn�nn� v diferen
�al~n�� form�:�dPdz = �g: (53.41)Tisk P sklada
t~s� �z sumi gazovogo tisku P1, dl� �kogo mo�-na vikoristovuvati r�vn�nn� stanu �deal~nogo gazuP1 = TX
�1 N
V ; (53.42)N
 | k�l~k�st~ qastinok sortu 
, ta tisku viprom�n�vann� [15℄P2 = 43 �
 T 4; (53.43)de stala Stefana{Bol~
mana� = �260
2~3 : (53.44)319



Ot�e, P = P1 + P2; (53.45)ale, �k pravilo, P2 � P1 (napriklad, dl� Son
�), � tomu berut~do uvagi lixe gazovi� tisk.Gustina � =X
�1 N
V m
; (53.46)de m
 | masa qastinok sortu 
, z �kih sklada
t~s� zor�na atmo-sfera. �k u�e neodnorazovo p�dkresl�valos~, atmosfera zor�m�stit~, v osnovnomu, voden~ ta �ogo �oni (vodn� � 90% � gel��� 10% h�m�qnogo skladu atmosferi).R�vn�nn� (53.41) mo�na perepisati qerez useredneni� koef�-
�
nt poglinann� ta optiqnu glibinu:dPd� = �g�{ : (53.47)Takim qinom, sistema dvoh r�vn�n~ dl� temperaturi (53.38) �dl� tisku (53.47) ta formul, wo obslugovu�t~ Ýh, rozv'�zu�t~problemu viboru model� atmosferi v nabli�enn� \s�roÝ" atmos-feri. Zrozum�lo, wo 
e lixe nul~ove nabli�enn�, lixe perxi�krok vihodu �z zaqarovanogo kola obernenoÝ zadaq�. P�sl� vsta-novlenn� 
�
Ý nul~ovoÝ model� mo�na perehoditi do podal~xogo ÝÝuzgod�enn� z� spostere�uvanimi veliqinami v�e z urahuvann�mqastotnoÝ zale�nost� koef�
�
nta poglinann�. �kwo m�� obqis-lenimi � spostere�uvanimi spektrami dos�gnuto dostatn~o dob-rogo uzgod�enn�, to govor�t~, wo model~ predstavl�
 (reprezen-tu
) zor�10. Dl� Son
� model~ atmosferi mo�na p�ddavati de-tal~n�� perev�r
�, osk�l~ki dl� n~ogo dobre v�dom� priskorenn�10Pro
es tvorenn� bud~-�koÝ model� 
 podvo
nn�m real~nost�. Obrazotvor-qe miste
tvo tako� podvo�
 real~n�st~, �k � zviqa�ne dzerkalo. Dzerkalotvorit~ �nxi� Sv�t, �ki� f�ziki namaga�t~s� zrozum�ti qerez protile�-noznakov� zar�di, sp�ni, �mpul~si, �nx� kvantov� qisla qastinok m�krosv�tu(tak zvana teorema pro CPT -�nvar�antn�st~). P�znann� navkolixnost� qi do-320



sili t���nn�, veliqina potoku ener��Ý, poverhneva temperaturata velika k�l~k�st~ �nforma
�Ý, wo viluqa�t~ z� spostere�en~ �vim�r�van~ neperervnogo ta l�n��qastogo spektra.x 54. H�m�qni� anal�z zor�nih atmosferAtmosfera zor� ma��e stov�dsotkovo sklada
t~s� z vodn� tagel��, rexti h�m�qnih element�v na dek�l~ka por�dk�v menxe.Odnak spektral~n� l�n�Ý atom�v same 
ih element�v da�t~ znaqnu�nforma
�� � pro budovu atmosferi, � pro f�ziqn� pro
esi, �k�v�dbuva�t~s� v n��. Ot�e, viznaqenn� h�m�qnogo vm�stu element�vu zor�nih atmosferah | odna z va�livih zadaq dosl�d�enn�atmosferi.Ran�xe mi v�e torkalis~ pitann� pro viznaqenn� k�l~kost�atom�v v odini
� ob'
mu za harakterom Ýhn�h spektral~nih l�n��.Perxim krokom mo�e buti prikidne vstanovlenn� ob'
mnoÝ gus-tini atom�v u stan� jai za glibino� l�n�Ý abo ekv�valentno� xiri-no�. Nastupnim krokom, wo utoqn�
 otrimane znaqenn� Na=V ,
 uzgod�enn� xl�hom p�dgan�nn� gustini atom�v teoretiqno roz-rahovanogo konturu spektral~noÝ l�n�Ý do �ogo spostere�uvanihznaqen~.Poqn�mo z anal�zu slabkih l�n�� (r� � 0:10�0:15), koli mo�navikoristati l�n��nu d�l�nku krivoÝ rostu (52.9). Dl� vikl�qen-n� tovwini oberta�qogo xaru z z 
~ogo r�vn�nn� mo�na skoris-tatis~ tim, wo aktual~nimi tovwinami 
 t�, �k� zadovol~n��t~umovu: z{
(q)
os � ' 1: (54.1)rogo� miste
tva, wo robit~ hudo�nik, qi qerez matematiqn� formuli, worobit~ uqeni�, qi qerez v�ru zav�di �de xl�hom podvo
nn� Sv�tu ta \pri-pasovuvann�" obrazu abo model� do togo, wo mi v�dquva
mo, � va�ko skazatiz pevn�st�, wo z nih pervinne. Prigada
mo, wo legendarni� Perse� v�d-t�v golovu Meduz� �or�on�, koristu�qi~ m�dnim witom �k dzerkalom, wobuniknuti ÝÝ pogl�du, �ki� peretvor�vav use �ive v kam�n~. Navedemo we,mo�e, divnu, ale � 
�kavu dumku fran
uz~kogo pis~mennika Leona Blua(1846{1917) z �ogo \G�rs~kogo Star
�" (1909): \Radow� 
~ogo sv�tu mo�ut~vi�vitis~ pekel~nimi mukami, pobaqenimi v dzerkal� perevernutimi".321



Prosto ni�n� xari atmosferi v�e ne davatimut~ sutt
vogo vnes-ku v �ntensivn�st~ Iq. U rezul~tat� z (52.9) znahodimo:W�0 = �20 �e2m
2{(q)NaV fa0a: (54.2)Stalu r0� � poslabl�val~ni� faktor na vimuxene viprom�n�van-n� z (52.9), veliqina �kih 
 por�dku odini
�, �k � stala propor-
��nost� v (54.1), mi ob'
dnali v odin mno�nik �, vrahovu�qio
�nni� harakter naxih rozrahunk�v, prir�vn�li �ogo do odini-
�. �kwo mi zvernemos~ do ekv�valentnoÝ xirini spektral~noÝl�n�Ý (2.12), �ka viznaqa
t~s� za potokom (2.8), to potr�bno bu-de proanal�zuvati viraz (52.24). Legko baqiti, wo dl� slabkihl�n��, koli mo�livi� rozklad za {l(q), kontur glibini l�n�Ý po-vtor�
 kontur koef�
�
nta poglinann� v l�n�Ý: R� � {l(q). Dal�,�nte�ru�qi za qastotami v me�ah l�n�Ý analog�qno do (52.8), miznovu pri�demo do formuli (54.2).Rozgl�n~mo l�n�Ý, �k� vinika�t~ pri perehod� z de�kogo zbu-d�enogo stanu jai. Budemo v�drahovuvati ener��� v�d ener��Ý os-novnogo stanu E0. Uvedemo oznaqenn� poten
�alu zbud�enn��a = Ea �E0; (54.3)oqevidno, wo �a > 0. R�zni
� m�� poqatkom neperervnogo spekt-ra � ener��
� osnovnogo stanu naziva�t~ ener��
� �on�za
�Ý. P�dNa v (54.2) rozum�
mo k�l~k�st~ atom�v u stan� z ener��
� Ea, �ot�e, potr�bno brati do uvagi �viwe virod�enn�11. Tomu veli-qina (4.8) tut dor�vn�
:�a = gae�Ea=TPa gae�Ea=T ; (54.4)de ga | kratn�st~ virod�enn� ener�etiqnogo r�vn�, tobto k�l~-k�st~ stan�v z ener��
� Ea, naziva�t~ tako� statistiqno� vago�11Div. zauva�enn� p�sl� formuli (13.3).322



r�vn�; tut kvantove qislo a numeru
 v�e ne stani, a r�vn�. Zapi-xemo 
e� viraz qerez poten
�al zbud�enn� (54.3) � dl� Na = N�azna�demo Na = Nga e��a=Tu(T ) ; (54.5)de atomna suma stan�vu(T ) =Xa gae��a=T ; (54.6)a N | 
e povna k�l~k�st~ atom�v de�kogo h�m�qnogo elementa vatmosfer�, spektral~n� l�n�Ý �kogo vivqa
mo.Teper, p�dstavl��qi (54.5) u formulu (54.2), znahodimo vi-raz dl� ekv�valentnoÝ xirini spektral~noÝ l�n�Ý v takomu vigl�-d�: W�0 = �20 �e2m
2{
(q)NV gafa0au(T ) e��a=T : (54.7)Krivu zrostann� zruqno buduvati za logarifm�qno�xkalo�.Znerozm�r��qi ekv�valentnu xirinu dov�ino� hvil� �0, loga-rifmu
mo viraz (54.7):ln�W�0�0 � = ln (�0gafa0a)� �aT + ln� �e2m
2{
(q)u(T )NV � : (54.8)Nas ne povinno turbuvati te, wo u prav�� qastin� 
~ogo r�vn�n-n� p�d znakom logarifma ma
mo rozm�rn� veliqini, �kwo 
 do-movlen�st~ vim�r�vati v tih samih odini
�h dov�ini (napri-klad, v an�stremah) dov�inu hvil� �0, klasiqni� rad�us elekt-rona e2=m
2 � obernenu veliqinu koef�
�
nta poglinann� v ne-perervnomu spektr� 1={
(q). �kwo teper pobuduvati funk
��y = ln (W�0=�0) v�d zm�nnoÝ x = ln (�0gafa0a), to otrima
mo pr�muz nahilom v 45Æ, �ka v�ds�ka
 na os� ordinat znaqenn�y0 = ln� �e2m
2{
(q)u(T )NV �� �aT : (54.9)323



Ot�e, vim�r��qi ekv�valentn� xirini ser�Ý slabkih l�n��atom�v konkretnogo h�m�qnogo elementa dl� zadanogo poten
�aluzbud�enn� �a, mi povinn� otrimati toqki, wo l�ga�t~ na pr�-mu. Rozgl�da�qi ser�Ý l�n�� z r�znimi poten
�alami zbud�enn�,otrima
mo nizku paralel~nih pr�mih. Za v�domim znaqenn�my0 znahodimo absol�tni� h�m�qni� um�st elementa, tobto k�l~-k�st~ atom�v v odini
� ob'
mu N=V , osk�l~ki vs� rexta veliqiniv (54.9) v�dom�.Veliku dopomogu pri konkretnih qislovih rozrahunkah mo�-na otrimati z dov�dnika [30℄, u �komu kompaktno � povno z�branoqislov� znaqenn� r�znih f�ziqnih veliqin, �k� vikoristovu�t~v astrof�zi
�. Sl�d, odnak, pam'�tati, wo pri�n�t� znaqenn� as-trof�ziqnih veliqin woroku zm�n��t~s�, � koli mova �de propre
iz��n� obqislenn�, neobh�dno vikoristovuvati na�nov�x� da-n� z �urnal~nih state�.Ne budemo zupin�tis~ dokladn�xe na 
~omu anal�z�, a lixezauva�imo take. Na 
~omu tak zvanomu metod� krivoÝ zrostan-n� viznaqenn� h�m�qnogo vm�stu element�v u zor�nih atmosferah�runtu�t~s� qislenn� dosl�d�enn�. Zusill� bagat~oh dosl�dni-k�v zosered�en� na �ogo vdoskonalenn� xl�hom r�znih nabli�e-nih viraz�v dl� glibini ta ekv�valentnih xirin spektral~nihl�n�� z �runtovnim anal�zom netoqnoste�, pov'�zanih �z r�znogorodu nenad��nost�mi v qisel~nih znaqenn�h staloÝ zagasann�,sil os
il�tor�v, m�kroturbulentih xvidkoste�12.Suqasn� komp'�tern� mo�livost� provad�enn� obqislen~ do-zvol��t~ pra
�vati ne lixe z ekv�valentnimi xirinami, a znad��no vim�r�nimi konturami spektral~nih l�n�� � por�vn�va-ti Ýh z� zna�denimi z rozv'�zku toqnogo r�vn�nn� perenosu vipro-m�n�vann� (8.15). Ma�qi \v rukah" tak� v�l~n� parametri, �k,napriklad, xvidk�st~ m�kroturbulentnih ruh�v reqovini atmos-12Miste
tvo �nterpreta
�Ý spostere�en~ na osnov� teoretiqnih rozrahun-k�v vimaga
 \nabitoÝ ruki". Avtor z� wirim podivom ne raz sposter�gav, z�ko� legk�st� � sm�liv�st� eksperimentatori \kida�t~s�" tonkimi, z pogl�-du f�zika-teoretika, veliqinami � pon�tt�mi, �k� v�n del�katno � obere�noviluqa
 z formul. Ale, mabut~, same 
� \fam�l~�rn�st~" u stosunkah �z
imi f�ziqnimi veliqinami � vede eksperimentator�v do usp�hu.324



feri zor�, mo�na pre
iz��n�xe viznaqati absol�tn� znaqenn� ÝÝh�m�qnogo vm�stu, a tako� stup�n~ v�dhilenn� v�d lokal~noÝ ter-modinam�qnoÝ r�vnovagi.x 55. Vpliv obertann� ta pul~sa
�Ý z�r na spektral~n� l�n�ÝPri anal�z� zor�nih atmosfer odnim �z zavdan~ dosl�dnika
 vivqenn� vplivu obertann� zor� na spektr ÝÝ viprom�n�van-n�. Bulo b divnim baqiti zor�, wo ne oberta
t~s�, tobto mo-ment �mpul~su �koÝ dor�vn�vav bi nulev�. F�ziqn� mehan�zmi Ýhpohod�enn� ta zakon zbere�enn� momentu �mpul~su vimaga�t~,wob zor� obertalis~. Veliqinu kutovoÝ xvidkost� obertann� zor�mo�na viznaqiti, dosl�d�u�qi zm�nu prof�l�v atomnih spekt-ral~nih l�n��.Rozxirenn� spektral~nih l�n�� qerez obertann� z�r zumovle-ne r�znimi za veliqino� � znakom doppler�vs~kimi zm�wenn�miqastot viprom�n�vann�, �ke �de do sposter�gaqa z r�znih toqokpoverhn� zor�, osk�l~ki voni (
� toqki) ma�t~ r�zn� proek
�Ý l�-n��noÝ xvidkost� na prom�n~ zoru.Viber�mo sistemu koordinat, pov'�zanu z zore� tak, wob v�s~ zbula napr�mlena na sposter�gaqa (div. ris. 20), a vektor kutovoÝxvidkost� zor� 
 le�av u plowin� x = 0 p�d kutom � do napr�mkuzoru z. Uved�mo odiniqn� vektori ex; ey; ez uzdov� ose� x; y; z.Ot�e, vektor 
 = ey
sin � + ez

os �:L�n��na xvidk�st~ elementa poverhn� zor� v toq
� r dor�vn�
, zaoznaqenn�m, vektornomu dobutkov�:v = [
r℄ = ��������� ex ey ez
x 
y 
zx y z ��������� = ��������� ex ey ez0 
 sin � 

os �x y z ��������� (55.1)abo v = ex
(z sin � � y 
os �) + ey
x 
os � � ez
x sin �: (55.2)325



Ris. 20. Sistema koordinat pov'�zana �z zore�, wo oberta
t~s� z kuto-vo� xvidk�st� 
.Ot�e, proek
�� na prom�n~ zoru l�n��noÝ xvidkost� atoma, woviprom�n�
 vz = �
x sin �;v�dpov�dno doppler�vs~ki� zsuv qastoti! � !0!0 = vz
 ;a spostere�uvana qastota! = !0 � !0

 x sin �; (55.3)de !0 | qastota viprom�n�vann� neruhomogo atoma.�kwo �ntensivn�st~ viprom�n�vann� z neruhomoÝ zor� dor�v-n�
 Ik;�, to dl� zor�, wo oberta
t~s�, spostere�uvana �ntensiv-n�st~ 
 veliqino�, useredneno� po vs�� vidim�� dl� sposter�gaqapoverhn� zor�, tobto po vs~omu disku. Ce userednenn� mi pozna-326



qa
mo gostrimi kutovimi du�kami13:� Ik;� �= R Rx2+y2�R2 dx dy Ik;����!0!!0(1�
x sin �=
)R Rx2+y2�R2 dx dy ; (55.4)de R| rad�us zor�. Oqevidno, wo dvokratni� �nte�ral u znamen-niku 
~ogo virazu dor�vn�
 plow� vidimogo diska �R2.�kwo ne vrahovuvati zale�nost� �ntensivnost� Ik;� v�d koor-dinat, tobto �kwo ne vrahovuvati tak zvane potemn�nn� do kra�diska zor�, to 
e userednenn� mo�na vikonati v zagal~nomu vi-padku. Nasampered beremo do uvagi te, wo �ntensivn�st~ l�n�ÝIk;� �k funk
�� qastoti 
 faktiqno funk
�
� r�zni
� qastot:Ik;� = Ik;�(! � !0); (55.5)de !0 | rezonansna qastota l�n�Ý. Pri rozrahunku rozxirenn�spektral~noÝ l�n�Ý r�znimi mehan�zmami golovni� vnesok da
 zm�-wenn� rezonansnoÝ qastoti !0 same v 
�� r�zni
�, a ne u stal��zagasann� 
, ne v doppler�vs~komu zsuv� qastoti �!D qi v �nxihmno�nikah, �k� z toqn�st� do veliqin znika�qoÝ malizni mo�-na v me�ah l�n�Ý vva�ati stalimi. Tomu viraz (55.4) zapisu
motak: � Ik;� �= R Rx2+y2�R2 dx dy Ik;��! � !0(1� 
x sin �=
)�R Rx2+y2�R2 dx dy (55.6)= R Rx2+y2�R2 dx dy 1R�1 d!0 Ik;�(! � !0)Æh!0 � !0(1� 
x sin �=
)iR Rx2+y2�R2 dx dy13Take poznaqenn� mi vikoristovuvali v x 14 pri opis� vplivu makrotur-bulentnih ruh�v v atmosfer� zor� na konturi spektral~nih l�n��. 327



abo � Ik;� �= 1Z�1 Ik;�(! � !0)P (!0) d!0; (55.7)de funk
��P (!) = R Rx2+y2�R2 dx dy Æh! � !0(1� 
x sin �=
)iR Rx2+y2�R2 dx dy (55.8)
 prof�lem, u �ki� obertann� zor� peretvor�
 kontur bezme�-no vuz~koÝ spektral~noÝ l�n�Ý. Ot�e, spostere�uvani� kontur(55.7) 
 zviqa�no� zgortko� harakteristiqnoÝ dl� 
~ogo meha-n�zmu rozxirenn� funk
�Ý P (!) z konturom, wo ne vrahovu
 ober-tann�.Pere�d�mo do obqislenn� spektral~noÝ funk
�ÝP (!). Del~ta-funk
�� v (55.8) dozvol�
 elementarno vikonati �nte�ruvann� zax: P (!) = 1�R2 
!0
sin � Zh (!�!0)
!0
 sin � i2+y2�R2 dy: (55.9)Tut mi vikoristali taku vlastiv�st~ del~ta-funk
�Ý: Æ(a+bx) =Æ[b(a=b + x)℄ = (1=b)Æ(x + a=b), a; b | stal�.Z umovi, wo nakladena v �nte�ral� na y, vipliva�t~ me���nte�ruvann�: �y0 � y � y0,y0 = Rs1��! � !0!R �2; (55.10)de harakterni� dl� obertann� masxtab doppler�vs~kogo zsuvuqastoti !R = R!0

 sin �: (55.11)328



Ot�e, �nte�ral za y u (55.9) dor�vn�
 2y0. Kr�m togo, �z 
ih �eumov u (55.9) vipliva
, wo voni peresta�t~ vikonuvatis~, �kwoqastota taka, wo �! � !0!R �2 > 1;a ot�e, � �nte�ral za y dor�vn�
 nulev�.Urahovu�qe skazane, ostatoqno znahodimo spektral~nu fun-k
��:P (!) = 8>>>><>>>>: 2�!Rr1� �!�!0!R �2; v �nterval� qastot!0 � !R � ! � !0 + !R;0; poza 
im �ntervalom:Zrozum�lo, wo, �k � vih�dni� del~tapod�bni� kontur, naxa spek-tral~na funk
�� normovana na odini
�:1Z�1 P (!) d! = !0+!RZ!0�!R 2�!Rs1��! � !0!R �2d!= 2� 1Z�1 p1� x2 dx = 1: (55.12)�kwo v�dom� konturi spektral~nih l�n�� Ik;� ne spotvoren�obertann�m, to zgorta�qi Ýh, zg�dno z (55.7), z funk
�
� P (!),uz�to� z timi znaqenn�mi !R, wo da�t~ �kna�krawe uzgod�en-n� z� spostere�uvanimi prof�l�mi l�n��, otrimu
mo �nforma
��pro xvidk�st~ obertann� zor� v = R
sin �.Pere�d�mo do vivqenn� mehan�zmu vplivu rad�al~nih ruh�vatmosferi zor� na konturi spektral~nih l�n�� atom�v. �kwo zo-r� rozxir�
t~s� abo stiska
t~s�, to, vnasl�dok efektu Dopple-ra, qastota viprom�n�vann� !, �ku vim�r�
 sposter�gaq, zm�wena329



por�vn�no �z qastoto� viprom�n�vann� !0 atoma v neruhom�� at-mosfer�: ! � !0!0 = �vz
 ; (55.13)de vz | z-komponenta rad�al~noÝ xvidkost� v toqki v zor�n��atmosfer�, tobto proek
�� xvidkost� na prom�n~ zoru, uzdov��kogo mi vibrali v�s~ z, tak wovz = v 
os �;� | kut m�� rad�al~nim napr�mkom � napr�mkom na sposter�-gaqa. Znaki \pl�s" � \m�nus" u formul� (55.13) v�dpov�da�t~rozxirenn� � stiskann� zor�.Ot�e, do sposter�gaqa potrapl�
 viprom�n�vann� �z qastoto�! = !0 � !0 v
 
os � (55.14)ta �ntensivn�st� Ik;�, sproektovano� na prom�n~ zoru, tobto po-mno�eno� na 
os � � useredneno� za vs�ma kutami vidimoÝ dl�sposter�gaqa poverhn� zor�:� Ik;� �= 12 R d

os � Ik;����!0!!0�!0v 
os �=
12 R d
 
os � : (55.15)P�sl� �nte�ruvann� za azimutal~nim kutom ' ma
mo� Ik;� �= �=2R0 d� sin � 
os � Ik;����!0!!0�!0v 
os �=
�=2R0 d� sin � 
os �= 2 1Z0 dxxIk;����!0!!0(1�vx=
) ; (55.16)330



de x = 
os �.�kwo skoristatis~ timi � peretvorenn�mi, wo � u vipad-ku obertann� zor� (pereh�d v�d (55.4) do (55.7)), to spostere�u-vanu �ntensivn�st~ otrima
mo u vigl�d� zgortki (55.7) z� spekt-ral~no� funk
�
� rozpod�lu �ntensivnost� dl� rozxirenn� abostiskann� ÝÝ atmosferiP (!) = 2 1Z0 xÆ h! � !0 �1� v
 x�i dx: (55.17)Pam'�ta
mo, wo 
e� �nte�ral ne dor�vn�
 nulev� za umovi, wo �n-terval �nte�ruvann� boda� \zaq�pa
" toqku, koli ar�ument del~ta-funk
�Ý dor�vn�
 nulev�. U naxomu vipadku z umovo�, wo 0 �x = 
os � � 1, z (55.17) znahodimo:P (!) = 8<: 2!0 � 
v�2 ���!�!0!0 ���; 0 � ���!�!0!0 ��� � v
 ;0; poza 
im �ntervalom: (55.18)Legko perekonatis~, wo funk
�� P (!) normovana na odini
�:1Z�1 P (!) d! = 2� 
v�2 v=
Z0 y dy = 1; (55.19)de y = j! � !0j=!0.Spostere�uvana �ntensivn�st~ � Ik;� � dl� pul~su�qoÝ zor�zada
t~s�, �k � pri obertann�, zgortko� (55.7) z funk
�
� P (!) zformuli (55.18). U zv'�zku z 
im vikorista�mo z x 14 visnovkiwodo vplivu makroturbulentnih ruh�v na konturi spektral~-nih l�n�� ta na Ýh ekv�valentnu xirinu � sformul��mo taketverd�enn�: osk�l~ki � Ik;� � zobra�a
t~s� u vigl�d� zgortki,to obertann� � pul~sa
�Ý zor� ne zm�n��t~ ekv�valentnih xirinspektral~nih l�n��.



ROZD �L IXZASELENOST� ATOMNIH STAN�V ZA V�DSUTNOST�LOKAL^NOÕ TERMODINAM�QNOÕ R�VNOVAGIx 56. K�netiqne r�vn�nn� dl� zaselenost�atomnih stan�vU poperedn~omu viklad� mi poslugovuvalis~ g�potezo� prolokal~nu termodinam�qnu r�vnovagu, vva�a�qi, wo v ko�n�� toq-
� atmosfera harakterizu
t~s� temperaturo� T = T (z). Ce do-zvol�lo koristuvatis~ formulo� Bol~
mana dl� zaselenoste�atomnih stan�v: �A = e�EA=TZ ; (56.1)de EA | ener��� atoma u stan� jAi, wo zada
t~s� naborom kvan-tovih qisel A, a suma stan�vZ =XA e�EA=T : (56.2)�kwo 
 virod�enn� atomnih r�vn�v �z kratn�st� gA, to �mov�r-n�st~ togo, wo atom perebuva
 u stanah z ener��
� EA, dor�vn�
�A = gAe�EA=TZ ; (56.3)v�dpov�dno Z =XA gAe�EA=T ;332



priqomu tut p�dsumovuvann� v�dbuva
t~s� lixe za timi kvan-tovimi qislami A, �k� numeru�t~ r�vn� ener��Ý, a ne hvil~ov�funk
�Ý.Pole viprom�n�vann� zor�nih atmosfer v�dr�zn�
t~s� v�d r�v-nova�nogo, �ke harakterizu
t~s� funk
�
� rozpod�lu Planka.Ce pole vza
mod�
 z reqovino� atmosferi zor�, tobto atomami,�onami, elektronami, a v holodn�xih zor�h| tako� z molekula-mi. Unasl�dok 
�
Ý vza
mod�Ý qastinki zbud�u�t~s�, �on�zu�t~s�� tomu zaselen�st~ r�vn�v �A zale�it~ v�d pol� viprom�n�vann�.Kr�m togo, perehodi z odnogo kvantovogo stanu v �nxi� zd��sn�-�t~s� � v rezul~tat� m��qastinkovih z�tknen~. Svo
� qergo�zaselen�st~ atomnih stan�v uhodit~ u r�vn�nn� perenosu vipro-m�n�vann� (6.1), (8.1) qerez funk
�� d�erela SAA0(!) (6.2), ko-ef�
�
nt poglinann� (6.3), funk
�� pererozpod�lu za qastotami(8.4) � ot�e, viznaqa
 pole viprom�n�vann�.Takim qinom, dohodimo visnovku, wo potr�bno sp�l~no roz-v'�zuvati zadaqu pro zaselen�st~ atomnih stan�v � k�netiqne r�v-n�nn� dl� foton�v. U zv'�zku z 
im vipliva
 zavdann� pobudovik�netiqnogo r�vn�nn� dl� veliqini �A. Mi skonstru�
mo 
e r�v-n�nn� za analog�
� do k�netiqnogo r�vn�nn� dl� foton�v, �k 
ebulo zrobleno v perxomu rozd�l�.Povnu zm�nu v qas� veliqini �A da
 r�vn�nn�:d�Adt = � 8<: �mov�rn�st~ zniknenn�atoma z� stanu atoma jAiza odini
� qasu 9=;+ 8<: �mov�rn�st~ porod�en-n� atoma u stan� jAiza odini
� qasu 9=; : (56.4)Poznaqmo �mov�rn�st~ perehodu za odini
� qasu atoma z� stanujAi u stan jA0i qerez wA!A0 . �mov�rn�st~ zniknenn� za odini
�qasu atoma z poqatkovogo stanu dor�vn�
 �mov�rnost� kvantovo-go perehodu za odini
� qasu, pomno�en�� na zaselen�st~ 
~ogostanu. Beruqi 
e do uvagi, rozpixemo pravu qastinu r�vn�nn�333



(56.4), tobto �nte�ral z�tknen~ dl� 
�
Ý zadaq�, �ki� potr�bno bu-de rozrahuvati, rozgl�da�qi konkretn� elementarn� pro
esi zauqast� 
~ogo atoma:d�Adt = ��A XA0(A0 6=A)wA!A0 + XA0(A0 6=A) �A0wA0!A: (56.5)Zrozum�lo, wo p�dsumovuvann� za A0 �de za umovi A0 6= A � nadal�vipisuvati ÝÝ �vno ne budemo.�k � u vipadku k�netiqnogo r�vn�nn� dl� foton�v, l�va qas-tina r�vn�nn� (56.5) dor�vn�
d�Adt = ��A�t + (vr)�A; (56.6)de perxi� dodanok da
 zm�nu za odini
� qasu k�l~kost� ato-m�v u stan� jAi u f�ksovan�� toq
� prostoru pri nesta
�onarnihpro
esah; drugi� dodanok | 
e zm�na zaselenoste�, spriqine-na perem�wenn�m atoma z odn�
Ý toqki prostoru v �nxu vnasl�-dok makroskop�qnogo ruhu reqovini atmosferi z� xvidk�st� v.U sta
�onarnomu vipadku, koli �A �vno ne zale�it~ v�d qasu(��A=�t = 0) dl� neruhomoÝ atmosferi (v = 0), l�va qastinar�vn�nn� (56.5) dor�vn�
 nulev�, � mi otrimu
mo, woXA0 �A0wA0!A � �AXA0 wA!A0 = 0: (56.7)Ce r�vn�nn� naziva�t~ r�vn�nn�m sta
�onarnost� abo r�vn�n-n�m statistiqnoÝ r�vnovagi. Same �ogo potr�bno rozv'�zuvati sp�-l~no z r�vn�nn�m perenosu viprom�n�vann� tod�, koli g�potezapro lokal~nu termodinam�qnu r�vnovagu ne spravd�u
t~s�.Zruqno rozd�liti �mov�rnost� wA!A0 na dv� skladov�. Perxarad�ativna skladova, poznaqmo ÝÝ qerez wrA!A0 , spriqinena vza
-mod�
� atoma z viprom�n�vann�m, � ot�e, mova �de pro perehodiatoma z� stanu v stan z poglinann�m ta rozs��nn�m foton�v. Dru-ga qastina w
A!A0 opisu
 perehodi atoma m�� kvantovimi sta-nami, zumovlen� z�tknenn�mi, tobto vza
mod�
� atoma z �nximi334



qastinkami atomosferi:wA!A0 = wrA!A0 + w
A!A0 : (56.8)Uzagal� ka�uqi, potr�bno bulo b urahuvati � perehresni� �n-terferen
��ni� \rad�ativnoz�tkn�val~ni�" efekt, �ki� vini-ka
 tomu, wo �mov�rn�st~ kvantovogo perehodu (3.8) propor
��nado kvadrata modul� matriqnogo elementa v�d operatora vza
mo-d�Ý V̂ atoma �k z polem viprom�n�vann�, tak � z qastinkami svo-go otoqenn�. Rozkriva�qi kvadrat modul� v (3.8) v�d 
ih dvohskladovih operatora V̂ , mi otrima
mo, kr�m dvoh dodank�v (56.8),zgadani� perehresni� efekt. Vipravdann�m togo, wo �ogo tut nevrahovu
mo, 
 nastupne: abo nesum�sn�st~ pravil v�dboru dl� z�-tknen~ ta dl� vza
mod�Ý z elektromagn�tnim polem, abo kutoveuserednenn� davatimut~ u rezul~tat� nul~ovi� vnesok v wA!A0 .Odnak 
e vimaga
 detal~n�xogo z'�suvann�.Teper pered nami stoÝt~ zavdann� rozrahuvati veliqiniwrA!A0 ta w
A!A0 . Perxu z nih obqisl�
mo, vikoristovu�qiformuli, �k� mi otrimali v perxomu rozd�l�. Wo stosu
t~-s� drugogo z�tkn�val~nogo dodanka, to tut potr�bno rozgl�da-ti konkretno vza
mod�� vibranogo atoma z na�b�l~x qisel~nopredstavlenimi qastinkami v zor�n�� atmosfer�, tobto z elekt-ronami, atomami vodn� � �ogo �onami ta atomami gel��.x 57. Rad�ativna skladova r�vn�nn� sta
�onarnost�Rozrahu
mo �mov�rn�st~ perehodu za odini
� qasu atoma z�stanu v stan, spriqinenu �ogo vza
mod�
� z elektromagn�tnimpolem z urahuvann�m odno- ta dvofotonnih pro
es�v. Naxe za-vdann� znaqno sprowu
t~s�, osk�l~ki osnovn� formuli, wo opi-su�t~ 
� pro
esi, mi viveli v perxomu rozd�l�. Ot�e, sutt
vovikorista
mo formuli (5.8), (5.11) ta (7.11), (7.13).Poqn�mo rozrahunki z drugogo dodanka v r�vn�nn� sta
�onar-nost� (56.7) � vipix�mo vnesok do n~ogo v�d perehodu \vverh", tob-to kvantovogo perehodu atoma z poglinann�m fotona, koliwrA!A0 =Xq wjA;:::;Nq ;:::i!jA0;:::;Nq�1;:::i: (57.1)335



Zaprovad�en� tut poznaqenn� v�e zna�om� nam z x 4. Vikoris-tavxi r�vn�nn� (5.8) � oznaqenn� (5.13), ma
mo:�AXA0 wrA!A0(poglinann� fotona)= �A XA0(A0>A)Xq 2�2e2NqmV fA0A(q)Æ(!A0A � !k): (57.2)Simvol�qni� zapis umovi A0 > A oznaqa
, wo p�dsumovuvann� ve-demo za kvantovimi qislami stan�v jA0i, ener��� �kih 
 b�l~xo�,n�� stanu jAi, a 
e znaqit~, wo qastota perehodu !A0A > 0. Vipi-suvann� 
�
Ý umovi, �ka nagadu
 nam, wo mova �de pro perehodi\vverh", faktiqno za�ve, � ÝÝ mo�na bulo b opuskati. Spravd�,osk�l~ki zav�di qastota fotona !k � 0, to del~ta-funk
�� v(57.2) \ne propustit~" v�d'
mnih qastot !A0A.D��qi analog�qno za dopomogo� (5.11), znahodimo vnesok pe-rehodu \vniz" u r�vn�nn� sta
�onarnost� (56.7), tobto pro
esuviprom�n�vann� �k spontannogo, tak � vimuxenogo:�AXA0 wrA!A0(viprom�n�vann� fotona)= �A XA0(A0<A)Xq 2�2e2(Nq + 1)mV fAA0(q)Æ(!AA0 � !k): (57.3)Ma�qi 
� dva virazi, mi mo�emo �vno rozpisati rad�ativnuqastinu r�vn�nn� sta
�onarnost� (56.7) v nabli�enn� odnofoton-nih perehod�v, osk�l~ki perxi� qlen u 
~omu r�vn�nn� znahodimoz (57.2), (57.3) prosto� zam�no� �ndeks�v, wo numeru�t~ kvantov�stani atoma (A! A0, a A0 ! A):Xq XA0(A0>A) 2�2e2mV fA0A(q) [�A0(Nq + 1)� �ANq℄ Æ(!A0A � !k)336



+ Xq XA0(A0<A) 2�2e2mV fAA0(q) [�A0Nq � �A(Nq + 1)℄ Æ(!AA0 � !k)+ XA0 (�A0w
A0!A � �Aw
A!A0) = 0: (57.4)Za umov lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vnovagi, koli qisla za-povnenn� foton�v Nq viznaqa�t~s� formulo� Planka (5.17), azaselenost� atomnih stan�v �A | formulo� Bol~
mana (56.1),vnesok rad�ativnih qlen�v u r�vn�nn� sta
�onarnost� (57.4) do-r�vn�
, �k � povinno buti, nulev�, tomu wo�A0(Nq + 1)� �ANq = 0; A0 > A; (57.5)�A0Nq � �A(Nq + 1) = 0; A0 < A:Uvedemo poznaqenn� dl� atomnogo koef�
�
nta poglinann�:�A0A(q) = 2�2e2m
 fA0AÆ(!A0A � !k): (57.6)C� veliqina ma
 rozm�rn�st~ kvadrata dov�ini. �kwo ÝÝ po-mno�iti na gustinu qastinok N=V � p�dsumuvati za kvantovimiqislami A ta A0, poperedn~o pomno�ivxi na zaselen�st~ poqat-kovogo stanu, to otrima
mo v�e zna�omi� koef�
�
nt poglinann�bez urahuvann� mno�nika v�d vimuxenogo viprom�n�vann�.Budemo vva�ati, wo �A0A(q) ne zale�it~ v�d pol�riza
�Ý �kutovih zm�nnih, a 
 lixe funk
�
� qastoti !k. A �kwo takazale�n�st~ �snu
, to skorista
mos~ tim, wo vona ne dast~ sutt
-vogo vnesku, � v�z~memo userednene znaqenn�:�A0A(q)! �A0A(!k) = �A0A(q) = 12 X�=1;2 14� Z d
�A0A(q): (57.7)Zd��snimo v (57.4) pereh�d v�d p�dsumovuvann� za hvil~ovimivektorami do �nte�ruvann� za qastotami ta kutami zg�dno z (8.2) �337



perepixemo r�vn�nn� sta
�onarnost� qerez userednenu za kutamita p�dsumovanu za pol�riza
��mi �ntensivn�st~ viprom�n�vann�:I! =X� Z d
4� Ik;�: (57.8)Ot�e, teper, zam�st~ (57.4), ma
mo take r�vn�nn�:XA0(A0>A) 4� 1Z0 d!~!�A0A(!) ��A0 �I! + ~!34�3
2�� �AI!�+ XA0(A0<A) 4� 1Z0 d!~!�AA0(!) ��A0I! � �A�I! + ~!34�3
2��+XA0 (�A0w
A0!A � �Aw
A!A0) = 0: (57.9)Rad�ativna qastina r�vn�nn� sta
�onarnost� 
 gotovo� dl�provedenn� konkretnih rozrahunk�v � rozv'�zuvann� �ogo sp�l~noz r�vn�nn�m perenosu viprom�n�vann�. �kwo va�livimi 
 pro-
esi rozs��nn�, a tako� nel�n��n� efekti, to do r�vn�nn� (57.9)potr�bno dodati vnesok v�d dvofotonnih pro
es�v.U zv'�zku z 
im perehodimo do vivqenn� dvofotonnih pereho-d�v. Rozgl�da
mo spoqatku pro
es zniwenn� fotona z kvantovimqislom q � narod�enn� �nxogo fotona z kvantovim qislom q0.Beruqi do uvagi viraz (7.11), dl� 
~ogo pro
esu ma
mo:�AXA0 wrA!A0 zniwenn� fotona z kvantovim qislom q� narod�enn� �nxogo z kvantovim qislom q0!= �AXA0 Xq Xq0 (2�)3V 2 �e2m�2 Nq(Nq0 + 1)!k!k0= �A0A(q; q0)Æ(!A0A + !k0 � !k); (57.10)funk
�� �A0A(q; q0) oznaqena formulo� (7.12).338



�kwo do (57.10) dodati vnesok v�d rozgl�nutogo viwe pro
e-su, �ki� otrimu
mo zam�no� q ! q0, a q0 ! q, to matimemo povnu�mov�rn�st~ kvantovogo perehodu za odini
� qasu z� stanu jAi v�nx� stani jA0i za uqast� dvoh foton�v. Teper, �kwo v tak otri-manomu viraz� zrobiti zam�nu kvantovih qisel A na A0 � navpaki,to matimemo vnesok v�d dvofotonnih pro
es�v u �mov�rn�st~ pere-hodu atoma u stan jAi z �nxih stan�v | jA0i. Narext�, beruqi douvagi 
� obidva vneski, znahodimo povni� balans dvofotonnihperehod�v:XA0 (�A0wrA0!A � �AwrA!A0)dvofotonn� perehodi=XA0 �A0Xq Xq0 (2�)3V 2 �e2m�2 �AA0(q; q0)!k!k0�Nq(Nq0 + 1)Æ(!AA0 + !k0 � !k)+XA0 �A0Xq Xq0 (2�)3V 2 �e2m�2 �AA0(q0; q)!k!k0�Nq0(Nq + 1)Æ(!AA0 + !k � !k0)��AXA0 Xq Xq0 (2�)3V 2 �e2m�2 �A0A(q; q0)!k!k0�Nq(Nq0 + 1)Æ(!A0A + !k0 � !k)��AXA0 Xq Xq0 (2�)3V 2 �e2m�2 �A0A(q0; q)!k!k0�Nq0(Nq + 1)Æ(!A0A + !k � !k0): (57.11)Sam zovn�xn�� vigl�d 
�
Ý formuli viklika
 prirodne ba�ann�sprostiti ÝÝ. Z 
�
� meto� vvedemo atomnu funk
�� pererozpo-d�lu za qastotami 339



RA0A(q; q0) = �2�2e2m
2 �2 �A0A(q; q0)Æ(!A0A + !k0 � !k); (57.12)�ka ma
 rozm�rn�st~ \kvadrat dov�ini, pod�leni� na qastotu" �prozori� zv'�zok �z funk
�
� R(q; q0), oznaqeno� virazom (8.4).Budemo tako� uva�ati, wo funk
�� RA0A(q; q0) zale�it~ lixev�d qastot � ne zale�it~ v�d kut�v ta pol�riza
�Ý:RA0A(q; q0)! RA0A(!; !0) = RA0A(q; q0); (57.13)tut riska oznaqa
 userednenn� za kutami ta pol�riza
��mi. �n-ximi slovami, mi pripuska
mo, wo 
� dostatn~o slabka zale�-n�st~ neznaqno spotvorit~ ostatoqn� virazi, �k� otrima
mo p�s-l� �nte�ruvann� za kutami ta p�dsumovuvann� za pol�riza
��mi.Rozmovu pro 
e mi v�e veli ran�xe.Perehodimo u (57.11) do �nte�ruvann� za qastotami �, skoris-tavxis~ vlastivost�mi simetr�Ý funk
�Ý �A0A(q; q0) (div. r�vn�n-n� pered formulo� (7.14)) ta atomnoÝ funk
�Ý pererozpod�lu zaqastotami, RA0A(q; q0) = RAA0(q0; q); (57.14)ob'
dnu
mo perxi� � qetverti� ta drugi� � tret�� dodanki � os-tatoqno znahodimo vnesok dvofotonnih pro
es�v u r�vn�nn� sta-
�onarnost�:XA0 (�AwrA0!A � �AwrA!A0)dvofotonn� perehodi= 8�
2 1Z0 d!(~!)2 1Z0 d!0(~!0)2 XA0 (RAA0(!; !0)� ��A0I! �I!0 + ~!034�3
2�� �AI!0 �I! + ~!34�3
2�� (57.15)340



+RA0A(!; !0) ��A0I!0 �I! + ~!34�3
2�� �AI! �I!0 + ~!034�3
2��):Tako� legko perekonu
mos~, wo 
e� viraz, �k � (57.4), peretvo-r�
t~s� v nul~ za umovi lokal~noÝ termodinam�qnoÝ r�vnovagi.Takim qinom, �kwo viraz (57.15) dodati do l�voÝ qastini r�v-n�nn� (57.9), mi otrima
mo r�vn�nn� sta
�onarnost� z povnimurahuvann�m odno- ta dvofotonnih pro
es�v. Ne zva�a�qi nazovn�xn� grom�zdk�st~ otrimanih formul, voni p�dda�t~s� ob-qislenn�m. Po-perxe, na�vn�st~ del~ta-funk
�Ý v oznaqenn�hatomnih koef�
�
nt�v �A0A(!) ta RA0A(!; !0) zn�ma
 �nte�ruvan-n� za qastotami v (57.9) � odne �nte�ruvann� v (57.15). �nte�ralza qastoto�, wo zalixa
t~s� v (57.15), ne qinit~ �kihos~ prin-
ipovih perexkod dl� komp'�ternih obqislen~. Po-druge, �katomni� koef�
�
nt poglinann�, tak � atomna funk
�� pereroz-pod�lu za qastotami da�t~ zmogu, �k mi v�e baqili v poperedn�hrozd�lah, znaqno sprowuvati Ýh pri rozgl�d� konkretnih elemen-tarnih pro
es�v.x 58. Xvidkost� kvantovih perehod�v atoma vnasl�dokm��qastinkovih z�tknen~Dosl�d�enn� vnesku m��qastinkovih z�tknen~ u r�vn�nn� sta-
�onarnost� (56.7) poqnemo z obgovorenn� reak
��, �k� opisu�t~bezviprom�n�val~n� perehodi atoma m�� kvantovimi stanami.Po-perxe, 
e reak
�� zbud�enn� atoma ta gas�nn� �ogo zbud�e-nogo stanu elektronom,A+ e� A0 + e: (58.1)�kwo v rezul~tat� z�tknenn� z elektronom atomni� elektron pe-rehodit~ u stan z neperervnim spektrom ener���, to ma
mo reak-
�� �on�za
�Ý ta triqastinkovoÝ rekomb�na
�Ý:A+ e� A0 + e+ e: (58.2)341



Na v�dm�nu v�d reak
�� (1.1){(1.4), �k� mi detal~no dosl�dili,perehodi (58.1), (58.2) �dut~ bez viprom�n�vann� ta poglinann�foton�v. C� perehodi naziva�t~ udarami perxogo rodu. Uda-rami drugogo rodu naziva�t~ pro
esi z�tknenn� atoma z �nximatomom, u rezul~tat� �kih zbud�enn� perehodit~ v�d odnogo do�nxogo. Mi ne ma
mo na met� obqisl�vati perer�zi rozs��nn� ne-pru�nih z�tknen~ dl� us�h mo�livih reak
��. Pro�l�stru
mo,�k 
e zd��sniti dl� reak
�Ý (58.1), �ka v�d�gra
 golovnu rol~ ur�vn�nn� sta
�onarnost� dl� zor�nih atmosfer.Wob zna�ti veliqinu w
A!A0 z (56.8), �ka vhodit~ u r�vn�nn�sta
�onarnost�, budemo vihoditi z zagal~nogo virazu (3.6) dl��mov�rnost� perehodu wi!f za odini
� qasu sistemi \atom pl�selektron" z de�kogo poqatkovogo stanu jii v k�n
evi� stan jfi.Ce� viraz 
 tak zvanim born�vs~kim nabli�enn�m, � umovo� �ogozastosuvann� 
 velik� znaqenn� ener��� pada�qih na atom elek-tron�v u por�vn�nn� z r�zni
e� ener�etiqnih r�vn�v dl� atomnihelektron�v.Neha� u poqatkovomu stan� jii atom opisu
t~s� hvil~ovo�funk
�
� jAi, a elektron, wo nal�ta
 na n~ogo, ma
 �mpul~s p� opisu
t~s� plosko� hvile�:jii = jAieipr=~pV ; (58.3)ener��� sistemi Ei = EA + p22m; (58.4)de EA | ener��� atoma v stan� jAi, r | koordinata elektronav sistem� 
entra mas atoma (tobto poqatok koordinat vibira
mov �dr� atoma), V | ob'
m sistemi. Dl� k�n
evogo stanu naxoÝsistemi ma
mo: jfi = jA0ieip0r=~pV ;Ef = EA0 + p022m; (58.5)342



de EA0 | ener��� atoma v stan� jA0i, p0 | �mpul~s elektrona p�sl�z�tknenn� z atomom.�mov�rn�st~ perehodu atoma z� stanu jAi v stan jA0i otrima-
mo z veliqini wi!f , �kwo p�dsumu
mo ÝÝ za vs�ma �mpul~samielektrona v k�n
evomu stan� p0, userednimo za poqatkovimi �m-pul~sami p � pomno�imo vse 
e na k�l~k�st~ elektron�v Ne, �k�
 v ob'
m� V . Ot�e, z urahuvann�m skazanogo, beruqi do uvagi(3.6), (58.3){(58.5), ma
mo:w
A!A0 = Ne*Xp0 wi!f+ ; (58.6)de wi!f = 2�~ �����hA0jZ dre�ip0r=~pV U eipr=~pV jAi�����2� Æ�EA0 + p022m �EA � p22m� ; (58.7)a ener��� vza
mod�Ý elektrona z atomomU = ZXj=1 e2jr� rj j � Ze2r ; (58.8)tut Z | zar�d �dra atoma, rj | koordinata j-ogo elektrona v�d-nosno �dra. Kutovimi du�kami v (58.6) poznaqa
mo userednenn�za poqatkovimi �mpul~sami elektrona, wo pada
 na atom1.1Mi neodnorazovo vikoristovuvali r�zn� opera
�Ý userednenn�, � v zv'�zkuz 
im 
�kavo znati, �k vinikli tak� nauki �k teor�� �mov�rnoste� ta matema-tiqna statistika. Uzagal~nene pon�tt� seredn~ogo �k matematiqnogo spod�-vann� vv�v we Hristi�n G���ens (1629{1695). Vidatni� gollands~ki� uqe-ni� poqav za�matis~ teor�
� �mov�rnost� p�sl� v�dv�din Pari�a 1665 roku,de v�n ozna�omivs� �z zadaqe� pro spravedlivi� rozpod�l stavki v azartnih�grah. Õhn~o� teor�
� tod� za�malis~ vidatn� fran
uz~k� vqen� P'
r Ferma(1601{1665) ta Blez Paskal~ (1623{1662), �kogo 1653 roku za
�kaviv 
imi343



Unasl�dok ortogonal~nost� hvil~ovih funk
�� atomnih sta-n�v drugi� dodanok v ener��Ý (58.8) ne da
 vnesku u viraz (58.7).Tomu matriqni� element, wo vhodit~ p�d znak modul� v (58.7),dor�vn�
: DA0��� Z dr e�ip0r=~pV U eipr=~pV ���AE= 1V DA0��� Z dr e�iqr ZXj=1 e2jr� rjj ���AE= 1V DA0��� ZXj=1 e�iqrj Z dR e�iqR e2R ���AE= 4�e2V q2 DA0��� ZXj=1 e�iqrj ���AE; (58.9)problemami znani� u tu poru l�bitel~ azartnih �gor Xeval~
 de Mere, �
im zaklali osnovi teor�Ý �mov�rnoste�, listu�qis~ u 1654 ro
�. Postanov-ka 
�
Ý zadaq� prosta. Grav
� domovilis~ pro te, wo to� z nih bude u vigrax�,hto perxi� vigra
 N part��. Ale gra (z r�znih priqin) pripin�
t~s� ra-n�xe. Ko�en grave
~ vigrav pevnu k�l~k�st~ part��, menxu, n�� N , � posta
pitann�, �k spravedlivo rozd�liti stavki. Zadaqa 
� v�doma �z seredn~ov�q-q�, na neÝ buli vitraqen� qimal� zusill� velikih matematik�v, poqina�qi zD�erolamo Kardano (1501{1576). Uva�a�t~, wo spravedlivi� pod�l stavkipotr�bno robiti propor
��no do �mov�rnost� vigraxu vs�
Ý stavki pri pro-dov�enn� gri, hoqa, za slovami �tal��s~kogo matematika N�kkolo Tartal~Ý(1499{1557), rozv'�zok 
~ogo pitann� 
 radxe spravo� �rispruden
�Ý, n��rozumu. . .V�dznaqimo, wo sam� azartn� �gri vina�xli we p�d qas des�tir�qnoÝ oblogiTroÝ, mabut~, wob boda� qimos~ zabaviti voÝn�v � v�dvol�kti Ýh v�d vimuxe-noÝ bezd��l~nost�. Ot�e, �k baqimo, azartn� �gri v�d�grali vin�tkovu rol~ ustvorenn� teor�Ý �mov�rnoste�. Zrozum�lo, wo nemali� vpliv na ÝÝ rozvitokzrobili zadaq� komer
�Ý, statistiki, strahovoÝ spravi, obrobki eksperimen-tal~nih vim�r�van~ u prirodniqih naukah, ale faktiqno same azartn� �gribuli perxim poxtovhom dl� velikih matematik�v do tvorenn� 
�
Ý nauki.Ce nabuva
 we 
�kav�xogo zabarvlenn�, koli prigadati, wo azartn� �gri za-boron�li � Cerkva, � korol�vs~k� ta 
ars~k� zakoni.344



de q = (p0 � p)=~: (58.10)Mi pere�xli v drug�� r�vnost� formuli (58.9) v�d �nte�ruvan-n� za r do �nte�ruvann� za R = r � rj (�kob�an takogo l�n��nogoperetvorenn� dor�vn�
 odini
�) � skoristalis~ virazom dl� ko-ef�
�
nta Fur'
 kulon�vs~kogo poten
�alu.Teper, p�dstavl��qi viraz (58.9) u (58.7), z (58.6) znahodimo:w
A!A0 = Ne*Xp0 2�~ �4�e2V q2 �2 (58.11)������hA0j ZXj=1 e�iqrj jAi�����2Æ�EA0 �EA + p02 � p22m �+:Pere�d�mo v�d p�dsumovuvann� za �mpul~sami p0 do �nte�ru-vann�, ma�qi na uvaz� pereh�d do V !1, z nastupnim perehodomdo �nte�ruvann� u sferiqnih koordinatah:Xp0 ! V(2�~)3 Z dp0 = V(2�~)3 1Z0 p02 dp0 Z d
0; (58.12)Z d
0 = 2�Z0 d' �Z0 sin � d�;de azimutal~ni� � xirotni� kuti '; � viznaqa�t~ napr�mok vek-tora p0. Del~ta-funk
�� v (58.11) dozvol�
 z urahuvann�m (58.12)zn�ti �nte�ruvann� za p0, �kwo vikoristati taku ÝÝ vlastiv�st~:Æ�EA0 �EA + p02 � p22m � = mp0 Æ�p0 �qp2 � 2m(EA0 �EA)� :Mo�na tako� pro�nte�ruvati za azimutal~nim kutom ', osk�l~kiv�d n~ogo ne zale�it~ p�d�nte�ral~na funk
��. �nte�ruvann� za345



xirotnim kutom � \perekida
mo" na �nte�ruvann� za q z (58.10):q2 = p02 + p2 � 2pp0 
os �~2 ;� dl� zadanih veliqin p0 ta pq dq = pp0~2 sin � d�:Zauva�u
mo tako�, wo kvadrat modul� matriqnogo elementa v(58.11) ne zale�it~ v�d napr�mku vektora q.Ot�e, beruqi vse skazane do uvagi, z (58.11) znahodimo:w
A!A0 = 8�mNeV �e2~ �2
� D1p jp0+pj=~Zjp0�pj=~ ������hA0j ZXj=1 e�iqrj jAi������2 dqq3 E; (58.13)de p0 =qp2 � 2m(EA0 �EA);priqomu m�n�mal~ne, porogove znaqenn� poqatkovogo �mpul~su pdor�vn�
 p0 =p2m(EA0 �EA): (58.14)�kwo veliqina q 
 malo�, tobto qa < 1, a | rozm�ri ato-ma, to eksponentu v matriqnomu element� p�d �nte�ralom (58.13)mo�na rozklasti v r�d �, zva�a�qi na ortogonal~n�st~ atomnihhvil~ovih funk
��, znahodimo, wohA0j ZXj=1 e�iqrj jAi = hA0j1� iq ZXj=1 rj + : : : jAi = �iqhA0j ZXj=1 xj jAi:346



Pri obqislenn� 
~ogo matriqnogo elementa v�s~ x spr�movu
mouzdov� q. �kwo teper prigadati oznaqenn� sili os
il�tora dl�perehodu jAi ! jA0i z (11.7), to otrima
mo:������hA0j ZXj=1 e�iqrj jAi������2 = q2 ~22m!A0A fA0A; (58.15)de !A0A = (EA0 �EA)=~ | qastota perehodu.Z virazom (58.15) �nte�ruvann� za q v (58.13) sta
 elementar-nim:w
A!A0 = 4�NeV e4~!A0A fA0A*1p ln ��������1 +r1� ~!A0A. p22m1�r1� ~!A0A. p22m ��������+ : (58.16)C� formula zastosovna dl� dipol~nih perehod�v. Tobto vonapra
�
 dl� optiqno dozvolenih kvantovih perehod�v, koli silaos
il�tora fA0A v�dm�nna v�d nul�.Koli �mpul~si elektron�v, wo nal�ta�t~ na atom, 
 veli-kimi, tobto, �kwo maksimum funk
�Ý rozpod�lu za �mpul~sami,z �ko� v�dbuva
t~s� userednenn� v (58.16), zsunuto v d�l�nkup > p2m~!A0A, tor1� ~!A0A. p22m ' 1� mp2~!A0A� formula (58.16) da
 dobre v�dome nabli�enn� Bete2:w
A!A0 = 4�NeV e4~!A0A fA0AD1p ln� 2p2m~!A0A�E: (58.17)2Gans Bete | amerikans~ki� f�zik-teoretik, zrobiv vidatni� vnesok ur�zn� napr�mki f�ziqnoÝ nauki (kvantova mehan�ka, �derna f�zika, teor��tverdogo t�la, teor�� �dernih reaktor�v, astrof�zika). Za vnesok u teor���dernih reak
�� �, osoblivo, za v�dkritt� 
iklu termo�dernih reak
��, �k� 
d�erelom ener��Ý z�r, G. Bete bulo nagorod�eno Nobel�vs~ko� prem�
� 1967roku. 347



Pripustimo, wo rozpod�l elektron�v za �mpul~sami mo�naharakterizuvati maksvell�vs~ko� funk
�
� z de�ko� \elekt-ronno�" temperaturo� Te. Ce ne supereqit~ tomu, wo rozpod�lza kvantovimi stanami jAi v p�dsistem� atom�v 
 ner�vnova�nim.Take pripuwenn� da
 zmogu vikonati v (58.17) userednenn� za�mpul~sami:*1p ln ��������1 +r1� ~!A0A. p22m1�r1� ~!A0A. p22m ��������+= Z dp e�p2=2mTe(2�mTe)3=2 1p ln �����1 +p1� (p0=p)21�p1� (p0=p)2 ����� (58.18)= 4�(2�mTe)3=2 1Zp0 e�p2=2mTe p ln �����p=p0 +p(p=p0)2 � 1p=p0 �p(p=p0)2 � 1 ����� dp= 2�p20(2�mTe)3=2 e�p20=2mTe 1Z0 e�up20=2mTe ln ����p1 + u+pup1 + u�pu ���� du:Mi zrobili zam�nu zm�nnoÝ �nte�ruvann�u = � pp0�2 � 1;de porogove znaqenn� �mpul~su p0 zadano virazom (58.14). P�d-stavl�
mo viraz (58.18) u formulu (58.16) � znahodimo:w
A!A0 = 8�NeV e4fA0A~!A0A 1p2�mTew�A!A0 ; (58.19)de znerozm�rena xvidk�st~ kvantovih perehod�vw�A!A0 = ~!A0ATe e�~!A0A=Te 1Z0 e�u~!A0A=Te348



� ln ����p1 + u+pup1 + u�pu ���� du: (58.20)�nte�ruvann� v 
~omu viraz� mo�na vikonati qisel~no. Na-gada
mo, wo sila os
il�tora fA0A � !A0A, tomu mi vid�lili vznamenniku koef�
�
nta pri w�A!A0 u formul� (58.19) qastotuperehodu.Dl� malih qastot perehodu !A0A mo�na zna�ti h�d funk
�Ýw�A!A0 v �vnomu vigl�d�. Dl� 
~ogo v �nte�ral� (58.20) zruqnozrobiti zam�nu zm�nnih x = u~!A0A=Te.U rezul~tat�:w�A!A0 = e�~!A0A=Te 1Z0 e�x ln �����p1 + ~!A0A=xTe + 1p1 + ~!A0A=xTe � 1 ����� dx: (58.21)�kwo vikonu
t~s� umova ~!A0A=Te � 1, to logarifm p�d �nte�ra-lom perehodit~ v ln(4Tex=~!A0A) � �nte�ral zvodit~s� do tabliq-nogo (div. �nte�ral, �ki� mi navodili p�sl� formuli (36.12)):w�A!A0 = ln� 4Te
~!A0A� ; (58.22)
 | stala E�lera. Po sut�, 
e 
 formula Bete (58.17), u �k��vikonano userednenn� za �mpul~sami.�kwo veliqina q ne 
 malo�, to obqislenn� xvidkost� pere-hod�v wA!A0 potr�bno provoditi za formulo� (58.13) bez rozkla-du eksponenti v r�d: spoqatku za v�domimi atomnimi hvil~ovi-mi funk
��mi jAi ta jA0i rozrahovu
mo matriqni� element � p�s-l� 
~ogo vikonu
mo �nte�ruvann� za q. Tim samim mi vrahu
moperehodi, �k� 
 optiqno zaboronenimi v dipol~nomu nabli�enn�.Detal~n�xu �nforma
�� pro metodi obqislen~ pererez�v kvan-tovih perehod�v dl� �nxih elementarnih pro
es�v mo�na zna�tiv [31, 32℄. Zokrema, mo�na rozrahuvati xvidkost� kvantovih pe-rehod�v � dl� reak
�� (58.2), wo opisu�t~ �on�za
�� ta triqastin-kovu rekomb�na
��. U 
~omu vipadku k�n
evi� stan jA0i atomnogoelektrona u formul� (58.13) 
 v neperervnomu spektr� ener���.349



Pri malih xvidkost�h nal�ta�qogo elektrona potr�bno vraho-vuvati obm�nn� efekti, tobto neobh�dno provoditi simetriza
��dvoelektronnoÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý k�n
evogo stanu nal�ta�qogoelektrona � elektrona, wo viv�l~nivs�. �mov�rnost� zvorotnihreak
��, gas�nn� zbud�enogo stanu qi triqastinkovoÝ rekomb�na-
�Ý tako� obqisl��t~s� pod�bno, �kwo pom�n�ti m�s
�mi poqat-kov� � k�n
ev� stani.



P�sl�movaMi d��xli k�n
� svo
Ý rozpov�d� pro f�ziqn� ta matematiqn�mehan�zmi, wo tvor�t~ harakterni� v�zerunok spektra elektro-magn�tnogo viprom�n�vann� z�r. Naxo� meto� bulo vivedenn� zperxoprin
ipnih r�vn�n~ kvantovoÝ mehan�ki bagat~oh qastinok�k samogo r�vn�nn� perenosu viprom�n�vann� v zor�nih atmos-ferah, tak � rozrahunku tih veliqin, wo vhod�t~ u n~ogo. Pri
~omu vprodov� us�
Ý kni�ki mi dotrimuvalis~ neobh�dnogo r�v-n� matematiqnoÝ kul~turi vikladu mater�alu. Beruqi do uvagite, wo kni�ka adresovana nasampered Qitaqev�-studentov�, avtornamagavs� v ko�nomu paragraf� q�tko formul�vati postanovkuzadaq� � posl�dovno, z detal~nimi obqislenn�mi, ne zalixa�-qi takimi zvorotami �k \legko baqiti" �kihos~ ne�snoste�, do-voditi rezul~tati do vigl�du, z �kim bezposeredn~o pra
��t~dosl�dniki zor�nih spektr�v.Avtor rozum�
 neterp�nn� Qitaq�v, �k� peregorta�t~ stor�nkiz prom��nimi formulami � xuka�t~ ostatoqnih viraz�v, pridat-nih do prikladnih zadaq zor�noÝ spektroskop�Ý. Ale potr�bno ta-ko� znati, za �kih umov voni otriman�, wo mi \vtraqa
mo" � qim\platimo" v nabli�enn�h � pripuwenn�h na xl�hu otrimann�ostatoqnih roboqih formul. Ce osoblivo va�livo teper, kolidovedenn� rezul~tat�v do qisla zavd�ki komp'�ternim mo�li-vost�m ne potrebu
 �kihos~ za�vih sprowen~, � ot�e, ma
mo mo�-liv�st~ v�dquti v qistomu vigl�d� �k�st~ naxih kon
eptual~nihpripuwen~, wo, svo
� qergo�, dozvol�
 mati tonxe rozum�nn�f�ziqnih �viw pri anal�z� konkretnih zor�nih atomosfer.Naxa kni�ka ne dl� tih, hto xuka
 \
ars~koÝ dorogi" do gli-bokogo rozum�nn� �viw Prirodi � duma
, wo vse mo�na po�snitinaoqno. Sprav�n� krasa �viw le�it~ ne na poverhn�, vi�vlenn�ÝÝ potrebu
 znaqnih zusil~, a po�snenn� \na pal~
�h" ma
 svoÝme��. Formuli | 
e ne prosto mova, voni, �k � noti v muzi
�,dogovor��t~ te, qogo ne mo�na po�sniti slovami.Uvaga l�dini do neba ta �ogo \mexkan
�v"| kosm�qnih ob'
k-t�v, mabut~, we z do�storiqnih qas�v uves~ qas zrosta
, � avtorspod�va
t~s�, wo 
� kni�ka bude korisno� dl� vs�h, hto vivqa
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zor�n� atmosferi, a tako�, wo vona dopomo�e molodim astrof�-zikam, �k� obrali taki� xl�h u nau
�, �duqi �kim l�dina otri-mu
 �ntelektual~ne � estetiqne zadovolenn� ne lixe v�d spogl�-dann� n�qnogo neba, a � v�d glibokogo f�ziqnogo rozum�nn� qerezvseohopl��qu silu matematiki togo fundamental~nogo faktu,wo priroda � ruh nebesnih t�l ob'
dnan� divovi�no� � vra�a�-qo� Garmon�
�.
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