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ЗВЕДЕННЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНИХ ПОСТІЙНИХ ПЛАНЕТ 
ЗЕМНОЇ ГРУПИ В ЄДИНУ ПЛАНЕТАРНУ СИСТЕМУ КООРДИНАТ

Дві групи величин, що характеризують планету як небесне тіло, — динамічне стиснення та параметри зовнішнього граві-

таційного поля планети — задаються в різних системах координат. Проте сучасні запити природничих наук про планети, 

включаючи Землю, потребують спільног о застосування цих параметрів, що вимагає їхнього подання в єдиній системі ко-

ординат. У більшості випадків коефіцієнти розкладу гравітаційного поля до сьогодні приводяться в систему координат, 

пов’язану з головними осями планетарного еліпсоїда, в якій назначається динамічне стиснення. Логічніше робити навпаки: 

виразити динамічне стиснення планети в її загальнопланетарній прямокутній системі координат, залишаючи незмінними 

коефіцієнти розкладу гравітаційного поля в ряд. Це значно скорочує кількість обчислень та похибку при зведенні до пла-

нетарної системи координат, яка стає все більш уживаною у практиці у зв’язку з її використанням в GPS-технологіях. 

У роботі наведено формулу динамічного стиснення планети через всі тензори другого порядку гравітаційного поля небес-

них тіл Земної групи Сонячної системи. Виконано зведення параметрів в єдину прямокутну систему координат для цих 

планет. Для конкретних моделей гравітаційного поля планет визначено коефіцієнти пропорційності, з якими входять 

тензори інерції. На прикладі планети Земля показано можливість застосування при побудові тривимірних моделей розпо-

ділу мас надр небесного тіла до другого порядку включно та виконано порівняння обчислень значень щільності в двох різних 

системах координат. Результати порівняння підтвердили правильність алгоритму зведення в одну систему координат. 

Завдяки такому підходу спрощується інтерпретація отриманих результатів, оскільки появляється можливість безпо-

середнього використання наявних картографічних матеріалів для візуалізації отриманих результатів. Це, в свою чергу, 

дає змогу пов’язати особливості розподілу неоднорідностей мас планет з географією особливостей фігури небесного тіла.
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Вступ. Для небесних тіл в основному розрізня-

ють дві системи координат, пов’язаних з ними. 

Параметри гравітаційного поля планети (сток-

сові постійні) практично завжди описуються у 

планетарній системі координат Ox
1
x

2
x

3
 [9], вод-

ночас така важлива величина, яка характеризує 

небесне тіло як механічну структуру, — динаміч-

не стиснення Н [1] (астрономічний параметр) — 

визначається в системі Oy
1
y

2
y

3
, осі якої є голо-

вними осями інерції цього тіла. Досить часто ви-

никає необхідність розгляду значень параметрів 

обох типів в одній системі. Це стосується насам-

перед побудови тривимірних моделей щільності 

планет, де використовуються параметри гравіта-

ційного поля планети [10] (постійні Стокса) та 

динамічне стиснення. На сьогодні стоксові по-

стійні та величина Н, подані в різних системах 

координат, зводились до однієї системи коорди-

нат Oy
1
y

2
y

3
 [7], що передбачало велику кількість 

обчислень та додаткових помилок. Більш раці-

онально є виразити величину Н в системі коор-

динат Ox
1
x

2
x

3
 [13]. Це вимагає переходу від одні-

єї системи координат в іншу. У нашому випадку 

потрібно виконати поворот системи координат, 

який можна реалізувати різними способами, на-

приклад використати кути Ейлера [9] (рис. 1). 

Інший спосіб базується на мультипольному по-

данні гравітаційного поля [7].

Подання частини потенціалу кульовими функ-

ціями у прямокутній системі координат до дру-

гого порядку включно можна розглядати як ква-

дратичну форму. Це дає можливість використати 

математичний апарат зведення квадратичної 

форми до канонічного вигляду та породжує ал-

горитм зображення величин в системі координат 

Ox
1
x

2
x

3
 [3]. Один з варіантів реалізації подано в 

роботі [6]. Адаптуючи його, здійснимо оберне-

ний перехід від системи Oy
1
y

2
y

3
 до загальнопла-

нетарної Y та виразимо формулу для динамічно-

го стиснення в ній.

Виклад основного матеріалу. Поворот системи 

координат Oy
1
y

2
y

3
 у матричному вигляді можна 

подати так [6]:

 X = AY,  (1)

де
 1 2 3 ,X x x x

  
 1 2 3 ,Y y y y

 11 12 13 21 22 23 31 32 33A a a a a a a a a a .

Обернений перехід від системи координат X 

до Y такий:

 
1 ,Y A X BX   (2)

де

  1
11 12 13 21 22 23 31 32 33 . B A b b b b b b b b b   (3)

Формула для динамічного стиснення Н в сис-

темі координат Oy
1
y

2
y

3
 [1]:
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2 2
1 2
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2
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/ 2

,
2

C A B CH
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(4)

де

  2 2
1 2 ,C y y d



   

  2 2
2 3 ,A y y d



   

  2 2
1 3 .B y y d



   
Для запису (4) у планетарній системі коор-

динат використаємо запис потенціалу рядом за 

многочленами Лежандра та кульовими функці-

ями [1]:

   0 0
cos  ,

n

n nn n

GV P d V
R R

 

 

      
 

   (5)

Рис. 1. Кути поворотів системи координат та кути Ейлера
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де — кут між радіусом-вектором точки  1 2 3, ,x x x  

та  , ,    , 

1 2 3cos , x x x
R

   
 


 

R — радіус сфери для збіжності.

Другий член рівності (5) у прямокутній систе-

мі координат Ox
1
x

2
x

3 
набуде вигляду [18, 19]

    2 2
2 1 20 22 2 20 224 [ 6 6

2
GMV x C C x C C
R

     

 
2

20 3 21 1 3 21 2 32 6 6C x C x x S x x   

 22 1 212 ],S x x
 

(6)

де

  2 2 2
20 2

1 1
2

C d
MR 

        
  ,

  2 2
22 2

1 ,
4

C d
MR 

    

  21 2
1 ,C d

MR 
   

  21 2
1 ,S d

MR 
   

  22 2
1 .S d

MR 
   

Доданок 2V  можна записати у матричному ви-

гляді:

 2 ,TV X DX
де

 20 22 22 21 22 20( 6 6 3 6D C C S C S C    

22 21 21 21 206 3 3 3 2 ),C S C S C

  1
1 2 3

2 3

,    , ,TxX X x x x
x x

 
  
 

.

Перехід від системи координат X(Ox
1
x

2
x

3
) до 

Y(Oy
1
y

2
y

3
) визначається перетворенням величини

  1 1
2 .

TTV Y A DA Y 

Матриця D' квадратичної форми в системі ко-

ординат  1 2 3Y Oy y y , де  1 1T
D A DA    має діа-

гональний вигляд в системі координат, осі якої 

— головні моменти інерції.

У цьому випадку алгоритм приведення на-

ступний. Визначаємо власні значення матриці 

D  з умови

 20 22 22 21 22 20 22| 6 6 3 6 6C C S C S C C     

 21 21 21 203 3 3 2 | 0.S C S C      (7)

Тоді розкриття визначника (7) дає рівняння

  
3

2 3 0,p p      (8)

де

  1 0p SP D  ,

 
2 2 2 2 2

2 20 21 21 22 224 9 9 36 36p C C S C S     ,

  3 det .p D
Всі власні значення матриці D є дійсними, 

оскільки вона симетрична, та у тригонометрич-

ній формі подаються так [6]:

 2
1 2 cos ,   

3 3
p 

 

 2
2 2 cos ,   

3 3 3
p       

 

 2
3 2 cos , 

3 3 3
p       

 

 3
3

2

cos  .

2
3

p

p
 

 
 
 

Подібний розв’язок знаходимо в роботі [23], 

де він представлений у дещо зміненому замкну-

тому вигляді.

Корені рівняння (8) можна шукати наближе-

ними методами, наприклад методом Ньютона 

[2] або ж за допомогою пакетів прикладних про-

грам [5].

Для визначення зв’язку між системами коор-

динат (матриці A) необхідно знайти власні век-

тори  iU для значень i , які є розв’язками сис-

теми рівнянь:

20 22 22 21 22 20( 6 6 3 6iC C S C S C    

 22 21 21 21 20 1 2 36 3 3 3 2 ) 0i i i
i iC S C S C t t t    ,

 1 2 3 ,  1, 2, 3.i i i iU t t t i 

Один зі способів отримання власних векторів 

матриці D є метод Крилова [2], алгоритм якого 

записується у вигляді
i n j i

jiU q V   ,

де 

0 11,   i ji j i j iq q p q    , 

i = j = 1, 2, 3, V0 — довільний вектор, наприклад 

V0 = (111), 
1 .i iV DV   Можна також скориста-
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тись готовим програмним продуктом з пакету 

прикладних програм [5].

Використання теоретичних засад методу для 
визначення основних параметрів планет земної 
групи. Застосуємо формули та алгоритм для до-

слідження планет земної групи. Для початку у 

табл. 1 наведемо динамічне стиснення Н, відоме 

для планет земної групи.

Для подальших обчислень у табл. 2 наведемо 

параметри гравітаційного поля планет другого 

порядку.

Знаходимо власні числа квадратичних форм, 

що відповідають гравітаційному полю небесних 

тіл, поданих в декартовій системі координат 

(табл. 3).

Розв’язки задають матрицю зв’язку

  1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3 .A t t t t t t t t t

Результати обчислень власних векторів ма-

триці обома способами подаємо у табл. 4.

Таблиця 1. Динамічне стиснення планет земної групи

Планета Земля [16] Марс [8] Венера [17] Місяць [4]

Динамічне стиснення H103 3.273995 5.220 ± 0.032 0.005225 6.31

Таблиця 2. Стоксові постійні другого порядку

Стоксові

постійні
Земля [24] Марс [22] Венера [21] Місяць [20]

c
2,0

4.84169325970501·10–4 8.7450441550857710·10–4 0.196972335776·10–5 0.908835799357·10–4

c
2,1

2.18981004071201·10–10 9.4588820913966228·10–11 0.2680268978050000·10–7 0.247773571021·10–9

s
2,1

1.4674516361170·10–9 1.1401847225988890·10–10 0.1324780256340000·10–7 0.693154521883·10–9

c
2,2

2.4393490935020·10–6 8.4585751018071385·10–5 0.8577798458089999·10–6 0.346733624831·10–4

s
2,2

1.4002848577330·10–6 4.8905551075504369·10–5 0.9553616380009999·10–7 0.505152152374·10–10

Таблиця 3. Власні числа квадратичних форм

Планета 
1
103 

2
103 

3
103

Земля 1.0935290247 1.0717420263 2.1652710551

Марс 2.3338658187 1.5770368207 3.9109026394

Венера 7.7477577483·10–3 1.0620555521·10–3 8.8098133004·10–3

Місяць 3.3751121823·10–1 6.8932507336·10–2 4.0644372557·10–1

Таблиця 4. Власні вектори для чотирьох небесних тіл,
що відповідають моделі [24]

U1 U2 U3

Земля

t
1
i 0.96624679 0.25761821 2.57446493·10–7

t
1
i 0.25761821 0.96624679 1.75454422·10–6

t
1
i 7.00759385·10–7 1.62899981·10–6 1

Марс

t
1
i 0.25911845 -0.96584555 6.86512412·10–8

t
1
i 0.96584555 0.25911845 7.33933387·10–8

t
1
i 5.30978263·10–8 8.53240641·10–8 1

Венера

t
1
i 0.99844689 0.05534323 6.39862881·10–3

t
1
i 0.05537822 0.99845071 5.42598331·10–3

t
1
i 6.08842401·10–3 5.77190056·10–3 0.99996481

Місяць

t
1
i 1 7.28464315·10–7 1.28989237·10–6

t
1
i 7.2845703·10–7 1 5.64726522·10–6

t
1
i 1.28989649·10–6 5.64726428·10–6 1
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Після повороту системи координат матри-

ця D  матиме вигляд  1 2 3 000 000D     , при 

цьому стоксові постійні другого порядку в новій 

системі координат запишуться як

' 3
20 2

C 
   ,

' 1 2
22  

2
C  

 .

Отримані значення C
20

 і C
22

 для наведеного 

прикладу приведено у табл. 5.

Кути між осями двох систем координат та кути 

Ейлера , ,    (див. табл. 6) визначаються за до-

помогою елементів матриці  jij iA a t :

 33
2 2 2

13 23 33

arccos ,a
a a a

 
 

 22
2 2 2

12 22 32

 arccos  ,   a
a a a

 
 

 11
2 2 2

11 21 31

arccos  .a
a a a

 
 

Кути Ейлера , ,   :

якщо 0,  то 

33

13 31

 arccos ,   

 arcsin ,   arcsin ;
sinsin  sinsin  

a
a a


               

якщо 0,  то .   
Результати табл. 6 показують, що найбільший 

розворот системи координат в горизонтальній 

площині характерний для Марса, що може свід-

чити про динамічну нестабільність його фігури. 

Значно менша величина розвороту для Землі та 

Венери може бути наслідком їхньої відносної 

стабільності, хоч для Венери характерне порів-

няно значне відхилення по осі Z . Не маючи 

вагомого пояснення цьому факту, можна його 

Таблиця 5. Значення стоксових постійних другого порядку

Планета

C
20

C
22

Ox
1
x

2
x

3
Oy

1
y

2
y

3
Ox

1
x

2
x

3
Oy

1
y

2
y

3

Земля 1.08263552549·10–3 1.0826355255·10–3 1.57459306912·10–6 5.4467496079·10–6

Марс 1.955451319701·10–3 1.9554513197·10–3 5.459986750324·10–5 1.892072495·10–4

Венера 4.40443532482·10–6 4.4049066502·10–6 5.536945095884·10–7 1.6714255491·10–6

Місяць 2.032218627748·10–4 2.0322186278·10–4 2.238155924234·10–5 6.7144677723·10–5

Таблиця. 6. Значення кутів повороту системи та кути Ейлера для планет земної групи

Небесне 

тіло

Кути повороту системи координат Кути Ейлера

     

Земля 14.929 14.929 1.016·10–4 1.016·10–4 0.145 0.395

Марс 105.018 74.982 5.727·10–6 5.791·10–6 0.679 0.525

Венера 3.194 3.19 0.481 0.481 0.793 0.754

Місяць 0 3.262·10–4 3.319·10–4 3.319·10–4 0.223 0.223

Таблиця 7. Коефіцієнти при тензорах гравітаційного поля

Планета dA dB dC dD dE dF

Земля 1 1 3.145·10–12 9.032·10–13 5.149·10–7 3.509·10–6

Марс 1 1 1.01·10–14 1.021·10–14 1.373·10–7 1.468·10–7

Венера 1 1 7.038·10–5 6.944·10–5 0.013 0.011

Місяць 1 1 3.356·10–11 1.457·10–11 2.58·10–6 1.129·10–5
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обґрунтувати недостатньою якістю гравітаційної 

моделі.

Рівність (2) в розгорнутій формі з урахуван-

ням (3) має вигляд

 1 11 1 12 2 13 3 2  y b x b x b x y   

 21 1 22 2 23 3 3b x b x b x y   

 31 1 32 2 33 3. b x b x b x    (9)

Для отримання рівності (4) використаємо 

співвідношення (9):

  2
20 11 1 12 2 13 3/ (H C b x b x b x


     

 
  2

21 1 22 2 23 3b x b x b x d    , (10)

 

20

A B C D E F

CH
Ad Bd Cd Dd Ed Fd




    
 , (11)

де
2 2

11 21Ad b b  ,

  2 2
12 22 ,Bd b b 

 
2 2

13 23 ,Cd b b 

  11 12 21 222 ,Dd b b b b 

  11 13 21 232 ,Ed b b b b 

  12 13 23 232 .Fd b b b b 

Інтегральні вирази, що входять у формули (10) 

та (4), —

 1 2 3
1 , p q s

pqs N
l

I x x x d
Ma 

  

 
'

1 2 3
1 .   p q s

pqs N
l

I y y y d
Ma 

    (12)

 2 2
2 32

1

l

A x x d
Ma 

    ,

 2 2
1 22

1

l

B x x d
Ma 

    ,

 2 2
1 22

1

l

C x x d
Ma 

    ,

1 22
1

l

D x x d
Ma 

   ,

1 32
1

l

E x x d
Ma 

   ,

 2 32
1

l

F x x d
Ma 

  
називають степеневими моментами щільності 
[3] (вони ж моменти інерції в теоретичній чи не-

бесній механіці [11]). Коефіцієнти при тензорах 

гравітаційного поля приведено у табл. 7. 

Параметри зовнішнього гравітаційного поля 

до другого порядку включно визначаються су-

купністю моментів відповідного порядку (ви-

значають тензор інерції небесного тіла [3, 11]). 

Тому вираз (10) в позначеннях (11) набуде вигля-

ду [14]:

  2 2
20 20 31 32/ {2[ 1H C C b b   

    2 2 2 2 2
22 31 32 31 32 33 0022C b b b b b I     

 31 32 22 31 33 21 32 33 212 2 ]}b b S b b C b b S   , (13)

звідки

 002 202 2 2
31 32 33

1 [C / 2H I
b b b

 
 

    2 2 2 2
20 31 32 22 31 321 2C b b C b b     

31 32 22 31 33 21 32 33 21 2 2 ]b b S b b C b b S   .

Використавши співвідношення між стоксови-

ми постійними та рештою степеневих моментів 

другого порядку [6], визначаємо

200 22 20 002

020 22 20 002

2 ,  
2

I C C I
I C C I

  
    ,

 101 21 011 21 110 22,   ,   2 .I C I S I S  

Розглянемо окремий випадок, коли одна з 

осей двох систем координат збігається з віссю 

обертання планет, а дві інші розташовані у пло-

щині екватора [14]. У центрі систем значення 

щільності збігаються та можуть бути визначені 

за методикою, поданою у роботі [15]. Викорис-

тання такої системи координат дозволяє без-

посередньо прив’язувати положення досліджу-

ваних точок з їхнім розміщенням на карті без 

перетворення. Вигляд формул для динамічного 

стиснення при переході до цієї системи коорди-

нат не змінюється. Це випливає з інваріантності 

стоксових постійних Cn0
, зокрема C

20
, а також з 

формули (4). Тому співвідношення для степене-

вих моментів є загальноприйнятими формулами 
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(див., наприклад, роботу [9]). При цьому немає 

потреби приводити стоксові постійні в систему 

Oy
1
y

2
y

3
, лише для функції розподілу мас 2-го по-

рядку необхідно враховувати доданки з много-

членами W
110

, W
101

, W
011

 [11, 12], а тому враху-

вання значень S
21

, C
21

, S
22

 в обчисленнях [11, 12] 

можна вважати обґрунтованим.

Для перевірки даного твердження обчислимо 

коефіцієнти розкладу до другого порядку включно:

  2
002 3 002 000

7 5 ,
2 Cb a I I  

  2
200 1 200 000

7 5 ,
2 Cb a I I  

  2
020 2 020 000

7 5 ,
2 Cb a I I  

 110 1 2 110
35 ,
2 Cb a a I 

 101 1 3 101
35 ,
2 Cb a a I 

 011 2 3 011
35 ,
2 Cb a a I 

 000 ,CI  

 001 3 001 0,Cb a I  

 010 2 010 ,Cb a I 

 100 1 100 0.Cb a I  
За формулами роботи [9] обчислюємо значен-

ня функції модельного розподілу 
2
 [10] у плане-

тарній системі координат та різниці 
2
 у двох 

системах координат. Результати обчислень при-

ведено у табл. 8.

Висновки. Запропонований та апробований в 

роботі метод приведення величин з однієї систе-

ми координат в іншу дозволяє представляти ди-

намічне стиснення в довільній системі коорди-

нат. Елементи матриці зв’язку визначають кутові 

характеристики: кути повороту та кути Ейлера. 

Їхній аналіз дає можливість судити про динаміч-

ний стан фігури небесного тіла. Подані в статті 

дослідження підтверджують необхідність вико-

ристання методики зведення параметрів планети 

в єдину систему координат для побудови триви-

мірних моделей щільності планет та дають мож-

ливість оцінювання при їхній неузгодженості. 

Наведений в роботі числовий приклад розкри-

ває деталі можливого використання стоксових 

постійних гравітаційного поля без попе ред нього 

їхнього зведення до головних осей інерції для 

створення об’ємних структур планети.

Таблиця 8. Різниці значень щільності 
2
 у двох системах координат та їхня величина 

2
 у планетарній системі

Відносний 

радіус 

 = 45°,  = 45°  = 30°,  = 30°


2
C, г/см3 

2
C, г/см3 

2
C, г/см3 

2
C, г/см3

0 1.9193327 1.989519660128·10–11 1.9193327 1.989519660120·10–11

0.1 1.9039788 2.189966729010·10–10 1.9039316 1.260166306157·10–10

0.2 1.8579169 8.163011014751·10–10 1.8577281 4.443809327675·10–10

0.3 1.7811472 1.811696809391·10–9 1.7807223 9.750146365197·10–10

0.4 1.6736696 3.205518816422·10–9 1.6729143 1.717838141591·10–9

0.5 1.5354840 4.997606498015·10–9 1.5343039 2.672931666476·10–9

0.6 1.3665906 7.187101647545·10–9 1.3648912 3.840372956383·10–9

0.7 1.1669893 9.775833440276·10–9 1.1646762 5.219672012213·10–9

0.8 0.9366801 1.276179703737·10–8 0.9336589 6.81144044997490·10–9

0.9 0.6756630 1.614707426176·10–8 0.6718398 6.811440449974·10–9

1 0.3839380 1.992845643659·10–8 0.3792173 1.063196365306·10–8
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COMPOSITION OF THE FUNDAMENTAL PERMANENT PLANETS OF THE EARTH GROUP 

INTO A SINGLE PLANETARY COORDINATE SYSTEM

Two groups of quantities characterize planets as celestial bodies: dynamic compression and parameters of the planet’s external 

gravitational field are specified in different coordinate systems. But modern inquiries of natural sciences about the planets, 

including the Earth, require the joint application of these parameters, which requires their presentation in a single coordinate 

system. In most cases, the coefficients of the expansion of the gravitational field to this day are brought to the coordinate system 

associated with the principal axes of the planetary ellipsoid, in which the dynamic compression is assigned. It is more logical 

to do the opposite: to express the dynamic compression of the planet in its general planetary rectangular coordinate system, 

leaving the coefficients of the expansion of the gravitational field in a series unchanged. This significantly reduces the number 

of calculations and errors when reducing to the planetary coordinate system, which is becoming increasingly used in practice 

due to its use in GPS technologies. The paper presents the formula for the dynamic compression of the planet due to all ten-

sors of the second order of the gravitational field of the celestial bodies of the Earth group of the Solar System. The parameters 

have been reduced to a single rectangular coordinate system for these planets. For specific models of the gravitational field of 

the planets, we defined the proportionality coefficients with which the inertia tensors are included. Using the example of the 

planet Earth, the possibility of application in constructing three-dimensional models of the distribution of masses of the interior 

of the celestial body up to and including the second order is shown, and a comparison of density value calculations in two dif-

ferent coordinate systems is performed. The comparison results confirmed the correctness of the reduction algorithm into one 

coordinate system. This approach simplifies the interpretation of the obtained results, as it becomes possible to use the available 

cartographic materials to visualize the obtained results. This, in turn, makes it possible to connect the peculiarities of the distri-

bution of inhomogeneities of the masses of the planets with the geography of the irregularities of the shape of the celestial body.

Keywords: planetary coordinate system, dynamic compression, gravitational field, mass distribution, density.


