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ПОДАННЯ ГРАВІТАЦІЙНОГО ПОЛЯ НЕБЕСНИХ ТІЛ 
ЗА ДОПОМОГОЮ ПОТЕНЦІАЛІВ ПЛОСКИХ ЕЛІПСОЇДАЛЬНИХ ДИСКІВ

Запропоновано один з варіантів подання зовнішнього гравітаційного поля планети потенціалами плоских дисків, осно-

ваний на класичній теорії потенціалу. При цьому для опису використовуються потенціали простого та подвійного про-

шарку з розміщенням областей інтегрування в екваторіальній площині. Коефіцієнти розкладу в ряд за цими функціями є 

лінійними комбінаціями стоксових постійних гравітаційного поля та однозначно виражаються  через них. Члени сум — це 

потенціали простого або подвійного прошарку, що дає можливість обчислювати їх із залученням результатів теорії по-

тенціалу еліпсоїда. Збіжність такого розкладу, на відміну від традиційного за кульовими функціями, є значно ширшою 

та практично охоплює дію зовнішнього потенціалу, за виключенням області інтегрування, зокрема і у приповерхневих  

частинах поверхні. Це дозволяє  повніше проводити інтерпретацію отриманих результатів, бо не виникають труднощі зі 

збіжністю отриманих розкладів. Побудова плоских розподілів щільності для потенціалів простого та подвійного прошарку 

є додатковим інструментом при дослідженнях внутрішньої структури небесного тіла, через те що по суті це проєкції 

об’ємної щільності надр планети на екваторіальну площину. Тому екстремуми цих функцій об’єднують особливості три-

вимірної функції розподілу надр планети.
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Вступ. Дія гравітації небесного тіла визначаєть-

ся її потенціалом та здійснюється різними спо-

собами з урахуванням потреб його використан-

Астрономія й астрофізика
Astronomy and Astrophysics

ня [4, 8, 14]. Традиційно найбільш уживаним на 

сьогодні є зображення потенціалу сили у вигляді 

розвинення у ряд по кульових функціях [17]:
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де

  , ,,n k n kC S  (2)

— коефіцієнти розвинення (стоксові постійні).

У науках про Землю приводяться дещо інші 

величини — так звані нормовані коефіцієнти 

, ,, n k n kA B , пов’язані з (2) таким чином:
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При цьому у зв’язку поширенням GPS-тех но-

логій формула (2) подається у прямокутній сис-

темі координат [15, 16]. 

Величини (2) або (3) повністю описують зо-

внішнє гравітаційне поле планети в області 

збіжності ряду (1), яка визначається сферою охо-

плення всіх інтеграційних мас. Проте розкладом 

(1) на практиці користуються і для внутрішньої 

частини сфери, отримуючи при цьому повністю 

адекватні результати. Простіше кажучи, ряд (1) 

може збігатись і всередині сфери. У теоретичній 

геодезії [17] навіть вводиться спеціальний тер-

мін: «сфера Берхаммера» — мінімальна сфера, 

поза якою ряд збіжний.

Коефіцієнти розкладу (1) відображають внут-

рішню структуру планети, та для Землі є основ-

ним джерелом її дослідження. Проте не просто 

знайти можливу інтерпретацію формування 

стоксових постійних та пов’язати її з будовою 

Землі. Цими питаннями займались ряд дослід-

ників (геофізиків, геодезистів, гравіметристів), 

серед яких можна відзначити Морітца [17], Пел-

лінена [11] та інших.

Слід зауважити, що є багато варіантів подання 

потенціалу V, причому дослідження в цьому на-

прямі продовжуються як в практичній [7], так і 

теоретичній площині [1,15]. Вибір способу по-

дання зумовлений завданнями, що стоять перед 

дослідником. Наприклад, урахування гравіта-

ції при інтегруванні орбіт небесних тіл (зокре-

ма штучних) найбільш економічним є подання 

гравітаційного поля точковими масами [10]. 

Дослідження областей, близьких до поверхні, 

раціонально здійснювати розкладом (1), хоча і 

з деякими застереженнями на можливу розбіж-

ність ряду. Саме тому виникають проблеми зо-

браження потенціалу в цих областях та необхід-

ність пошуку таких представлень потенціалу, для 

яких проблема збіжності була б розв’язана хоча б 

частково, а носії, які їх генерують, були б наділені 

геофізичною інформацією [16]. В даній роботі ми 

пропонуємо один з варіантів вирішення задачі на 

основі реалізації запропонованої проф. Меще-

ряковим Г. О. концепції гравітаційних плоских 

дисків. Слід зауважити, що її було використано 

в роботах [5, 6, 19]. Проте повністю її реалізувати 

стало можливим з використанням біортогональ-

них систем в еліпсоїдальних тілах [9].

Виклад основного матеріалу. В роботі [9] по-

казано, що зовнішній потенціал планети можна 

представити сумою потенціалів двох плоских 

фігур S, розміщених у площині екватора (еліп-

сів, для простоти беремо їх як один) зі змінною 

щільністю:
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— потенціал подвійного прошарку S.

Співвідношення (5) та (6) для фіксованої об-

ласті інтегрування S та відомих функцій  , ,     

  ,   дають значення зовнішнього потенціа-

лу. Враховуючи, що зовнішнє гравітаційне поле 

планети ототожнюється відповідним на сьогодні 

набором стоксових постійних [9], постає питан-

ня зв’язку між ними та значеннями величин, за-

лежних від функцій ,  . 

Для встановлення відповідних співвідношень 

обернену відстань 1/rQ,P двох точок  , / 2,Q r    

та   3, , , ,P r Q S P R     подаємо таким чином:
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Значення приєднаних многочленів Лежандра 

в точці нуль [3, 13]:
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Підставивши вираз (8) у рівність (2), отримаємо
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— параметри функції  (аналог стоксових по-

стійних для плоского випадку). 

Прирівнюючи традиційний запис потенціалу 

(1) з отриманим співвідношенням (10) при пар-

ному n  k, отримаємо зв’язок між коефіцієнтами: 

  , , , , , ,, ,n k n k n k n k n k n kC L a S L b    (11)

n  k — парні.

Таким чином, за відомими стоксовими по-

стійними , ,,n k n kC S  визначаємо коефіцієнти роз-

кладу , ,,n k n ka b , за допомогою яких знаходимо 

інші характеристики функції.

Для цього подаємо , ,,n k n ka b  у плоскій прямо-

кутній системі координат, враховуючи зв’язок з 

полярною системою:
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Тому маємо:
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— степеневі моменти функції μ.

Кількість рівнянь (11) та коефіцієнтів розкла-

ду (12) є однаковою, а тому їх можна визначити 

однозначно. Значить, задача визначення функції 

розкладу  (в математиці такий розв’язок носить 

назву проблеми моментів) також формально має 

розв’язок, і нижче подається за допомогою уза-

гальнених многочленів Лежандра двох змінних 

[17].

Подання за сферичними функціями оберне-

ного радіуса в третьому степені знайдемо, корис-

туючись розкладом за многочленами Гегенбауе-

ра [9, 18]:
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Нескладні, але громіздкі перетворення дають 
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— степеневі моменти функції μ.

Зауважимо, що системи (15) та (11) відрізня-

ються лише правими частинами, а тому їхнє роз-

в’я зу вання виконується за однаковим алгоритмом.

Торкнемось визначення функцій  , ,    
 , .   В наших дослідженнях область інтегру-

вання приймаємо у вигляді еліпса з півосями 

a, b.

Кожна з функцій ,   — кусково-неперервна, 

отже їх можна розкласти в ряд за біортогональ-

ними многочленами    , ,, , ,m n m nW      , які 

можна розглядати як спрощений відповідний 

варіант просторових біортогональних систем [9]. 

Детальні дослідження будуть виконані в окремій 

публікації. Тут використаємо лише необхідні для 

апроксимації властивості та формули:
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Можливість апроксимації функції можна 

сформулювати теоремою.

Теорема: Будь-яку функцію 2l  (інтегровану 

з квадратом) можна представити у вигляді ряду
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 
       , (18)

де
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— коефіцієнти розкладу, ,mn mnW

 
— біортого-

нальні системи многочленів у еліпсі S, причому 

ряд (18) збігається в середньому, тобто
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(19)

Доведення теореми практично повторює до-

ведення для випадку трьох змінних (для еліп-

соїда), наведеного в роботі [12]. Формальний 

його виклад потребує визначення та властивос-

тей систем , ,, ,m n m nW   а тому в подальшому воно 

буде наведене при їхньому дослідженні. Наслід-

ком цієї теореми є рівномірна збіжність ряду, що 

представляє потенціал V'. Потенціал V' можна 

подати сумою
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Це випливає з нерівності Буняковського — 

Коші для (19) та оцінки інтегралу
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Сукупність функцій
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Рис. 1. Область інтегрування 
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— це набір гармонічних функцій, що повністю 

описують частину потенціалу (1) зі стоксовими 

постійними, з парними індексами k n .

Для їхнього обчислення скористаємось ме-

тодами класичної теорії потенціалу еліпсоїда та 

математичного аналізу. З використанням фор-

мули Стокса маємо
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Визначення виразу (22) здійснюємо за форму-

лою для потенціалу еліптичного диска [15], коли 
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де  1/ 2  — гамма-функція,

 
2 2

1( ) ( )( ) ,Q u a u a u u    (23)

— найбільший корінь рівняння
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Підставляючи відповідні формули, отримаємо
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З виразу (23) видно, що безпосереднє дифе-

ренціювання по змінних , , x y z  практично не є 

можливим, на відміну від просторового випадку 

[2]. Тому попередньо розкладемо підінтегральну 

функцію в ряд:
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(25)

Ряд (25) збігається для u    за ознакою Да-

ламбера, а при u    вираз (25) має вигляд
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і є також збіжним (умовно) за ознакою Лейбні-

ца. Тому підстановкою (25) у (22) отримаємо
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Остаточно можна записати:
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Подібні викладки проведемо для непарної 

відносно координати z частини потенціалу, по-

передньо визначивши функцію  ,   . Для 

цього скористаємось формулами (11)—(13).

Нескладні, але громіздкі перетворення приво-

дять до формул (11)

1

1

n

n

GMV R
R


 



  



 

, , ,
0

(cos )( cos ) sin
n

k
n k n n k n k

k
n k

K P r k d k

 


     


 , (28)

де

  

 

1
/2 1

,
/2

3 31 !
2 2 2

n k
n k

k n k

n kK


 



              
      

,

         0
1 ... 1 , 1.

k
x x x x k x       (29)

Прирівнюючи праві частини співвідношення 

(11) та враховуючи, що
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Аналогічно, як для функції μ, отримуємо її 

розклад за многочленами mnW :
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що дає можливість подати потенціал V'' у вигля-

ді:
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Ряд (32) також рівномірно збіжний для точок
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Формули для обчислення функцій ,m nw  прак-

тично такі ж, як для ,m nu  за винятком додатково-

го диференціювання за змінною z, тобто:
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Отже, ми отримали подання потенціалу пла-

нети за допомогою потенціалів плоских дисків.

Висновки. Очевидно, що такий запис має свої 

позитивні та негативні сторони. До позитивних 

можна віднести насамперед гарантовану збіж-

ність таких розкладів поза плоскими областями 

інтегрування. Отримання функцій, що поро-

джують потенціал, може давати певну геофізич-

ну інформацію про внутрішню будову планети. 

Негативним елементом можна вважати наяв-

ність коефіцієнтів розкладу в ряд за сферични-

ми функціями нижчих порядків у коефіцієнтах 

розкладу функцій ,   що може впливати на 

швидкість збіжності рядів (20), (32). При ви-

користанні великої кількості членів розкладу в 

області спільної збіжності значення, знайдені 

двома способами, повинні збігатися. Коли ж 

враховується незначна кількість елементів, така 

розбіжність може бути суттєвою, а у проблемних 

областях збіжності взагалі значення можуть сут-

тєво відрізнятись. Тобто, такий підхід дає інстру-

непарні

непарні
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мент дослідження збіжності рядів за кульовими 

функціями. Очевидно, в кожному конкретному 

випадку шляхом числових експериментів необ-

хідно встановлювати область збіжності рядів за 

кульовими функціями та можливий діапазон їх-

нього використання.
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PRESENTATION OF THE GRAVITY FIELD OF CELESTIAL BODIES 

USING THE POTENTIALS OF FLAT ELLIPSOIDAL DISCS

One of the possible ways for representing the external gravitational field of the planet by the potentials of flat discs, based on the 

classical potential theory, is proposed. At the same time, the potentials of a single- and double-layer are used for the description 

with the placement of the integration regions in the equatorial plane. The coefficients of the series expansion of these functions 

are linear combinations of the Stokes constants of the gravitational field and are uniquely expressed in terms of them. Series 

terms are single- or double-layer potentials. This makes it possible to calculate these terms using the results of the ellipsoid 

potential theory. The convergence of such a series, in contrast to the traditional one for spherical functions, is much wider and 

practically covers the effect of the external potential excluding the region of integration, including in the superficial parts of the 

surface. Since there is no problem with the convergence of the obtained expansions, we can interpret the obtained results more 

fully. The construction of flat density distributions for the potentials of a single and double layer is an additional tool in the study 

of the internal structure of the celestial body, as it is essentially a projection of the volume density of the planet’s interior onto the 

equatorial plane. Therefore, the extrema of these functions combine the features of the three-dimensional distribution function 

of the planet’s interior.

Keywords: gravitational field, potential, ellipsoid, Stokes constants.


