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ОПТИМІЗАЦІЯ КОМПОЗИТНИХ ОБОЛОНОК ОБЕРТАННЯ 
МЕТОДАМИ ТЕОРІЇ ОПТИМАЛЬНИХ ПРОЦЕСІВ

Розглянуто задачу вагової оптимізації параметрів виготовленої методом неперервної перехресної намотки багатошарової 

композитної оболонки обертання при осесиметричному навантаженні. Шари оболонки розташовані симетрично відносно 

серединної поверхні. Як параметри прийнято змінні уздовж меридіана кути намотування армувального матеріалу і тов-

щина шарів. Запропоновано алгоритм автоматизованого визначення пружних постійних композитного матеріалу змінної 

уздовж меридіана оболонки анізотропії. Враховано зв’язок структури композитного матеріалу з технологічним процесом 

виготовлення оболонки шляхом її намотування армувальною стрічкою під різними кутами до осі обертання. Як вихідні 

використовуються значення чотирьох пружних постійних, отриманих в результаті експериментального випробування 

зразків-свідків композитного матеріалу уздовж і ортогонально армуванню. Отримано рівняння стану моментної теорії 

оболонок змінної уздовж меридіана ортотропії і товщини стінки як крайової задачі для системи звичайних диференці-

альних рівнянь зі змінними коефіцієнтами. Застосування необхідних умов оптимальності у формі принципу максимуму 

Понтрягіна при наявності довільних фазових обмежень дозволило звести багатопараметричну задачу до послідовності 
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ВСТУП

Високі експлуатаційні характеристики тонко-

стінних конструкцій з композитних матеріалів, 

а також можливості сучасних технологій виго-

товлення композитних оболонок досить склад-

ної форми зі змінними параметрами і, зокрема, 

зі змінною товщиною шарів (методом безпе-

рервного намотування з включеннями), а також 

можливості реалізації фактично довільних схем 

армування зумовлюють все більш широке їхнє 

використання в різних галузях сучасного ма-

шинобудування [4, 9—13, 17]. Наявність досить 

ефективних алгоритмів прямого розрахунку та-

ких конструкцій дозволяють не тільки широко 

використовувати математичні методи відшукан-

ня їхніх оптимальних параметрів, а й реалізову-

вати такі проєкти у практиці проєктування і ви-

готовлення реальних конструктивних елементів 

з композитних матеріалів.

МЕХАНІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
КОМПОЗИТНОГО МАТЕРІАЛУ

Розглядається довільна оболонка обертання, 

виготовлена з односпрямованих армувальних 

ниток методом безперервного перехресного на-

мотування. Приймається, що стінка оболонки 

зібрана з n шарів, симетрично розташованих 

відносно її серединної поверхні, а кожен шар 

складається з ниток, розташованих почергово 

під кутами ±
i
  (i = 1, ..., n) до осі оболонки. Та-

ким чином, структура матеріалу оболонки обер-

тання безпосередньо пов’язана з технологічним 

процесом виготовлення конструкції (шляхом її 

намотування армувальною стрічкою (ниткою), 

попередньо просоченою сполучною речовиною 

з подальшою полімеризацією), і визначається 

змінними вздовж меридіана оболонки кутами 

армування 
i
  = ( )

i
s  і відповідними товщинами 

шарів hі = hі(s). 

При цьому 
н
( )

i
s   ( )

i
s  в

( )
i

s ,

н
( )

i
h s   ( )h s  в

( )
i

h s ,

 

( ) ,
n

i

i

h s h  (1)

де 
н
( )

i
s , 

в
( )

i
s  — деякі граничні значення кутів 

намотування, які визначаються формою поверх-

ні оболонки, натягом стрічки та іншими пара-

метрами технологічного процесу виготовлення 

оболонки, hі
н(s), hі

в(s), h (s) — граничні значення 

товщини і-х шарів і всього пакета з n шарів від-

повідно.

Вибір критерію міцності виготовленого та-

ким чином композитного матеріалу оболон-

ки — окрема досить складна проблема. Справа 

в тому, що відомими критеріями міцності реаль-

ний процес руйнування композитного матері-

алу описується все ще недостатньо достовірно. 

Це пов’язано з тим, що руйнування компози-

тів визначається безліччю факторів: розривом 

волокон в зонах розтягування, втратою їхньої 

стійкості при стисканні, розшаруванням між 

сполучним і армувальним матеріалом або окре-

мими шарами, розтріскуванням наповнювача, 

утворенням і розвитком тріщин, а також появою 

інших пошкоджень різної природи і в різній по-

слідовності. Тому при оцінці міцності неодно-

рідних композитних конструкцій їхній матеріал 

часто наділяється деякими усередненими меха-

нічними характеристиками і відповідними влас-

тивостями міцності. Одним з таких критеріїв є 

енергетичний критерій Хілла [11, 16]:

 

2 2 2

1 1 2 2 12

* *2 * *

1 1 2 12

1
         

                
, (2)

де 
1 2 12
, ,    — розрахункові значення напруг, 

* * *

1 2 12
, ,    — межі міцності матеріалу при розтя-

гуванні-стисненні уздовж армувальних елемен-

екстремальних задач суттєво меншої розмірності. Такий підхід суттєво спрощує врахування умов міцнісної надійності 

та технологічних і конструктивних вимог реального проєктування і процес відшукання оптимального проєкту у цілому. 

Приведено результати оптимізації двошарової склопластикової оболонки обертання у вигляді зміни розподілу товщини 

шарів та кута намотки скловолокна. Матеріали дослідження можна використати для зниження матеріаломісткості 

елементів конструкцій ракетно-космічної техніки та в інших галузях. 

Ключові слова: композитна оболонка обертання, кути намотування, товщина шарів, усереднені механічні характеристи-

ки, вагова оптимізація, принцип максимуму Понтрягіна.
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тів, упоперек них і при випробуваннях на зсув. 

При цьому міцність матеріалу при розтягуванні і 

стисненні вважається однаковою. У ряді випад-

ків з метою зменшення обчислювальної витрат-

ності пошукового алгоритму, що важливо в зада-

чах пошуку оптимального розташування ниток 

по траєкторіях максимальних головних напру-

жень, як окремий випадок (2) використовується 

ще простіша перша теорія міцності:
*

1 1
[ ],    

*

2 2
[ ]     .

Визначення пружних сталих композитного 

матеріалу часто здійснюється шляхом заміни ви-

хідного гетерогенного матеріалу деяким умов-

ним однорідним анізотропним (ортотропним) 

середовищем. Різні варіанти підходу до усеред-

нення механічних характеристик такого анізо-

тропного матеріалу грунтуються, як правило, на 

розрахунково-експериментальних методиках [1, 

5—7, 14—16, 18].

У поданій роботі за досліджуваний елемент 

приймається смужка, виділена з окремого шару, 

що перебуває в умовах плоского напруженого 

стану та наділяється певними властивостями 

жорсткості при розтягуванні-стисненні у двох 

ортогональних напрямках і зсуві.

В однонапрямленому (армованому в одному 

напрямку) шарі матеріалу напруги 
1

і сприйма-

ються волокнами, а 
2 12
,

і і   — наповнювачем.

Основні фізичні співвідношення для і-го шару 

в системі координат, пов’язаній з напрямком ар-

мування, можуть бути подані співвідношеннями 

узагальненого закону Гука [1, 11]:

1 1 1 12 2 2
/ /

i i i i i iE E     ,

 2 2 2 21 1 1
/ /

i i i i i iE E     ,
 

(3)

12 12 12
/ .

і і iG  
Ці ж співвідношення для напруг мають вигляд

11 1 12 2
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i
i i i iE    

 22 2 21 1
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i
i i i iE    

 
(4)

12 21

12 12 12
,

/ (1 ), 1, 2.

i i i

i
i i i

j j

G

E E j

  

   

При цьому чотири пружні постійні для кожно-

го шару (
1 2
,

i iE E  — модулі пружності при наван-

таженні в напрямку армування і в ортогональ-

ному напрямку відповідно, 
12

iG
 
— модуль зсуву, 

12

i  — коефіцієнт Пуассона) визначаються екс-

периментально, а інший коефіцієнт Пуассона 

21

i  можна знайти із умови симетрії 

1 12 2 21

i i i iE E   .

Розглянемо тепер елемент, складений з n ша-

рів, кожен з яких визначається своєю товщиною 

hі і кутом армування 
i
  у системі координат (

). Складові , ,
i i i

      напружень для окремих 

шарів можна виразити через напруження вздовж 

і упоперек волокон кожного і-го шару з умов 

рівноваги елемента, розташованого на похилій 

площині в осях () під кутом 
i
 , у такий спо-

сіб:
2 2

1 2 12
cos sin sin 2

i i i i

i i i         ,

 

2 2

1 2 12
sin cos sin 2

i i i i

i i i         , (5)

1 2
( )sin cos

i i i

i i      .

Аналогічним чином можна подати і зв’язок 

деформацій 
1 2 12
, ,

і і і    волокон і наповнювача на 

майданчиках, розташованих під кутом 
i
 , через 

деформації , , :
і і і

    
2 2

1
cos sin sin cos

i i i i

i i i i             ,

 

2 2

2
sin cos sin cos

i i i i

i i i i             , (6)

12 12
( )sin 2 cos 2

i i i i

i i          .

Приймається також, що в умовах плоского на-

пруженого стану напруження по товщині кож-

ного шару будуть постійними, тобто деформації 

окремих шарів будуть однаковими.

У цих умовах зусилля , ,N N N   в серединній 

поверхні в глобальних координатах () дорів-

нюють

1

n
i

i

i

N h 


  , 
1

n
i

i

i

N h 


  ,

 1

n
i

i

i

N h 


  . (7)

При цьому зусилля , ,N N N   пов’язані через 

узагальнені жорсткості 
,i j

B  (i, j = 1, 2, 3) з від-

повідними рівними для всіх шарів деформація-

ми , ,
і і і

      елемента в координатах () спів-
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відношеннями

11 12 13
N B B B         ,

 21 22 23
N B B B         , (8)

31 32 33
N B B B         .

Підставляючи 
1 2 12
, , ,

і і і    з (6) у вирази (4), а об-

числені у (4) величини 
1 2 12
, ,

і і і    — у (5), і далі 

, ,
і і і

      — у (7), з урахуванням (8) можна 

отримати вирази для узагальнених жорсткостей 

у вигляді [1, 11]

4 2 2
1 111 12
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( cos 2 sin cos
n

i i
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i i i i

i

B h E E
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      
4 2
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i i
E G    ,
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1 212 21
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[( )sin cos
n

i i

i i i

i

B B h E E


     
4 4 2

1 12 12
(cos sin ) sin 2 ]

i
i i

i i i
E G       ,

4 4
1 222

1

( sin cos
n

i i

i i i

i

B h E E


    

 
2 2 2

1 12 12
2 sin cos sin 2 )

i
i i

i i i
E G      , (9)

13 31

1

sin cos
n

i i i

i

B B h


    
2

1 12
[ (1 )cos

i
i

i
E   

2
2 21 12
(1 )sin 2 cos 2 ]

i
i i

i i
E G     ,

23 32

1

sin cos
n

i i i

i

B B h


    
2

1 12
[ (1 )sin

i
i

i
E   

2
2 21 12
(1 )cos 2 cos 2 ]

i
i i

i i
E G     ,

1 133 2 12

1

[( 2 )
n

i i
i i

i

i

B h E E E


    
2 2 2

12
sin cos G cos 2 ]

i

i i i
     .

Якщо ввести середні напруження для пакета з 

n шарів при плоскому напруженому стані

 
/ , / , /N h N h N h           ,  (10)

де h — сумарна товщина пакета (див. вираз (1)), 

та розв’язуючи далі (8) відносно деформацій 

, ,     з урахуванням (9) і прирівнюючи їх 

деформаціям, виписаним за законом Гука у ви-

гляді, аналогічному (3), в координатах () для 

пакета з n шарів, можна отримати середні модулі 

пружності для довільної схеми армування [11]:

2

22 33 23
/ ( )E B B B B   ,

2

11 33 13
/ ( )E B B B B   ,

2

11 22 12
/ ( )G B B B B   ,

 

2

12 33 13 23 11 33 13
( ) / ( )B B B B B B B    , (11)

2

12 33 13 23 22 33 23
( ) / ( )B B B B B B B    ,

2

11 22 12 33 12 13 23
[( ) 2B B B B B B B B    –

– 
2 2

11 23 22 13
]/B B B B h .

Таким чином, підставляючи значення фізи-

ко-механічних характеристик матеріалу шару 

вздовж і впоперек волокон 
1 2 12 12 21
, , , ,

i i i i iЕ Е G   , які 

попередньо визначаються експериментально, 

а також товщини шарів hі та реальних кутів на-

мотки волокна 
i
  в (9), і далі — в (11), отримує-

мо фізико-механічні характеристики матеріалу у 

напрямках координат ().

Для розглянутого в роботі випадку симетрич-

ного армування, при якому структура матеріалу 

утворюється парами однакових шарів, розташо-

ваних під кутами ±
i
 , рівності (8) набувають ви-

гляду

11 12
N B B      ,

 21 22
N B B      ,  (12)

33
N B   ,

а закон Гука — 

Е Е


 

 


   ,

 
Е Е

 
 

 

 
   , (13)

G







  .
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Середні пружні постійні матеріалу в цьому ви-

падку можуть бути обчислені у вигляді

2

11 12 22
( / ) /E B B B h   ,

2

22 12 11
( / ) /E B B B h   ,

 33
/G B h  , (14)

12 11
/B B  ,

12 22
/B B  .

Виписані вище пружні постійні , , , ,Е Е G     
,

ij
B є функціями товщини hі = hі(s) і кутів на-

мотування 
i
  = ( )

i
s , тобто керованими проєк-

тними параметрами реального технологічного 

процесу виготовлення відповідного оболонко-

вого елемента, раціональні значення яких мо-

жуть бути обрані відповідно до прийнятих кри-

теріїв якості при виконанні умов міцності.

ЗАДАЧА РОЗРАХУНКУ ОБОЛОНКИ ОБЕРТАННЯ

Задача розрахунку виготовленої методом без-

перервного намотування анізотропної оболон-

ки обертання, що перебуває під дією довільного 

осесиметричного навантаження, вирішується у 

припущенні лінійної залежності між компонен-

тами напруженого стану і пружних деформацій, 

а також справедливості співвідношень Коші 

зв’язку деформацій з переміщеннями.

При виведенні рівнянь стану оболонка вважа-

ється тонкою, пружною, має сумарну товщину 

h симетрично розташованих відносно середин-

ної поверхні шарів, її шари деформуються без 

проковзування, а значення фізико-механічних 

характеристик матеріалу приймаються у мериді-

ональному і навкружному напрямках (головних 

кривизн) поверхні оболонки, яким відповідають 

індекси ( ). У цьому випадку з урахуванням 

гіпотез Кірхгофа напруження пов’язані з дефор-

маціями і змінами кривизн так:

11 12 11 12
( ),

i i i i ib b z b b            

 12 22 12 22
( ),

i i i i ib b z b b              (15)

де із порівняння (8), (9), (15) для 
i

jk
b  мають місце 

співвідношення

1

n
i

jk jk i

i

B b h


 .

Вирази для зусиль записуються далі у вигляді 

(7), а для моментів будуть такими [1]:

3

1

/12,
n

i

i

i

M h 


 
  (16)

3

1

/12
n

i

i

i

M h 


  .

Вирази для зусиль через деформації середин-

ної поверхні оболонки запишуться у вигляді (8), 

де для розглянутого випадку В
13

 = В
23

 = 0, а для 

моментів будуть мати вигляд

11 12
M D D      ,

 12 22
M D D      , (17)

де
2

3

1

/12.
n

i

jk jk i

i

D b h



Рівняння рівноваги і геометричні співвідно-

шення (у припущенні, що впливом зміни кутів 

намотування уздовж меридіана можна знехтува-

ти) у даному випадку залишаються такими ж, як 

і для ізотропної оболонки [2].

Виключаючи змінні ,N M   за допомогою (12), 

(17) та підстановки

12

11 11

B
N N

B B
  


   ,

12

11 11

D
M M

D D
  


   ,

де 
2

11 22 12
;B B B   2

11 22 12
D D D   , рівняння ста-

ну анізотропної багатошарової оболонки можуть 

бути отримані через компоненти вектора основ-

них змінних:

 
( , , , , )

r
u N M r    , (18)

де , ,    — радіальне і осьове переміщення та 

кут повороту нормалі меридіана оболонки, Nr — 

розпірна сила, M  — вигинальний момент у 

напрямку меридіана, ( ), ( )r s s  — радіус пара-

лельного кола і кут між нормаллю до меридіа-

на оболонки і її віссю відповідно. Ці параметри 

пов’язані співвідношеннями

cos sin
d

ds



    ,

sin cos
d

ds



    ,

cos sinN N Q   ,
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де Q — інтенсивність поперечної сили в нор-

мальному до меридіана перетині.

У цих умовах, вибираючи за зміну інтегруван-

ня довжину меридіана s (s
0
  s  sL), аналогічно 

[2] отримуємо систему звичайних диференціаль-

них рівнянь зі змінними коефіцієнтами:

12

11

cos
sin

Bd

d s B r

 
   

2

11 11

cos ( ) sin 2

2 2

F s
Nr

c r B r

 
 


,

12

11 11

cos 1Dd
M r

d s D r D r


 
   ,

12

11 11

( ) cosBd Nr
Nr

d s B B r

 
  

 

12

11

sin ( )

2
r

B F s
rq

B r


 


, (19)

2

11

( ) cos
sin

d M r
Nr

d s D r

  
   

12

11

cos ( )
( ) cos

2

D F s
M r

D r



  


,

12

11

sin cos
Bd

d s B r

 
     

2

11 11

1 sin 2 sin ( )

2 2

F s
Nr

B r B

 
 


.

Тут cos sin
r

q q q     — радіальна складова зо-

внішнього навантаження, ( )F s  — сумарне осьо-

ве навантаження на виділену частину оболонки.

Система (19) доповнюється крайовими умо-

вами, що відповідають умовам закріплення тор-

ців оболонки:

0
( ( )) 0u s  , 

0 0
( )u s U ,

 
( ( )) 0

L
u s  , ( ) .

L L
u s U  

(20)

У поданому вигляді система рівнянь (19) збі-

гається з системою рівнянь для ізотропної обо-

лонки [2] з точністю до коефіцієнтів.

НЕОБХІДНІ УМОВИ ОПТИМАЛЬНОСТІ

Задача оптимального проєктування виготовле-

ної перехресною намоткою багатошарової ком-

позитної оболонки обертання інтерпретується 

як задача оптимального управління і полягає у 

знаходженні змінних уздовж меридіана товщи-

ни hі(s) і (або) кутів ( )
i

s  намотування волокон.

Завдання [3, 8, 9] полягає у знаходженні 

компонентів вектора оптимального керування 

( ( ), ( ), )h s s s D    із умови мінімуму функціонала

 0

0
( , , )

Ls

s

f u s ds  (21)

для процесів, що описуються системою дифе-

ренціальних рівнянь

 ( , , ), 1,...,i

i

du
f u s i m

ds
   , (22)

з крайовими умовами (20) при наявності обме-

жень на керування та фазові змінні (зокрема) у 

вигляді

 ( , , ) 0F u s  . (23)

У задачах оптимізації параметрів конструкцій 

машинобудування рівняння (22) описують їхній 

стан, зокрема оболонкових елементів (19), і є лі-

нійними по фазових змінних (або зводяться до 

них) і нелінійними по керуванню ( )s ; крайові 

умови (20) — це умови закріплення або взаємодії 

підконструкцій, де ( ( ))
e

u s  — функції крайових 

умов на лівому 
0
( 0)s e  і правому ( )

L
s e L кін-

цях траєкторії; 
e

p  — кількість крайових умов 

при 
0

s  або 
L

s .

За обмеження приймаються умови міцності 

(див. (2)), жорсткості, стійкості, конструктивні 

і технологічні вимоги, більшість з яких можуть 

бути представлені у вигляді (23).

Необхідні умови оптимальності формулюють-

ся у формі принципу максимуму Понтрягіна при 

наявності фазових обмежень [3]. Розширений 

гамільтоніан і система для спряжених функцій 

з крайовими умовами трансверсальності мають 

вигляд

 
*H H F    , (24)

 

 
1

, 1, ...,
m

ji

j

ji i

Fd H
x i m

ds u u

 
     

  , (25)

 1

( ) grad ( ( ))
eP

e j j e

j

s c u s


   , (26)

де 

0

m

i i

i

H f


  , ( )s  — спряжені функції, які за-

довольняють рівняння (25) з крайовими умовами 
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трансверсальності (26), компонентами вектора-

стовпця F  є складові m узагальнених обмежень 

(20), c , ( )sν  — множники і функції Лагранжа; 

а оптимальне керування 
*

( )sδ
0

( [ , ])
L

s s s∈  відшу-

кується із умови максимуму гамільтоніана

* *
*
( ( ), ( ), ( ), )H u s s s sλ δ =

 

*
*

sup ( ( ), ( ), ( ), )
D

H u s s s s
δδ∈

= λ δ , (27)

що у принципі встановлює залежність 
*

( )sδ =
*

* *
( ( ), ( ), )u s s s= δ λ , і в ході ітераційного процесу 

дозволяє визначити 
*
( )u s ,

*
( )sλ , і далі — опти-

мальне управління 
*

( )sδ для всіх
0 L

s s s≤ ≤ .

Таким чином, застосування підходу дозволяє 

звести традиційну багатовимірну задачу нелі-

нійного програмування визначення дискретних 

змінних параметрів (кількість яких дорівнює до-

бутку кількості вузлових точок інтегрування ви-

хідної системи (22), (20) на кількість 2n змінних 

параметрів в цих точках, що для багатошарових 

оболонок обертання при традиційному підході 

вирішення скінченно-вимірної задачі оптимі-

зації виявляється, як правило, занадто великим) 

до наступних етапів ітераційного процесу:

 

1
sup

k k k ku H−

δ
δ → →λ → →δ   (28)

які полягають у послідовному розв’язанні кра-

йових задач для основної (22), (20) і спряже-

ної (25), (26) систем з метою відшукання 
*
( )u s , 

*
( )sλ  і послідовності допоміжних задач нелі-

нійного програмування розмірності 2n шляхом 

максимізації гамільтоніана (27) за варійованими 

змінними ( )sδ у фіксованих (вузлових) точках 

проміжку інтегрування на кожному кроці ітера-

ційного процесу (28).

Це дозволяє не тільки більш коректно сфор-

мулювати вихідну задачу оптимального проєк-

тування, але і спростити процес відшукання па-

раметрів оптимізації шляхом фрагментації задач 

на прості складові, можливості застосування на 

окремих етапах аналітичних та аналітико-чис-

лових методів досліджень і, таким чином, істот-

но зменшити обчислювальні витрати на пошук 

оптимального проєкту в цілому [8, 9].

ЗАДАЧА ВАГОВОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 
КОМПОЗИТНОЇ ОБОЛОНКИ ОБЕРТАННЯ

При осесиметричному навантаженні задача по-

лягає у знаходженні змінної вздовж меридіана 

товщини стінки h(s) і кута намотування ± ( )sφ  з 

умови мінімуму обсягу матеріалу

0

min 2 ( ) ( )
Ls

s

V r s h s ds= π∫
при виконанні рівнянь стану оболонки у вигля-

ді крайової задачі для системи звичайних дифе-

ренціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами 

(19) з крайовими умовами закріплення (20) (ри-

сунок, а), наявності обмежень міцності (2) і кон-

структивних вимог (1).

Як приклад, розглядається задача оптималь-

ного розподілу матеріалу виготовленої пере-

хресною намоткою склострічки двошарової 

оболонки обертання (рисунок, а), яка перебу-

ває під рівномірним внутрішнім тиском qn при 

наявності обмежень 
1 1

[ ]σ ≤ σ ; 
2 2

[ ]σ ≤ σ ; h≥ h
0
, 

0
/ 2 ( )sπ ≥ φ ≥ φ .

Параметри оболонки такі:

qn = 9.8·104 H/м2, 

P
0 

= πqnr2(
L

s ),

Eα 
= 0.52·1011 H/м2,

Eβ 
= 0.15·1011 H/м2,

Двошарова оболонка обертання (а), оптимальні зміни 

товщини стінки (б) і кута намотування (в) склострічки 

композитної оболонки
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  = 0.242,   = 0.165,

G 
= 0.6·1010 H/м2,

1
[ ]  = 11.7·107 H/м2,

2
[ ]  = 3.1·107 H/м2,

s
0
 = 0,  sL= 1.08 м,

r
0 

= 0.788 м,  rL 
= 0.57 м,

h
0 

= 4 мм,  
0

45   .

Hа рисунку б наведено оптимальний розподіл 

товщини h(s), а на рисунку в — кута намотування 

склострічки j(s) склопластикової оболонки (ри-

сунок, а), знайдених із умови мінімуму обсягу 

її матеріалу. З отриманих результатів випливає, 

що застосування підходу дозволило зменшити 

вагу композитної оболонки з оптимальними па-

раметрами на 24.3 % у порівнянні з оболонкою 

постійної товщини при їхній однаковій несучій 

здатності.

Слід зазначити, що при такому підході досить 

просто можна розглянути цілий ряд інших задач 

визначення hі(s), ( )
i

s , наприклад у таких поста-

новках: 

а — мінімуму обсягу матеріалу, необхідного 

для виготовлення оболонки при наявності обме-

жень міцності і жорсткості; 

б — мінімуму максимального напруження при 

заданій вазі матеріалу оболонки і обмеженнях на 

максимальні переміщення; 

в — мінімуму переміщень або кутів повороту 

нормалі на вільному кінці оболонки, виготовле-

ної з заданої кількості матеріалу при обмежен-

нях міцності тощо.

Переваги підходу, пов’язаного з використан-

ням необхідних умов оптимальності у формі 

принципу максимуму Понтрягіна для вирішен-

ня зазначених вище задач, обумовлена як на-

явністю неперервно змінних уздовж меридіана 

оболонки варійованих параметрів hі(s), ( )
i

s , 

так і характером обмежень, які повинні викону-

ватися для всіх точок 
0 L

s s s  . 

В цілому застосування запропонованого під-

ходу дозволяє звести багатовимірну задачу не-

лінійного програмування до послідовності задач 

значно меншої розмірності, що істотно спрощує 

процес відшукання оптимального проєкту.
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OPTIMIZATION OF COMPOSITE REVOLUTION SHELL 

BY METHODS OF THEORY OF THE OPTIMAL PROCESSES

We considered the problem of weight optimization of parameters of multi-layer composite shell produced by the method of 

continuous cross-winding under axisymmetric loading. Shell layers are placed symmetrically relative to the middle surface. 

The angles of the reinforcing material winding variable along the meridian and the thickness of layers are taken as the variation 

parameters. We propose an algorithm of the automated determination of the elastic constants of a composite material variable 

along the shell meridian anisotropy. The connection of the composite structure with the technological process of shell manu-

facturing by winding with a reinforcing tape under different angles to the axis of rotation is taken into account. The values of 

four elastic constants obtained as a result of experimental testing of witness specimens of the composite material along and or-

thogonal to the reinforcement are used as output. The equations of state of the moment theory of shells of the variable along the 

meridian orthotropy and wall thickness are obtained as a boundary value problem for a system of ordinary differential equations 

with variable coefficients. The use of the necessary optimality conditions in the form of the principle maximum of Pontryagin 

in the presence of arbitrary phrasal restraints made it possible to reduce the emerging multiparameter problem to a sequence of 

extremal problems of a significantly smaller dimension. This approach greatly simplifies taking into account the conditions of 

strength reliability, and technological and structural requirements of real design, and the process of finding an optimal project 

as a whole. The results of the optimization of a two-layer fiberglass shell of rotation are presented in the form of a change in 

the distribution of layers’ thickness and the glass fiber winding angle. Materials of research can be used to reduce the material 

consumption of structural elements in rocket and space technology and other branches.

Keywords: composite revolution shell, angles of winding, thickness of layers, medalling of mechanical characteristics, weight 

optimization, principle maximum of Pontryagin.




