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МЕТОДИКА ИДЕНТИФИКАЦИИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ТЕПЛОВЫХ ПРОЦЕССОВ В МНОГОСЛОЙНЫХ КОНСТРУКЦИЯХ

В статье для получения устойчивого решения обратной задачи теплопроводности применяется метод А. Н. Тихонова 

с эффективным алгоритмом поиска регуляризирующего параметра. Рассматриваются три обратные задачи. В первых 

двух определяются тепловые потоки в составном теле с идеальным и реальным тепловым контактом. В третьей обрат-

ной задаче теплопроводности при реальном тепловом контакте определяется термическое контактное сопротивление.

Искомые тепловые потоки в многослойных телах представляются в виде линейных комбинаций сплайнов Шенберга 

третьей степени с неизвестными коэффициентами, которые вычисляются путём решения системы линейных алгебра-

ических уравнений. Эта система является следствием необходимого условия минимума функционала, в основу которого 

положен принцип наименьших квадратов отклонения моделируемой температуры от температуры, полученной в резуль-

тате теплофизического эксперимента. Для регуляризации решений обратной задачи теплопроводности в этом функцио-

нале в качестве слагаемого к сумме квадратов используется стабилизирующий функционал с параметром регуляризации 

в качестве мультипликативного множителя. Он представляет собой сумму квадратов тепловых потоков, их первых и 

вторых производных с соответствующими множителями. Поиск регуляризирующего параметра осуществляется с помо-

щью алгоритма, аналогичного алгоритму поиска корня нелинейного уравнения.
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ВВЕДЕНИЕ

Решение обратных задач теплопроводности для 

идентификации тепловых процессов, происхо-

дящих в различном оборудовании, имеет осо-

бенное значение как важный этап обеспечения 

адекватности математических моделей и прове-

дения косвенных измерений параметров, кото-

рые невозможно или довольно сложно измерять 

непосредственно. В качестве объекта исследо-

вания в статье рассматриваются многослойные 

пластины или оболочки, к которым можно от-

нести и корпуса твердотопливных ракетных дви-

гателей.

В первом приближении задача рассматрива-

ется в одномерной нестационарной линейной 

постановке. Соотношение толщины оболочки к 

её радиусу будем считать таким, что в уравнении 

теплопроводности кривизной оболочки мож-

но пренебречь и рассматривать её как плоскую 

пластину. Такое допущение выбрано для упро-

щения изложения материала и не ограничивает 

применимость излагаемой методики в случае 

осевой симметрии оболочки, а также при пере-

воде математической модели из прямоугольной 

в цилиндрическую систему координат.

Осуществляется одновременная идентифи-

кация нестационарного теплового потока, про-

ходящего через пластину (оболочку) и терми-

ческого контактного сопротивления между её 

слоями по результатам измерения температуры 

в одной или нескольких точках. 

В предлагаемой методике решения совместно 

применяются:

 аппроксимация искомых величин по вре-

менной координате сплайнами Шенберга;

 метод функций влияния;

 метод регуляризации А. Н. Тихонова с эф-

фективным алгоритмом поиска регуляризирую-

щего параметра.

Обратная задача теплопроводности (ОЗТ) мо-

жет быть формализована следующим образом:

экс
[ ( , , )]A f T M Tτ = ,

где ( , , )f T M τ  — искомая или искомые зави-

симости, которые в общем случае могут зави-

сеть от температуры T, пространственных ко-

ординат точки M и временной координаты τ, 
эксT  — заданная температура, которая имеет вид 
экс

( , )T T M= τ  и в большинстве случаев известна 

из эксперимента (исходные данные), A — опера-

тор, который связывает искомые зависимости с 

исходными данными 
эксT . Такая задача, как и 

любая ОЗТ, ввиду нарушения причинно-след-

ственной связи является некорректной по Ада-

мару, что может служить причиной неустойчи-

вости получаемого решения.

Для решения такой некорректной задачи ее 

либо сводят к условно-корректной, и регуля-

ризация не проводится, либо оставляют некор-

ректной, но применяют один из методов регуля-

ризации [1—4, 6, 8]. Если нет теплофизического 

эксперимента, то 
эксT  получают из решения 

соответствующей прямой задачи с добавлением 

некоторой случайной величины.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Тепловой процесс в двухслойной пластине с ре-

альным контактом между слоями описывается 

следующей системой уравнений:

2
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экс
,( , ) ,      j k j kT x Tτ =   (5)

 
,  1, ,   1, , k k j n k mτ = Δτ = =

где ( )Q τ  — искомый тепловой поток, x  — про-

странственная координата, τ — время, , ,  i iCλ  

1, 2i =
 

— теплопроводность и массовая тепло-

ёмкость для каждого слоя соответственно, L  — 
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толщина двухслойной пластины, L
1
 — толщина 

первого слоя, Т — температура, Т
0
 — началь-

ная температура, ,jx
 

1,j n=  — пространствен-

ные координаты точек термометрирования, 

( ) 0R τ >  — термическое контактное сопротивле-

ние (при идеальном тепловом контакте 0R = ), 

Δτ  — интервал времени между измерениями, 

m  – количество измерений, n  — количество то-

чек измерений, 
экс
, ,  j kT  1, ,  j n=  1k , m=  — тем-

пературы, полученные в результате теплофизи-

ческого эксперимента с погрешностью, которая 

характеризуется случайной величиной, распре-

делённой по нормальному закону с нулевым ма-

тематическим ожиданием и дисперсией 
2σ .

В связи с отсутствием теплофизического экс-

перимента данные (5) были получены из реше-

ния модельной прямой задачи (1)—(4) при из-

вестном тепловом потоке Q(t).

РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ 
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
И МЕТОД ФУНКЦИЙ ВЛИЯНИЯ

Регуляризирующий алгоритм А. Н. Тихонова [8] 

для решения линейной обратной задачи (1)—(5) 

сводится к минимизации функционала

 

экс 2
,

1 1

[ ( , ) ] [ ]
n m

i k i k
i k

J T x T Q
= =

= τ − +αΩ∑∑ ,  (6)

где α — параметр регуляризации, Ω[Q] — стаби-

лизирующий функционал, ( , )i kT x τ  и 
экс
,i kT  —

 моделируемая температура и температура из те-

плофизического эксперимента в точках термо-

метрирования jx  в моменты времени kτ .

Если искомую функцию Q(τ) представить в 

виде

 

, ,

1
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где . ( ),  1,Q j Qj nφ τ =  — некоторый финитный 

базис на всем интервале измерения темпера-

тур, ,Q jq  — искомые коэффициенты, то тогда, 

используя принцип суперпозиции, решение 

( , )T x τ  можно представить в следующем виде

 

,
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где ( , )T x τ  — решение краевой задачи (1)—(4) с 

неоднородным начальным условием (4) и одно-

родными граничными условиями (2), ( , )jT x τ  — 

решение краевой задачи (1)—(4) с однородным на-

чальным условием и граничными условиями вида
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Подставляя выражение (8) в функционал (6) и 

взяв в качестве стабилизирующего функционала 

выражение
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можно, продифференцировав (9) по искомым 

коэффициентам ,Q jq , получить систему линей-

ных уравнений

 ( ) ,+α =A B q C  (10)

где

A  — симметричная матрица с элементами

 1 1

( , ) ( , )
n m

ij i l k j l k
l k

a T x T x
= =

= τ τ∑∑ , (11)

B  — симметричная матрица с элементами

0

,0 , , 

0

( ) ( ) ij Q Q i Q jb d

τ

= ω φ τ φ τ τ+∫

+
0

, 1 , , 

0

( ) ( )Q Q i Q j d

τ

′ ′ω φ τ φ τ τ+∫

+
0

,2 , , 

0

( ) ( ) Q Q i Q j d

τ

′′ ′′ω φ τ φ τ τ∫ ,

С  — вектор правой части системы линейных 

уравнений (10)

 

экс
,

1 1

( , ) ( ( , )).
n m

i i l k l k l k
l k

с T x T T x
= =

= τ − τ∑∑   (12)

В качестве , ( ),  1,Q j Qj nφ τ =  берутся сплайны 

Шенберга третьей степени 3( )B τ .
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В систему линейных уравнений (10) входит па-

раметр регуляризации α , который определяется 

так же, как и в работах [2, 5, 7, 9, 10]. Считается, 

что параметр регуляризации выбран правильно, 

если для полученного решения по предложен-

ной выше итерационной схеме выполняется та-

кое двухстороннее неравенство:

 
2 2 2

(1 2 / ) (1 2 / ) N N− σ ≤ δ ≤ + σ ,  (13)

где N  — общее количество термометрических 

измерений, 
2δ  — среднее квадратичное откло-

нение модельного решения от точного решения. 

Алгоритм поиска параметра регуляризации α  

основан на каком-либо итерационном процессе 

поиска корня нелинейного уравнения.

На рис. 1 и 2 представлены графики темпе-

ратур в точке L
1
 (контакт слоёв пластины) и на 

границе L  при идеальном тепловом контакте 

между слоями, а на рис. 3 — идентифицирован-

ный тепловой поток на границе L. Приведенные 

результаты получены для следующих значений 

безразмерных параметров задачи: m = 100, Δτ = 

= 0.01, n = 2, x
1
 = L

1
, x

2
 = L, C

1
 = 1, C

2
 = 1, λ

1
 = 1, 

λ
2
 = 50, L

 
= 1, L

1
 = 0.5, T

0
 = 1, nQ = 23, σ = 0.1, 

ωQ,0
 = 1, ωQ,1

 = 0, ωQ,2
 = 10.

Для теплового процесса с реальным тепловым 

контактом графики температур в точке реаль-

ного контакта и на границе пластины представ-

лены на рис. 4 и 5, а идентифицированный теп-

ловой поток, полученный по вышеизложенно-

му подходу, на границе L — на рис. 6. Графики, 

представленные на рис. 6, получены при тех же 

безразмерных параметрах, что и для идеального 

контакта. При этом термометрирование произ-

водилось в точках пространства x
1
 = L

1
 (точка в 

первом слое) и x
2
 = L.

В качестве третьей ОЗТ рассматривалась об-

ратная нестационарная краевая задача тепло-

проводности (1)—(5), в которой по данным 

теплофизического эксперимента необходимо 

было определить тепловой поток Q(τ) и термиче-

ское контактное сопротивление R(τ). Поскольку 

точки термометрирования расположены в обо-

их слоях, задача была разбита на две связанные 

внешние обратные краевые задачи для первого 

и второго слоёв.

Рис. 1. Температура в точке 

идеального теплового кон-

такта: сплошная линия — по-

лученная из решения мо-

дельной задачи, пунктирная 

линия — полученная в ре-

зультате теплофизического 

эксперимента с зашумле-

нием

Рис. 2. Температура на гра-

нице пластины с искомым 

тепловым потоком: сплош-

ная линия – полученная из 

решения модельной задачи, 

пунктирная линия — полу-

ченная в результате тепло-

физического эксперимента с 

зашумлением
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Рис. 4. Температура в точке 

реального теплового кон-

такта: сплошная линия – 

полученная из решения мо-

дельной задачи, пунктирная 

линия – полученная в ре-

зультате теплофизического 

эксперимента с зашумле-

нием

Рис. 3. Графики теплового 

потока в задаче с идеаль-

ным тепловым контактом: 

сплошная линия — задан-

ный при решении модельной 

задачи, точечная линия — 

идентифицированный

Рис. 5. Температура на гра-

нице пластины с искомым 

тепловым потоком в задаче 

с реальным тепловым кон-

тактом: сплошная линия – 

полученная из решения мо-

дельной задачи, пунктирная 

линия — полученная в ре-

зультате теплофизического 

эксперимента с зашумле-

нием

Рис. 6. Графики теплового 

потока на границе пластины 

в задаче с реальным тепло-

вым контактом: сплошная 

линия – заданный при ре-

шении модельной задачи, 

точечная линия — иденти-

фицированный
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Тепловой поток на внешней границе x = L 

представлен в виде (7), а тепловой поток на гра-

нице контакта  QR(τ)  — в виде

1 , , 1

1

( ) ( ),    ,
Rn

R R j R j
j

T
Q q x L

x =

∂
λ = τ = φ τ =

∂ ∑

где . ( ),  1,R j Rj nφ τ =  — некоторый финитный ба-

зис на всем интервале измерения температур, 

,  1,R j Rq j n=  — искомые коэффициенты.

Если вектор q  размерности Q Rn n+  записать 

в виде ,1 , ,1 ,,  , , ,  ,
Q RQ Q n R R nq q q q=q   , то в силу 

линейности задачи, используя принцип супер-

позиции, температурное поле для первого слоя 

можно представить в виде 

1

( , ) ( , ) ( , ),
Q R

Q

n n

j j
j n

T x T x q T x

+

= +

τ = τ + τ∑

где ( , )T x τ  — решение краевой задачи (1)—(4) с 

неоднородным начальным условием (4) и одно-

родными граничными условиями, а

 
1

{ ( , )} Q R

Q

j n n

j j n
T x

= +
= +τ  — 

решение краевой задачи (1)—(4) с однородным 

начальным условием и неоднородным гранич-

ным условием второго рода

1

1 , 1

0 0

( ),    0,   
Q

j j
R j n

x L x

T T

x x
−

= − =

∂ ∂
λ = φ τ λ =

∂ ∂

1, ,    0.Q Q Rj n n n= + + τ >

Температурное поле для второго слоя можно 

представить в виде

1

( , ) ( , ) ( , ),
Q Rn n

j j
j

T x T x q T x

+

=

τ = τ + τ∑

где ( , )T x τ  — то же решение краевой зада-

чи (1)—(4), что и для первого слоя, а ( , )jT x τ , 

 1, Q Rj n n= +  — решение краевой задачи (1)—(4) 

с однородным начальным условием и неодно-

родными граничными условиями второго рода

1

2 ,

0

   ( ),   
Q

j
R j n

x L

T

x
−

= +

∂
λ = φ τ

∂ 2 0,
j

x L

T

x
=

∂
λ =

∂

Рис. 7. Температура на гра-

нице контакта в первой 

среде: сплошная линия — 

полученная из решения мо-

дельной задачи, пунктирная 

линия — полученная в ре-

зультате теплофизического 

эксперимента с зашумлени-

ем, точечная линия – иден-

тифицированная

Рис. 8. Температура на гра-

нице контакта во второй 

среде: сплошная линия — 

полученная из решения мо-

дельной задачи, пунктирная 

линия — полученная в ре-

зультате теплофизического 

эксперимента с зашумлени-

ем, точечная линия – иден-

тифицированная
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Рис. 9. Температура на гра-

нице пластины с искомым 

тепловым потоком: сплош-

ная линия — полученная из 

решения модельной задачи, 

пунктирная линия — полу-

ченная в результате тепло-

физического эксперимента с 

зашумлением, точечная ли-

ния — идентифицированная

Рис. 10. Графики теплового 

потока на границе пласти-

ны: сплошная линия — за-

данный при решении мо-

дельной задачи, точечная 

линия — идентифицирован-

ный

Рис. 11. Графики теплового 

потока на границе контакта: 

сплошная лини — заданный 

при решении модельной 

задачи, точечная линия — 

идентифицированный

Рис. 12. Графики обратной 

величины термического кон-

тактного сопротивления: 

сплошная линия — заданное 

при решении модельной за-

дачи, точечная линия — 

идентифицированное
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1, ,      0.Q Q Rj n n n= + + τ >

2 ,          ( ),  
j

Q j

x L

T

x
=

∂
λ = φ τ

∂
1

2

0

 0,  
j

x L

T

x
= +

∂
λ =

∂

 1, ,      0.Qj n= τ >

Тогда, следуя рассуждениям, приведенным 

выше, можно получить систему линейных урав-

нений (10) с элементами матрицы A  в виде (11), 

с элементами вектора C в виде (12) и с элемента-

ми матрицы B  в виде

0

,0 , ,

0

( ) ( ) ij Q Q i Q jb d

τ

= ω φ τ φ τ τ+∫
0

,1 , ,

0

( ) ( ) Q Q i Q j d

τ

′ ′+ω φ τ φ τ τ+∫
0

,2 , ,

0

( ) ( ) ,  Q Q i Q j d

τ

′′ ′′+ω φ τ φ τ τ∫

 , 1, ;Qi j n=

0

,0 , ,

0

( ) ( ) ij R R i R jb d

τ

= ω φ τ φ τ τ+∫
0

,1 , ,

0

( ) ( ) R R i R j d

τ

′ ′+ω φ τ φ τ τ+∫
0

,2 , ,

0

( ) ( ) ,   R R i R j d

τ

′′ ′′+ω φ τ φ τ τ∫

, 1,Q Q Ri j n n n= + + .

Подбирая параметр регуляризации  таким 

образом, чтобы в результате решения системы 

линейных уравнений (10) удовлетворялось усло-

вие (13), можно по восстановленным теплово-

му потоку и температурам на границе контакта 

(рис. 7) определить термическое контактное со-

противление на этой границе. На рис. 7—9 пред-

ставлены графики температур слева и справа от 

границы контакта и на внешней границе плас-

тины. 

Идентифицированные тепловые потоки по-

даны на внешней границе пластины (рис. 10) и 

на границе теплового контакта (рис. 11), а об-

ратная величина термического контактного со-

противления — на рис. 12. Приведенные резуль-

таты получены для следующих значений безраз-

мерных параметров: n = 3, x
1
 = L

1
 – 0, x

2
 = L

1
 + 

+ 0, x
3
 = L, C

1
 = 1, C

2
 = 1, λ

1
 = 1, λ

2
 = 2, L = 1, 

L
1
 = 0.5, T

0
 = 1, nQ = 23, nR = 23, m = 100, σ = 0.01, 

ωQ,0
 = 1, ωQ,1

 = 0, ωQ,2
 = 10, ωR,0

 = 1, ωR,1
 = 0, 

ωR,2
 = 10, Δτ = 0.01, R = 1.

ВЫВОДЫ

Описанный подход совместного применения 

регуляризирующего алгоритма А. Н. Тихонова с 

методом функций влияния позволяет идентифи-

цировать сложные зависимости тепловых пото-

ков при определённой погрешности результатов 

теплофизического эксперимента. К его достоин-

ствам следует отнести: слабую чувствительность к 

погрешностям измерений; возможность исполь-

зования экспериментальной информации как от 

одного, так и от нескольких датчиков; примени-

мость для неоднородных сред; возможность од-

новременного восстановления теплового потока 

на разных частях поверхности конструктивного 

элемента; простоту программирования и возмож-

ность распараллеливания вычислительного про-

цесса, что отвечает современным требованиям, 

предъявляемым к методам и алгоритмам реше-

ния прямых и обратных задач.

Приведенные в статье графики демонстри-

руют устойчивые решения обратных задач теп-

лопроводности для разнородных слоев как с 

идеальными, так и с реальными тепловыми кон-

тактами. Сплошные линии на рис. 1, 2, 4, 5, 7—9 

представляют одновременно температуру, полу-

ченную в результате решения модельной прямой 

задачи, и температуру, идентифицированную 

путём решения обратной задачи, так как на гра-

фиках эти две кривые практически совпадают.

Анализируя отклонение идентифицирован-

ной температуры от температуры, полученной 

путём решения прямой задачи, можно сделать 

заключение о хорошем их согласии. Что касает-

ся тепловых потоков, то заметна погрешность их 

идентификации, причём более существенная на 

концах временного интервала.
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МЕТОДИКА ІДЕНТИФІКАЦІЇ НЕСТАЦІОНАРНИХ 

ТЕПЛОВИХ ПРОЦЕСІВ В БАГАТОШАРОВИХ КОНСТРУКЦІЯХ

У статті для отримання стійкого розв’язання оберненої задачі теплопровідності застосовується метод регуляризації 

А. М. Тихонова з ефективним алгоритмом пошуку регуляторизаційного параметра. Розглядаються три обернені зада-

чі. У перших двох визначаються теплові потоки у складеному тілі з ідеальним і реальним тепловим контактом. У тре-

тій оберненої задачі теплопровідності при реальному тепловому контакті визначається термічний контактний опір.

Шукані теплові потоки у багатошарових тілах розглядаються у вигляді лінійних комбінацій сплайнів Шенберга 

третього ступеня з невідомими коефіцієнтами, які обчислюються шляхом рішення системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь. Ця система є наслідком необхідної умови мінімуму функціонала, в основу якого покладено принцип най-

менших квадратів відхилення модельованої температури від температури, отриманої в результаті теплофізичного 

експерименту. Для регуляризації рішень оберненої задачі теплопровідності використовується стабілізуючий функці-

онал з параметром регуляризації як  мультиплікативним множником. Він є сумою квадратів теплових потоків, їхніх 

перших і других похідних з відповідними множниками. Пошук регуляторизаційного параметра здійснюється за до-

помогою алгоритму, аналогічного алгоритму пошуку кореня нелінійного рівняння.

Ключові слова: обернена задача теплопровідності, тепловий потік,термічнмй контактний опір, метод регуляризації 

А. М. Тихонова, функціонал, стабілізатор, параметр регуляризації, ідентифікація, апроксимація, сплайн Шенберга 

третього ступеня.
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METHOD OF IDENTIFICATION OF NON-STATIONARY 

THERMAL PROCESSES IN MULTILAYER STRUCTURES

In the article, the method of A. N. Tikhonov with an effective algorithm for finding a regularization parameter is used to obtain 

a stable solution of the inverse problem of heat conduction (IPHC). Three inverse problems are considered. The first two 

determine the heat fluxes in the composite body with ideal and real thermal contact. In the third IPHC, the thermal contact 

resistance is determined with real thermal contact.

The desired heat fluxes in multilayer bodies are represented as linear combinations of third-degree Schönberg splines with 

unknown coefficients, which are calculated by solving a system of linear algebraic equations. This system is a consequence of the 

necessary condition for the minimum of the functional based on the principle of least squares of the deviation of the simulated 

temperature from the temperature obtained as a result of a thermophysical experiment. To regularize IPHC solutions, a stabiliz-

ing functional with a regularization parameter as a multiplicative factor is used. It is the sum of the squares of the heat fluxes, 

their first and second derivatives with the corresponding multipliers. The regularization parameter search is performed using an 

algorithm similar to the non-linear equation root search algorithm.

Keywords: inverse heat conduction problem, heat flow, thermal contact resistance, A. N. Tikhonov’s  regularization method, 

functional, stabilizer, regularization parameter, identification, approximation, Schönberg spline of the third degree. 




