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данных или неизвестных наземных маркеров и 

сопровождающие съемку показания звездного 

датчика и GPS передаются на землю. По этим дан-

ным формируются уравнения относительно пара-

метров, характеризующих угловое рассогласование 

камеры и звездного датчика. Полученная система 

этих уравнений измерения решается с помощью на-

земного компьютера. Оценки искомых парамет-

Рассматривается задача полетной геометрической 

калибровки оптико-электронного комплекса кос-

мического аппарата. Калибровка трактуется здесь 

как уточнение приближенно заданных параметров 

взаимной ориентации бортовой съемочной каме-

ры и звездного датчика в корпусе КА. Снимки за-
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ров могут быть учтены в последующем при рас-

шифровке снимков наземных объектов с орбиты 

КА. Хронологически приоритетными среди ис-

следований калибровки по неизвестным маркерам 

являются, по-видимому, работы [3, 4].

В публикациях о калибровке [1, 5] система 

уравнений измерения решается методом наи-

меньших квадратов. Вместо этого здесь предла-

гается для решения уравнений калибровки ис-

пользовать формулы размытого наблюдателя 

состояния. Суть этого подхода, изложенного, 

например, в работе [2], состоит в следующем. 

Пусть оценка неизвестного вектора 
mRx  (да-

лее, для определенности, m = 3) получена как 

результат n-го шага рекуррентной процедуры в 

виде вектора 
( )nx . Результат следующего шага 

ищется в виде 
( 1) ( ) ( 1)n n n   x x x , где x(n+1)  —

вектор приращения оценки. Для его вычисления 

формируется скалярное уравнение вида 

T ( 1)n z h x ,                          (1)

где 
mRh , z  — скаляр, а индекс «T» указывает на 

транспонирование. При соблюдении соответ-

ствующих условий наблюдаемости оценка векто-

ра 
( 1)nx  получается как результат операций

T
,
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где , ,
i

w   — положительные параметры, кото-

рые могут быть различными для разных уравне-

ний и разных шагов рекуррентного счета; P 
 — 

(3 3) -матрица, известная в начале ( 1)n -го 

шага; P 
 — (3 3) -матрица, вычисленная на 

очередном шаге; 
3

c
RK  — векторный коэффи-

циент наблюдателя для конкретного уравнения 

на очередном шаге. Параметры , ,
i

w   и началь-

ное значение P 
 уточняются путем предвари-

тельной настройки наблюдателя. Если, как это 

имеет место в задаче калибровки, х = const, этап 

прогноза, обычный для такого рода алгоритмов 

оценивания, заменяется операцией пересылки 

P P   после выполнения расчетов (2). При 

программировании алгоритма (2) удобно ис-

пользовать технику (U — D)-факторизации в со-

ответствии с процедурой, расписанной в работе 

[2]. Ожидается, что привлечение наблюдателя 

(2) поможет повысить точность и улучшить схо-

димость оценок в задаче калибровки.

Обращаясь к собственно калибровке, при-

мем, что при движении КА по орбите камера вы-

полняет снимки одного и того же участка зем-

ной поверхности, на котором находятся марке-

ры, координатно привязанные в связанном с 

Землей ортонормированном геоцентрическом 

базисе J. Свяжем с чувствительной площадкой и 

оптической осью камеры и звездного датчика 

соответственно ортонормированные базисы K и 

E. Далее представления физических векторов в 

конкретном координатном базисе отмечаем со-

ответствующими нижними индексами. Из точ-

ки орбиты 
i

O  выполним снимок маркера M  и по 

снимку рассчитаем 
iK

e  — единичный вектор ли-

нии визирования 
i

MO , представленный в базисе 

K. Представление этого вектора в базисе E ха-

рактеризуется выражением 
iE EK iK
e C e , где 

EK
C  — соответствующая ортогональная матри-

ца направляющих косинусов. В «земном» базисе 

iJ JE iE
e C e ; ортогональная матрица 

JE
C  нахо-

дится по показаниям звездного датчика и борто-

вого хронометра. На момент начала калибровки 

вместо матрицы CEK известна ее линеаризован-

ная аппроксимация C*
EK = [E

3
 + Ф(*

E)] CEK, где 

E
3
 — единичная (3 3) -матрица, Ф — кососимме-

трическая (3 3) -матрица оператора векторного 

произведения в соответствующем базисе, E = 

= [
1
 

2
 

3
]T = const — вектор малого поворота, 

характеризующий ошибку задания матрицы 

C*
EK. Задача калибровки сводится к оцениванию 

вектора E и коррекции матрицы C*
EK. По сооб-

щениям GPS и заданному геоцентрическому ра-

диусу-вектору точки M  находим «точное» зна-

чение 
iJ

e  вектора 
iJ

e , не зависящее от E. На 

основе эффекта векторного согласования урав-

нение измерения формируется в виде

Gi*
E = e*

i J – ei J ,   Gi = – CJE Ф(e*
i E ).        (3)

Уравнения (3) удобны для решения методом 

наименьших квадратов с применением метода 



43ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2019. Т. 25. № 4

Усиленная сходимость оценок в полетной геометрической калибровке

Гаусса. Вместо этого преобразуем уравнение (3) 

к форме (1), предположив, что после учета n-го 

уравнения получена оценка решения (n)

E  и сле-

дующее уравнение решается относительно по-

правки E
(n+1):

e*
i J – ei J – Gi E

(n)
 = Gi E

(n+1)
.       (4)

Очередная поправка оценивается с помощью 

наблюдателя (2). Затем оценка E
(n+1)

 использу-

ется для коррекции матрицы 
*

EK
C , и векторы 

e*
i J, соответствующие еще не учтенным марке-

рам и снимкам, пересчитываются по формуле 
*

iJ JE EK iK
e C C e . Такие операции повторяются по-

сле учета каждого последующего уравнения (4) в 

соответствии с хронологией получения снимков 

и назначенным порядком обработки координат 

изображения каждого маркера на очередном 

снимке. Представленная схема последователь-

ной обработки уравнений (4) способствует улуч-

шению сходимости оценок при калибровке по 

известным маркерам и позволяет успешно спра-

виться с аномально большими начальными 

ошибками задания взаимной ориентации бази-

сов K  и E . Аномальными считаем ошибки за-

дания взаимной ориентации камеры и звездного 

датчика, превышающие 20. Такие ошибки сопро-

вождаются заметным ухудшением сходимости 

оценок вектора E при калибровке вследствие 

влияния величин, проигнорированных при ли-

неаризации выражения для 
*

EK
C .

Для сопоставления возможностей и характери-

стик метода наименьших квадратов и наблюдате-

ля (2) при решении задачи калибровки по заданным 

маркерам было предпринято компьютерное моде-

лирование. Воспроизводилось движение КА по 

слабоэллиптической орбите высотой около 670 км. 

На трассе полета находятся два маркера на рассто-

янии 7.5 км друг от друга. В ходе полета камера по-

следовательно выполняет 12 снимков участка с мар-

керами. Один снимок приходится на 7 с полета. 

При этом угол тангажа КА изменялся от 30 до –30.

Вектор E оценивался путем решения всех 

доступных уравнений (3) методом наименьших 

квадратов или уравнений (4) с использованием 

наблюдателя (2).

Названные алгоритмы и модификации испы-

тывались при двух уровнях ошибок предполет-

ной калибровки – характерном и аномальном, 

со средними квадратичными отклонениями на-

чальных элементов вектора E, равными 
0
 = 10  

или 
0
 = 60 соответственно . В свою очередь, 

каждому сочетанию алгоритма калибровки и 

уровня предполетных ошибок ставилась в соот-

ветствие серия из 100 вариантов счета. В начале 

первого варианта каждой серии инициировался 

датчик последовательности псевдослучайных 

чисел, который затем непрерывно переходил из 

варианта в вариант и использовался, в частно-

сти, при имитации случайных ошибок инфор-

мации. Так, в начале очередного варианта коор-

динаты 
1
, 

2
, 

3 
 задавались как нормально рас-

пределенные центрированные случайные вели-

чины с одним из названных выше значений 

среднего квадратичного отклонения 
0
. Слу-

чайные ошибки единственного звездного датчи-

ка — центрированные гауссовы шумы со сред-

ними квадратичными отклонениями 5, 5 и 

12 Гауссовым шумам GPS приписывалось сред-

нее квадратичное отклонение 3 м. Размер пиксе-

ла камеры равен 9 мкм. Ошибки задания коор-

динат маркеров в базисе J формировались как 

гауссовы шумы со средними квадратичными 

отклонениями 1 м. Аппроксимация фокусного рас -

стояния камеры содержала нормально распре-

деленную относительную ошибку со средним 

квадратичным отклонением 0.25 %. Предпола-

галось, что при E = 0
 
 базисы K и E были бы 

совмещены.

При экспонированиях оптическая ось камеры 

наводилась на точку земной поверхности, нахо-

дящуюся посредине между обоими маркерами, 

со случайной ошибкой, распределенной по нор-

мальному закону со средним квадратичным от-

клонением 10 м. 

В очередном варианте моделирования оценка 

вектора E, полученная по окончании калибров-

ки, использовалась для коррекции матрицы 
*

EK
C . 

По откорректированной матрице рассчитыва-

лось соответствующее ей новое значение E, 
рассматриваемое как остаточная ошибка кали-

бровки в этом варианте. Точность калибровки 

считаем приемлемой, если абсолютные значе-

ния первых двух составляющих вектора остаточ-

ной ошибки не превышают 10.
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По результатам каждой серии вариантов рас-

считывались характеристики точности калибров-

ки в данной серии: 
1 2 3
, ,M M M    — оценки ма-

тематических ожиданий остаточных значений ко-

ординат 
1
, 

2
, 

3
 в секундах дуги после коррекции; 

1 2 3
, ,      — оценки средних квадратичных 

отклонений тех же координат в секундах дуги.

Полученные характеристики остаточных оши  -

бок калибровки показаны в табл. 1. Каждая стро-

ка таблицы воплощает конкретную серию вари-

антов моделирования. В первой графе таблицы 

названа формула, использованная при получе-

нии результатов соответствующей строки, как 

сказано выше. Во второй графе 
0

  — среднее 

квадратичное отклонение начальных параме-

тров 
1
, 

2
, 

3
 в минутах дуги. В связи с модифи-

кацией алгоритма (2), (4) с повторным прохож-

дением цикла обработки всех доступных сним-

ков и маркеров после получения результатов 

первого цикла в табл. 1 фигурирует показатель 

S
L  — число реализованных циклов обработки 

снимков в соответствующей серии вариантов 

счета. Представлена лишь незначительная часть 

результатов моделирования, в частности с ва-

рьированием реализации датчика псевдослучай-

ных чисел.

При анализе табл. 1 следует учитывать, что 

влияние даже весьма больших остаточных оши-

бок 
3
 на точность координатной привязки на-

земных объектов с использованием результатов 

калибровки незначительно по сравнению с вли-

янием относительно малых ошибок 
1
, 

2
. С 

этим связано высказанное выше особое внима-

ние к значениям двух первых составляющих 

вектора остаточной ошибки. Заданные требова-

ния к точности калибровки оговоренных усло-

виях моделирования выполняются. Преимуще-

ства наблюдателя (2), (4) в сходимости и точно-

сти в просчитанном примере представляются 

бесспорными при 
0
 = 10, и тем более при 


0
 = 60, в особенности при Ls > 1. Улучшение 

сходимости алгоритма (4) по сравнению с (3) до-

стигается как вследствие высоких конвергент-

ных свойств собственно наблюдателя (2), так и 

за счет того, что при каждой итерации (4) оцени-

вается не полная исходная ошибка E, как в (3), 

а ее остаток от предыдущих итераций с соответ-

ствующим уменьшением неучтенной нелиней-

ной составляющей.

Перейдем к алгоритмизации задачи калибров-

ки по неизвестным маркерам на основе результа-

тов работ [1, 5]. Пусть из разных точек орбиты 
i

O  

и 
j

O  получены снимки маркера M; ,
i j

R R  — гео-

центрические радиусы-векторы точек 
i

O  и 
j

O , 

найденные по сообщениям GPS; r — неизвест-

ный геоцентрический радиус-вектор точки M; eiJ, 

как и выше, — единичный вектор направления 

i
MO ; e*

iJ  — аппроксимация вектора eiJ, рассчи-

танная с использованием неточной матрицы 
*

EK
C . 

Воспользуемся приближенным представлением 

e*
iJ = eiJ + Gi E , аналогичным (3). Из фотограм-

метрического условия коллинеарности следует 

Ф(eiJ)(rJ – RiJ) = 0, и далее

SirJ = Ф(eiJ)RiJ,   Si = Ф(eiJ) .               (5)

При оговоренных условиях матрица Si имеет 

ранг 3. Следовательно, система (5) совместна и 

имеет единственное решение относительно rJ:

Таблица 1. Калибровка по заданным маркерам

Формула 
0

Ls M1
M2

M3
1

2
3

(3) 10 1 0.3 –0.1 2.1 1.9 1.8 22.3

(4) 10 1 0.2 –0.1 –7.9 1.5 1.5 117

(3) 60 1 5.5 1.3 3.4 41.6 36.0 39.1

(4) 60 1 0.2 –0.1 20.6 2.9 2.5 154

(4) 60 2 0.2 –0.1 13.8 2.0 1.7 119

(4) 60 3 0.1 –0.1 13.0 1.8 1.6 128

Ф(ejJ)RjJ
Ф(ejJ)
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riJ = (ST
i Si)

–1(Ф2(eiJ)RiJ+ Ф2(ejJ)RjJ).      (6)

Считаем, что индексу i по определенному 

правилу ставится в соответствие единственное 

значение j, так что riJ  зависит от одного индекса. 

При этом r*
iJ = rJ + riJ, где riJ — ошибка оцени-

вания вектора rJ, удовлетворяющая формуле 

первого приближения

riJ  i
E,

i
 = (Si

TSi)
–1

 Ф(eiJ)Gi .           (7)

Привлечем еще пару снимков объекта M из 

точек ,
k m

O O , таких, что хотя бы одна из них не 

совпадает с какой-либо из точек ,
i j

O O . На ос-

новании выражения 
 
rJ = (Sk

T
 Sk)–1(Ф2

(ekJ)RkJ + 

+ Ф2
(emJ)RmJ), по структуре и символике подоб-

ного формуле (6), получим оценку r*
kJ вектора rJ 

и, по аналогии с (7), выражение rkJ  k
E  для 

ошибки этой оценки с очевидным смыслом обо-

значений. Уравнение измерений относительно 

E формируется в виде

r*
iJ – r*

kJ = (i – k)E.               (8)

Еще одно уравнение измерений, полученное в 

работе [1] на основании фотограмметрического 

условия компланарности, представим в виде

(RiJ – RjJ)
T[Ф(eiJ)ejJ] = 

           = (RiJ – RjJ)
T[Ф(eiJ)Gj

– Ф(ejJ)Gi
] E .         (9)

Систему уравнений (8), (9) можно решать ме-

тодом наименьших квадратов либо с использо-

ванием наблюдателя (2). Во втором случае кор-

ректирующая поправка накапливается путем 

последовательного применения процедуры на-

блюдателя к каждому уравнению, и коррекция 

матрицы 
*

EK
C  выполняется одноразово после 

учета всех уравнений. Иной подход состоит в 

том, чтобы вводить элементарную корректирую-

щую поправку по каждому отдельному уравне-

нию. Для этого уравнения (8), (9) преобразуются 

к форме, подобной (4), относительно элемен-

тарной поправки E
(n+1):

r*
i J – r*

k J – (i – k
) E

(n)

 
= (i – k

) E
(n+1) ,

(RiJ – RjJ)
T[Ф(eiJ)ejJ] – 

     –(RiJ – RjJ)
T[Ф(eiJ)Gj

– Ф(ejJ)Gi
] E 

(n) 
=       (10)

= (RiJ – RjJ)
T[Ф(eiJ)Gj

– Ф(ejJ)Gi
]E 

(n+1)
  .

Полученная элементарная поправка тут же ис-

пользуется для коррекции матрицы 
*

EK
C  и подго-

товки последней к учету следующих уравнений (10). 

Моделирование процессов калибровки по не-

известным маркерам выполнялось при условиях, 

близких к тем, при которых получена табл. 1. Су-

щественное отличие состояло в том, что первые 

шесть снимков из двенадцати выполнялись при 

угле рыскания КА 15   
. В течение дополни-

тельного 18-с промежутка времени между ше-

стым и седьмым снимками угол рыскания изме-

нялся до 15  
 посредством поворота КА вокруг 

направления оптической оси камеры. Такой ма-

невр способствует улучшению наблюдаемости 

вектора E по доступным измерениям. Предпола-

галось, что в процессе съемок участок с маркера-

ми смещен в сторону от трассы полета на рассто-

яние d . Имитировались две версии: 0d   или 

300d   км. Особенность в том, что большие зна-

чения d  неблагоприятны для наблюдаемости ре-

шения уравнений (8), а малые d  — для наблюда-

емости решения уравнений (9). Совместный учет 

уравнений (8) и (9) способствует частичной ком-

Ф(ejJ)GjJ

Таблица 2. Калибровка по неизвестным маркерам

Формулы d, км M
01

M
02 

M
03 


01


02


03

(2), (10) 0 –1.1 –0.2 –4.7 18.6 6.0 646
(2), (8), (9) 0 6.4 0.9 11.2 22.4 8.2 580

(8), (9), МНК 0 7.4 0.7 251 20.5 8.8 3090

(2), (10) 300 -0.1 -0.1 -10.2 22.1 4.9 573

(2), (8), (9) 300 7.5 0.5 10.7 23.4 6.0 578

(8), (9), МНК 300 15.2 -1.6 -558 29.4 31.4 4844
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пенсации двух названных эффектов. При экспо-

нированиях оптическая ось камеры наводилась 

на точку земной поверхности, находящуюся по-

средине между двумя маркерами, со средним ква-

дратичным отклонением нормально распреде-

ленной ошибки 1200 м.

Компоновка пар снимков для расчетов по 

формуле (8) или производной от нее первой 

формуле (10) выполнялась по правилу: i = 1, ..., 

12; j = 13 – i. При расчетах по формуле (9) сним-

ки сочетались иначе: i = 1, ..., 11; j = i + 1, ..., 12.

Результаты охарактеризованного моделирова-

ния представлены в табл. 2. В первой графе указа-

ны формулы, использованные при получении 

результатов соответствующей строки. Аббревиа-

тура МНК означает, что в серии вариантов моде-

лирования, отраженных в соответствующей стро-

ке таблицы, использован метод наименьших ква-

дратов. Видно, насколько алгоритм (2), (10) более 

точен по сравнению с алгоритмом (2), (8), (9), и 

тем более — по сравнению с (8), (9), МНК.

Итак, судя по полученным результатам, при-

менение размытого наблюдателя (2) действи-

тельно способствует улучшению сходимости и 

повышению точности решения задач полетной 

геометрической калибровки.
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Міжнародний науково-навчальний центр 

інформаційних технологій та систем Національної 

академії наукУкраїни і Міністерства освіти і науки 

України, Київ, Україна

ПОСИЛЕНА ЗБІЖНІСТЬ ОЦІНОК У ПОЛЬОТНОМУ 

ГЕОМЕТРИЧНОМУ КАЛІБРУВАННІ

Розглядається задача польотного геометричного калі-

брування знімального комплексу космічного апарата. 

Калібрування трактується як уточнення взаємного куто-

вого положення бортової знімальної камери і зоряного 

давача у тілі космічного апарата. Це обов’язкова частина 

підготовки знімального комплексу до знімання і коор-

динатної прив’язки наземних об’єктів. Отримані знім-

ки і показники зоряного давача та GPS обробляються 

на землі. При калібруванні використовуються знімки 

наземних маркерів. Є методи польотного геометрич-

ного калібрування на основі отриманих рівнянь вимі-

рювання різного фізичного походження. Ці рівняння 

розв’язуються методом найменших квадратів. Звичайно 

використовуються знімки заданих наземних маркерів, 

але можливі розв’язки задачі із залученням невідомих 

маркерів. У цій роботі пропонується підхід до отриман-

ня розв’язку задачі польотного геометричного калібру-

вання з використанням формул розмитого спостерігача. 

Такий підхід дозволяє у багатьох випадках послабити 

негативний вплив збурень і похибок чутливих елементів 

на точність оцінок параметрів калібрування. Розробле-

но два різновиди розмитого спостерігача для польотно-

го геометричного калібрування. Перший з них враховує 

усю сукупність отриманих знімків одноразово. Друга 

версія спостерігача має рекурентний характер. Усі знім-

ки обробляються послідовно один за одним з негайним 

коригуванням параметрів калібрування. Такий підхід до-

зволяє поліпшити збіжність оцінок. Оскільки в даному 

разі оцінювані параметри калібрування сталі, немає по-
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треби у властивому для подібних алгоритмів етапі про-

гнозу, і використовується лише процедура оновлення. 

Виклад і аргументи супроводжуються значним об’ємом 

комп’ютерного моделювання з використанням відомих 

або невідомих наземних маркерів, зокрема за умов ано-

мальної початкової невизначеності. Результати моделю-

вання  підтверджують згадані вище переваги розмитого 

спостерігача у порівнянні з методом найменших квадра-

тів для польотного геометричного калібрування.

Ключові слова: польотне геометричне калібрування, кос-

мічний апарат, знімальна камера, зоряний давач, наземні 

маркери, розмитий спостерігач, координатна прив’язка.
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STRENGTHENED CONVERGENCE 

OF ESTIMATIONS IN THE IN-FLIGHT 

GEOMETRIC CALIBRATION

The problem of in-flight geometric calibration of the space-

craft’s imaging complex is considered. Here calibration is in-

terpreted as making the more precise mutual attitude of the 

onboard imaging camera and star tracker in a spacecraft’s 

body. It is a necessary part of preparing the optical-electron-

ic complex for imaging and geo-referencing of the ground 

objects. Received snapshots and readings of star tracker and 

GPS are processed on the ground. In calibration, snapshots 

of landmarks are used. There exist methods of in-flight ge-

ometric calibration on the base of obtained measuring equa-

tions of various physical origin. These equations are solved 

by means of the least square method. Usually, snapshots of 

known landmarks are used, but the problem’s solutions with 

attracting of unknown landmarks are possible. In this work, 

an approach to the solution of the in-flight geometric calibra-

tion problem using formulas of a fuzzy observer is proposed. 

In many cases, such an approach allows diluting the negative 

influence of disturbances and sensor errors onto the accuracy 

of the estimation of calibration parameters. Two versions of a 

fuzzy observer for the in-flight geometric calibration are elab-

orated. The first one takes into account the whole manifold 

of the obtained snapshots at once. The second version of the 

observer has recursive character. All snapshots are processed 

successively one after another with immediate correction of 

the calibration parameters. Such an approach allows improv-

ing convergence of estimates. As in such a case, estimated 

parameters of calibration are constant, a stage of prognosis 

peculiar for such algorithms is not necessary, and only update 

procedure is used. Narration and arguments are accompanied 

by sufficient volume of computer simulation with the use of 

known or unknown landmarks, in particular, in conditions of 

an anomalous initial discrepancy. The results of simulation 

confirm above-mentioned advantages of two versions of the 

fuzzy observer as compared with the least square method for 

in-flight geometric calibration.

Keywords: in-flight geometric calibration, spacecraft, imaging 

camera, star tracker, landmarks, fuzzy observer, geo-referencing.




