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НЕУСТОЙЧИВОСТЬ КЕЛЬВИНА — ГЕЛЬМГОЛЬЦА
И МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЫ 
НА ГРАНИЦЕ ГЕОМАГНИТНОГО ХВОСТА

Описаны математические и теоретические методы исследования продольных и косых МГД-мод, генерируемых солнечным 

ветром и локализованных вблизи границы геомагнитного хвоста. Указанные моды, в отличие от МГД-мод, распространяю-

щихся внутри замкнутой части магнитного поля Земли,  практически не исследовались ни теоретически, ни экспериментально. 

Показано, что задача об МГД-колебаниях на границе раздела двух движущихся одна относительно другой плазменных сред 

сводится к нахождению и исследованию уравнения малых колебаний, а также нахождения для него граничных условий. При-

ведена процедура получения дисперсионного уравнения для МГД-мод, локализованных на границе раздела движущейся и по-

коящейся плазменных сред. Аналитически установлено, что одна из восьми возможных МГД-мод может быть неустойчивой 

из-за развития неустойчивости Кельвина — Гельмгольца как при слабом, так и при сильном магнитном полях. Продемон-

стрировано, что косые возмущения, распространяющиеся под углом к вектору скорости среды, играют доминирующую роль 

при развитии этой неустойчивости. Отмечено, что генерация большого количества устойчивых МГД-мод на границе разде-

ла плазм может привести к реализации турбулентного состояния  плазмы. Результаты работы могут быть использованы 

для описания волновых процессов на границе геомагнитного хвоста и для объяснения генерации УНЧ-возмущений на ночной 

стороне магнитосферы Земли. 

Ключевые слова: неустойчивость Кельвина — Гельмгольца, продольные и косые МГД-моды, волны, сжимаемая замагни-

ченная среда, хвост магнитосферы Земли.

© О. К. ЧЕРЕМНЫХ, С. О. ЧЕРЕМНЫХ, 

    Л. В. КОЗАК, Е. А. КРОНБЕРГ, 2019

ВВЕДЕНИЕ

Неустойчивость Кельвина — Гельмгольца (КГ) 

возникает на границе раздела сплошных сред, в 

которой происходит резкое изменение их пара-

метров. Она была открыта Гельмгольцем [44] и 

Кельвином [54] ещё в 19 веке. Эта неустойчи-

вость встречается в газах [3], жидкостях [10, 11] и 

плазме [6], и её исследованию посвящено боль-

шое число работ (см. обзоры [25, 50]). Она игра-

ет важную роль в переносе энергии солнечного 

ветра в земную магнитосферу [4, 9, 50, 51, 55]. В 

частности, считается, что неустойчивость КГ 

играет доминирующую роль в механизме вязко-

го взаимодействия солнечного ветра с магнито-

паузой Земли, передавая импульс в магнитосфе-

ру [29, 50] и вызывая формирование размытых 

пограничных слоёв. Неустойчивость КГ реали-

зуется в магнитосфере Сатурна [39] и на границе 

магнитопауз Земли [48] и Юпитера [59]. Также 

Космічна й атмосферна фізика
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из-за разрыва поля скоростей она наблюдается в 

солнечном ветре [45, 53] и хвостах ионизован-

ных комет [5]. Наблюдения со спутников 

Hinode/SOT и SDO/AIA свидетельствуют о раз-

витии неустойчивости КГ в солнечных протубе-

ранцах и других структурах солнечной короны 

[36, 56]. В природе обычно реализуются дозвуко-

вые скачки скорости, на которых развитие неу-

стойчивости проявляется в виде нарастающих 

колебаний на границе раздела сред, а на нели-

нейной стадии — приводит к образованию вих-

рей. Классический пример — неустойчивость 

КГ на поверхности воды [24]. Неустойчивость 

КГ на дозвуковых перепадах скорости приводит 

к образованию цепочек вихреобразных струк-

тур, наблюдаемых в форме облаков в земной ат-

мосфере [2]. Такие же структуры характерны для 

атмосфер Юпитера и Сатурна [22, 57]. Посколь-

ку на этих планетах наблюдается сильное диф-

ференциальное вращение атмосфер, то эти вих-

ревые структуры обычно интерпретируются как 

проявление неустойчивости КГ. Вихревые обра-

зования, обусловленные развитием неустойчи-

вости КГ наблюдаются также в магнитосфере и 

полярных сияниях Земли [14, 21]. Образование 

магнитных «жгутов» в ионосфере Венеры связы-

вают с нелинейной стадией развития неустойчи-

вости КГ [58].

В настоящей работе неустойчивость КГ изуча-

ется на границе геомагнитного хвоста, обтекае-

мого солнечным ветром. Из обычной гидроди-

намики известно, что возмущения в сверхзвуко-

вых течениях, совпадающие по направлению со 

скоростью, являются устойчивыми [12]. Поэто-

му считается, что сверхзвуковое течение плазмы 

на границе геомагнитного хвоста является 

устойчивым (см. работу [50]). Позднее С. И. Сы-

роватским [18, 19] было показано, что косые 

возмущения, распространяющиеся под углом 
к вектору скорости, неустойчивы на границе 

раздела сред даже в случае, когда продольные 

возмущения ( = 0) устойчивы. Их фазовая ско-

рость может быть существенно меньше скорости 

течения, а значение инкремента больше, чем у 

продольных возмущений [50]. Известно, что 

магнитное поле уменьшает инкремент неустой-

чивости КГ в случае продольных сдвиговых те-

чений [20, 32]. Однако учёт даже небольшой 

сжимаемости среды  снижает стабилизирующий 

эффект магнитных полей. Работа [40] была од-

ной из первых работ, в которых исследовалась 

устойчивость косых возмущений на плоской 

границе раздела движущихся одна относительно 

другой плазм с учётом магнитного поля и сжи-

маемости среды. В этой работе было получено 

несколько упрощенных критериев устойчиво-

сти. Однако дальнейшего развития результаты 

[40] не получили, так как рассмотренные в ней  

случаи не совсем соответствовали реальной фи-

зической ситуации. Новые элементы в методику 

исследования косых возмущений внесли работы 

[31, 52]. В ряде случаев мы будем сравнивать по-

лученные результаты с их результатами.

Хотя Л. Д. Ландау и С. И. Сыроватский внесли 

большой вклад в изучение неустойчивости КГ, 

вопрос об устойчивости косых возмущений на 

границе раздела плазменных сжимаемых сред 

при наличии магнитного поля и скачка скорости 

на границе остался ими не исследованным. Ос-

новное внимание в данной работе будет уделено 

теоретическим и математическим аспектам ис-

следования как продольных, так и косых МГД-

мод, генерируемых солнечным ветром и локали-

зованных вблизи границы геомагнитного хво-

ста, которую мы будем отождествлять с грани-

цей раздела плазменных сред. Последние были 

обнаружены в рамках многоспутникового про-

екта «Cluster» [8, 43]. Отметим, что указанные 

моды, за редким исключением [1, 14, 26, 48, 50]  

практически не исследовались ни теоретически, 

ни экспериментально, в отличие от МГД-мод, 

распространяющихся внутри замкнутой части 

магнитного поля Земли [15, 28, 30, 33, 35, 37, 38, 

41]. Можно ожидать, что эти моды связаны с не-

устойчивостью КГ. Они также должны зависеть 

от угла  распространения возмущений по отно-

шению к вектору скорости. 

Мы будем анализировать МГД-моды, распро-

страняющиеся вдоль плоской граничной по-

верхности между двумя движущимися одна от-

носительно другой плазмами. В этом случае угол   
 связывает продольную () и поперечную () 

длины волн относительно вектора скорости сре-

ды соотношением 2211cos  . Продоль-



45ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2019. Т. 25. № 2

Неустойчивость Кельвина — Гельмгольца и магнитогидродинамические моды на границе геомагнитного хвоста

ным возмущениям (=0) соответствуют возму-

щения с  
, а поперечным (/2) — возму-

щения с . В работах [42, 43] на основе на-

блюдательных данных с космических аппара-

тов было показано, что в пограничной области 

плазменного слоя хвоста магнитосферы Земли 

реализуются колебания силовых линий маг-

нитного поля, распространяющиеся вдоль маг-

нитного поля. При ширине поперечного разме-

ра потока порядка 3000 км наблюдаемые харак-

терные длины волн этих колебаний соответ-

ствовали 5...20 радиусам Земли. Поэтому спра-

ведлива оценка  > . Это обстоятельство 

указывает на необходимость рассмотрения как 

продольных, так и косых МГД-мод вдоль гра-

ницы раздела плазменных сред. В работе [1] на 

основе результатов работы [43] был сделан вы-

вод о том, что эти колебания генерируются по-

средством возбуждения неустойчивости КГ из-

за распространения ускоренного потока плаз-

мы. В работе [47] отмечалось, что неустойчи-

вость КГ в солнечном ветре генерируется на 

косых возмущениях.

Данная статья дополняет результаты, полу-

ченные нами в работе [34], и содержит их мате-

матическое обоснование. В работе последова-

тельно изложена процедура теоретического ана-

лиза неустойчивости КГ и распространения 

МГД-мод на границе геомагнитного хвоста, а 

также кратко излагаются результаты работы [34].

МОДЕЛЬ И ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматриваем течение невязкой и идеально 

проводящей плазмы вблизи участка поверхно-

сти, который можно считать плоским, так что 

можно ввести декартову систему координат (x, y, 

z). Пусть плоскость x = 0 нулевой толщины явля-

ется границей раздела двух однородных плаз-

менных потоков, движущихся с разными посто-

янными скоростями выше и ниже границы раз-

дела. На этой границе, следуя методике [13, 16, 

18], полагаем, что все параметры плазмы изме-

няются скачкообразно. Считаем, что векторы 

равновесных скоростей  и магнитных полей 

 параллельны плоскости (y, z) и направлены 

вдоль оси y. 

Задача об МГД-колебаниях в рамках рассма-

триваемой модели сводится к исследованию ма-

лых колебаний вблизи положения равновесия. 

Полагаем

 
 

   (1)

 

где  и  — начальные стационарные 

значения скорости, плотности, давления и маг-

нитного поля, а  и  — их малые от-

клонения от равновесных значений. Пренебре-

гая малыми величинами высших порядков, из 

уравнений идеальной магнитной гидродинами-

ки [6,17] получаем исходные уравнения

    
       

(2)

         
(3)

                  
(4)

                                 (5)

Здесь — возмущение полного 

давления плазмы,   — адиаба-

тическая скорость звука. Магнитное поле в (2), 

(3) и (5) масштабировано следующим образом: 

. Система уравнений (2)—(5) описы-

вает поведение восьми неизвестных величин: трёх 

составляющих вектора скорости, трёх составляю-

щих вектора магнитного поля, а также давления и 

плотности. Покажем, что эту систему можно све-

сти к одному уравнению малых колебаний.

УРАВНЕНИЕ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ

В силу линейности системы (2)—(5) и однород-

ности сред по координатам  и  рассмотрим 

возмущения равновесных величин в виде

exp [i(–t + k y + k zy z )].

Здесь  — комплексная частота, 
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 — волновой вектор, который да-

лее полагается действительной величиной. При 

 колебания неустойчивы, и их амплитуда 

увеличивается со временем по экспоненциаль-

ному закону. Зависимость возмущений от x  

определяется уравнениями (2)—(5). Из (2) и (3) 

находим

 
,

,

,

(6)

,

 
.

Исключая из выражений для возмущенного 

магнитного поля возмущенную скорость, полу-

чаем

   

 
           (7)

 
Из уравнений (5) и (7) следует дифференци-

альное уравнение второго порядка, связываю-

щее возмущение полного давления плазмы  и 

возмущение плотности :

 
.

Из определения  и выражения для  на-

ходим еще одну связь возмущения плотности  и 

возмущения полного давления плазмы:

 

Из этих двух уравнений следует

+ 

 

        (8)

Таким образом, уравнения (2)—(5) свелись к 

одному обыкновенному дифференциальному 

уравнению второго порядка (8). Оно справедливо 

как в области , так и в области . Вели-

чины, относящиеся к области , будем в 

дальнейшем обозначать нижним индексом 1, а к 

области  — индексом 2. Считаем, что ком-

поненты волнового вектора ky и kz имеют одина-

ковые значения в обеих областях.

Заметим, что уравнение (8) может быть также 

получено из уравнения (4), если  и  вы-

разить через . Действительно, запишем 

последнее в виде

. 

С помощью уравнения (6) выразим компо-

ненты возмущенной скорости через и :

  

 

.

Из этих четырех уравнений и уравнения, свя-

зывающего возмущённую плотность с возму-

щённым полным давлением плазмы, прямыми 

расчетами получаем уравнение (8).

Из условия исчезновения возмущений на бес-

конечности по каждую сторону от поверхности 

разрыва из (8) находим

,

.        

 (9)
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Здесь A
1
, A

2
 — произвольные постоянные, а 

 


1
, 

2
 > 0 и определены выражением

    

 
Решения (9) описывают поверхностные воз-

мущения, амплитуды которых экспоненциально 

быстро убывают от границы раздела сред в обеих 

областях.

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Для получения дисперсионного уравнения не-

обходимо найти граничные условия. Первое гра-

ничное условие найдем из условия отсутствия 

потока вещества через границу раздела сред. 

Уравнение поверхности раздела сред можно за-

писать в виде

,            (10)

где  — малое смещение границы раздела в ре-

зультате возмущения, причем

.

Из (10) следует, что вектор нормали к возму-

щенной поверхности раздела имеет вид

.          (11)

Обозначим через  скорость поверхности 

раздела. Для точек этой поверхности спра-

ведливы уравнения

 

.

Поэтому

.                         (12)

Из (11) и (12) получаем, что нормальная со-

ставляющая скорости  поверхности раздела 

равна

,

или

 

.                            (13)

Нормальная составляющая  скорости возму-

щенной среды на границе раздела равна

 

.              (14)

Поскольку частицы среды не пересекают по-

верхности раздела, то нормальная к поверхности 

раздела скорость среды должна совпадать с нор-

мальной составляющей самой поверхности. 

Приравнивая (13) и (14), получаем

 
откуда

.                          (15)

Уравнение поверхности (10) справедливо как 

при , так и при , поэтому для «тон-

кой» границы раздела сред величина  является 

непрерывной, т. е.

.

Следовательно, первое граничное условие, кото-

рое обычно называют кинематическим гранич-

ным условием [23], можно записать в виде

.             (16)

Это граничное условие совпадает с граничными 

условиями, приведенными в работах [13, 36].

В качестве второго граничного условия  мы 

будем использовать уравнение

,                       (17)

которое описывает непрерывность возмущения 

полного давления на границе раздела сред и на-

зывается динамическим граничным условием 

[23]. Это уравнение получается интегрирова-

нием  x-составляющей уравнения (2) поперёк 

сдвигового слоя конечной толщины , от 



48 ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2019. Т. 25. № 2

О. К. Черемных, С. О. Черемных, Л. В. Козак, Е. А. Кронберг

x = –  до x =  с последующим предельным пере-

ходом 0. Учитывая (16) и пренебрегая члена-

ми порядка , получаем уравнение (17).

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Из (9) и (16) следует

A
1
 = A

2
.

Используя это равенство, выражая  через 

 (см. Приложение) и подставляя получившее-

ся выражение в (17), находим

 

 

.        (18)

Из (9) и (18) получаем дисперсионное уравне-

ние (см. Приложение)

  

  

 

.     (19)

Здесь  — угол между волновым вектором и

вектором скорости, , .

Комплексные значения  соответствуют неу-

стойчивому движению плазмы.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ

Из уравнения (19) в частном случае несжи-

маемых сред ( ) получаем уравне-

ние, описывающее неустойчивость КГ для ко-

сых (  0) дозвуковых течений в магнитном 

поле [6, 20]

 
=                    (20)

Из уравнения (20) находим 

 

. (21)

При  = 0 уравнение (20) совпадает с уравне-

нием (35) работы [20]. Уравнение (21) показыва-

ет, что при перепаде скорости , удов-

летворяющем условию

 ,      (22)

частота  имеет положительную мнимую часть. 

Это означает, что возмущения неустойчивы. От-

метим, что условие неустойчивости (22) спра-

ведливо как для продольных, так и для косых 

возмущений, поскольку не зависит от угла. В 

случае  = 0, 
   

 урав-

нения (21) и (22) совпадают с уравнениями (35) и 

(36) работы [20]. Если 
 

, то из (22) 

получается критерий (37) указанной работы.

В случае обычной гидродинамики (B
01

 = B
02 

= 0) 

из (19) получается дисперсионное  уравнение

,

приведенное в работе [19]. Однако в указанной 

работе (в которой полагалось ) в 

качестве дисперсионного уравнения использо-

валось не это уравнение, а эквивалентное ему 
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уравнение вида

       (23)

Отметим, что в уравнении (23) могут присут-

ствовать дополнительные корни (см. Приложе-

ние), которые необходимо исключить из рас-

смотрения. Уравнение (23) при = 0 полностью 

совпадает с уравнением, полученным в работе 

[12], где было показано, что при = 0,  
  и выполнении неравенства 

                           (24)

неустойчивость не реализуется. Однако позднее 

С. И. Сыроватский [19] показал, что даже при 

выполнении условия (24) возмущения с   0  

могут быть неустойчивыми. В частности, им 

было отмечено, что при   0 устойчивость реа-

лизуется при выполнении условия

   
 

                    (25)

Неравенство (25) показывает, что если ско-

рость , то движение неустойчиво для 

малых возмущений при любых значениях угла . 

Если же , то есть две области значе-

ний угла . Для одной из них выполняется нера-

венство (25), и возмущения являются устойчи-

выми. Для другой области углов это неравенство 

не выполняется, и возмущения неустойчивы. 

Поскольку вторая область существует всегда, то 

это означает, в противоположность выводу [12], 

что граница раздела сред всегда будет неустой-

чивой по отношению к бесконечно малым воз-

мущениям, распространяющимся под углом к 

вектору скорости. Очевидно, что при cos0  (пер-

пендикулярные возмущения, 2) устойчи-

вость в принципе невозможна, поскольку, как 

следует из (25), .

РЕДУКЦИЯ ДИСПЕРСИОННОГО УРАВНЕНИЯ (19)))

Для решения задачи о распространении 

МГД-волн на границе геомагнитного хвоста 

необходимо из (19) найти зависимость 

  i = 1, 2. Такую задачу 

из-за большого количества свободных параме-

тров трудно решить как аналитически, так и 

численно. Это удаётся сделать только при неко-

торых упрощающих предположениях  [1, 16, 

25]. Поэтому мы упростим уравнение (19), для 

чего используем простейшую модель разрыва 

скорости в сжимаемой среде  [25]. Считаем, что 

равновесные плотность , давление  и маг-

нитное поле  одинаковы и постоянны по обе 

стороны от границы раздела потоков плазмы, 

так что скорость звука и альвеновская скорость  

являются постоянными величинами. Не огра-

ничивая общности рассмотрения и следуя [19],  

будем считать, что при  скорость равна 

, а при  скорость равна нулю. 

Последнее предположение означает, что скачок 

скорости происходит в бесконечно тонком слое 

по сравнению с поперечным размером потока. 

При сделанных предположениях дисперсион-

ное уравнение (19) существенно упрощается и 

принимает вид

   
(26)

где

.

В дальнейшем вместо (26), следуя [19], мы бу-

дем использовать уравнение

 

 

 
 

 
.                (27)
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Уравнение (27) отличается от (26) дополни-

тельным корнем  (см. Приложе-

ние). Далее мы исключим этот вещественный 

корень из рассмотрения.

В случае несжимаемых плазменных сред 

 из (27) получаем уравнение

из которого следует, что магнитное поле стаби-

лизирует неустойчивость при условии

,

что соответствует условию (22) и результатам ра-

боты [20].

При отсутствии магнитного поля уравнение (27) 

описывает четыре ветви колебаний с частотами 

  

 
Одна из этих ветвей колебаний неустойчива. 

Для неё находим, что неустойчивость реализует-

ся в интервале скоростей  Ус-

ловие устойчивости ,   
в рассматриваемом случае согласуется с услови-

ем (25).

Таким образом, уравнение (27) сохраняет все 

качественные особенности неустойчивости Кельви-

на — Гельмгольца, однако имеет более простой 

вид. Ниже мы будем использовать это уравнение 

для рассмотрения МГД-возмущений, локализо-

ванных вблизи границы раздела движущейся и 

неподвижной плазменных сред.

Завершая данный раздел, покажем, что урав-

нение (27) допускает дальнейшее упрощение. 

С этой целью введём в рассмотрение величины

  

  
и представим уравнение (27) в виде

   

 

 

.

Поскольку вещественный корень  
 исключается из рас-

смотрения, то в ноль обращается выражение в 

фигурных скобках. Разделив это выражение на 

, и учитывая, что 

  

 

= 

 
,

получаем дисперсионное уравнение

 

 

 

 

 

       
        (28)

которое представляет собой алгебраическое 

уравнение четвёртой степени относительно пе-

ременных  и , где
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Уравнение (28) было приведено без вывода в 

работе [34] и является записанным в другом виде 

аналогом уравнения (27). Оно использовалось в 

указанной работе для анализа продольных и ко-

сых возмущений. Это уравнение при заданных 

 и  описывает восемь ветвей колебаний. В 

результате может получиться очень сложное и 

запутанное движение, близкое к турбулентному. 

Напомним простой пример такого движения — 

фигуры Лиссажу для двух частот [27]. В природ-

ных условиях скорость плазменного потока  

постоянно изменяется. Поэтому можно ожи-

дать, что должна постоянно происходить гене-

рация большого количества МГД-мод, приводя-

щая к появлению турбулентности на границе 

геомагнитного хвоста. Заметим, что вопрос тур-

булизации течения на границе геомагнитного 

хвоста изучался в работе [49], где было показано, 

что вследствие хаотизации фаз возмущённых ко-

лебаний происходит образование эффективной 

турбулентной вязкости и формирование широких 

пограничных слоёв. 

Ниже мы кратко представим результаты, вы-

текающие из дисперсионного уравнения (28) 

для различных значений величины , 

характеризующей отношение газодинамическо-

го давления плазмы к давлению магнитного 

поля. Мы рассмотрим два случая: >1  и  <1. 

Полный аналитический анализ этого уравнения 

приведен в работе [34].

СЛАБОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ( > 1)

При  > 1 уравнение (28) принимает вид

  

 

 

  

 
(29)

где

 

.

На рис. 1 представлены диаграммы поведения 

МГД-мод при 
 
 > 1 ( = 5), удовлетворяющие дис-

персионному уравнению (29). Устойчивым воз-

мущениям соответствует A  0, а неустойчи-

вым — A < 0. Из восьми ветвей колебаний шесть 

являются устойчивыми, одна ветвь затухает во 

времени и еще одна — неустойчива. Видно, что 

диаграмма косых возмущений ( ) на рис. 1, б 

качественно не отличается от диаграммы про-

дольных возмущений ( ) на рис. 1, а. 

Рис. 1. Диаграмма магнитогидродинамических мод в плос-
кости А — В для β = 3: а — при   = 0, б — при  = 30°
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Полагая   1  и используя разложение по ма-

лому параметру 1/ , из уравнения (29) для неу-

стойчивой ветви колебаний получаем

 

.            (30)

Из (30) следует, что нарастающие во времени 

возмущения могут распространяться под любы-

ми малыми углами, включая , что согласу-

ется с результатами [52].

На рис. 1 пунктиром отмечены кривые, соот-

ветствующие неустойчивости КГ, рассчитанные 

по формуле (30). Видно, что имеет место хоро-

шее соответствие численных расчетов с анали-

тической формулой.

На рис. 2 представлены зависимости безраз-

мерного инкремента  (см. (30)) от 

 при   =3 для различных значений 

угла . Видно, что величина инкремента и ин-

тервал скоростей, в котором развивается неу-

стойчивость КГ, у косых возмущений больше, 

чем у продольных. Этот результат находится в 

полном соответствии с выводами работы [50]. 

СИЛЬНОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ (<1)

В этом случае уравнение (28) удобно предста-

вить в виде

  

   

     
 (31)

Здесь

 
.

Диаграммы поведения МГД-мод при < 1 

( = 0.3), удовлетворяющих дисперсионно-

му уравнению (31), приведены на рис. 3. Неу-

стойчивым возмущениям соответствует С < 0, 

устойчивым — С  0. Диаграмма для косых мод 

(рис. 3, б) отличается от диаграммы для про-

дольных возмущений, представленной на рис. 3, а, 

наличием неустойчивой ветви. 

Полагая  1, из (31) разложением по малому 

параметру   находим, что частота и инкремент 

неустойчивой моды в случае сильного магнит-

ного поля (< 1 ) имеют вид

 

 
.            (32)

Кривая инкремента, полученная с использо-

ванием формулы (32), на рис. 3, б практически 

неотличима от кривой, полученной из числен-

ных расчетов.

Рис. 2. Зависимость функции F от углов  ≤ 45° для β = 0.3 
на плоскости F — B, где
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На рис. 4 представлены зависимости функции 

безразмерного инкремента  от углов  

 30 при  = 0.3. Видно, что при таких углах 

величина  пренебрежимо мала и локализована 

вблизи точки , в которой при = 0 она 

обращается в ноль. Этот результат свидетель-

ствует о генерации при малых углах неустойчи-

вых мод с исчезающе малыми инкрементами, 

что полностью согласуется с результатами рабо-

ты [31].

Из (32) следует, что поперечные возмущения 

(/2), как и в случае слабого магнитного поля 

(30), будут устойчивыми для скоростей .

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Основные результаты работы следующие.

 Получено уравнение малых колебаний (8) 

для МГД-мод, распространяющихся по поверх-

ности раздела двух однородных плазменных по-

токов, движущихся с разными скоростями выше 

и ниже поверхности раздела.

 Для этого уравнения получены граничные 

условия (16) и (17).

 Из уравнений (8), (16) и (17) найдено дис-

персионное уравнение (19), учитывающее сжи-

маемость среды и магнитное поле. С помощью 

этого уравнения проанализирован ряд предель-

Рис. 3. Диаграмма магнитогидродинамических мод в плоскости C — D для β = 0.3: а — при   = 0, б — при  = 30° и θ = 0°

Рис. 4. Зависимость функции G от углов  ≤30° для β = 0.3 
на плоскости G — D, где 
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ных случаев. Для несжимаемых сред из этого 

уравнения получено дисперсионное уравнение 

(20), обобщающее результаты работы [20] на 

случай косых волн. Было продемонстрировано, 

что в случае обычной гидродинамики уравнение 

(19) совпадает с дисперсионным уравнением ра-

боты [19], в которые впервые была отмечена 

особая роль косых возмущений.

 Для аналитического и численного анализа 

МГД-мод в рамках модели потоков с одинако-

выми параметрами, уравнение (19) было реду-

цировано к уравнению (27). Было показано, что 

это уравнение описывает все основные особен-

ности неустойчивости КГ.

 Уравнение (27) было сведено к уравнению 

(28), которое описывает восемь ветвей колеба-

ний при фиксированной скорости потока  и 

угла . Отмечено, что в результате получается 

сложное и запутанное движение плазмы, близ-

кое к турбулентному. Это уравнение проанали-

зировано для различных значений величины , 

характеризующей отношение газодинамическо-

го давления к давлению магнитного поля.

 Анализ уравнения (28) показал, что из восьми 

ветвей колебаний шесть являются устойчивыми, 

одна ветвь затухает во времени и ещё одна является 

неустойчивой. Продемонстрировано, что условие 

возникновения неустойчивости КГ зависит от от-

ношения газодинамического давления плазмы к 

давлению магнитного поля, т.е. от величины , и 

от угла  распространения возмущений относи-

тельно вектора скорости. При слабом магнитном 

поле ( > 1) неустойчивость реализуется как на 

продольных , так и на косых возмущениях 

( ). Их фазовая скорость меньше скорости 

течения (/k~
0
cos/2), а инкремент суще-

ственно больше, чем для продольных возмуще-

ний (рис. 2, 4). В случае сильного магнитного поля 

(< 1) неустойчивость развивается только на ко-

сых возмущениях.

 Отмечено, что интервалы скоростей, на ко-

торых развивается неустойчивость КГ, для косых 

возмущений существенно больше, чем такие же 

интервалы для продольных возмущений (см. 

рис. 2, 4). Это справедливо как для случая > 1, 

так и в случае < 1. Из (30) и (32) при  

следует, что косые возмущения могут быть неу-

стойчивыми даже при больших сверхзвуковых 

скоростях.

Таким образом, косые возмущения играют до-

минирующую роль в генерации неустойчивости 

КГ. Несмотря на преобладающую роль косых 

возмущений при возбуждении неустойчивости 

КГ, в большинстве современных работ при ана-

литическом и численном анализе указанной не-

устойчивости их влияние практически не учиты-

вается (см. замечание в  работе [50]).

Работа выполнялась при поддержке гранта 

90312 фонда Фольксваген («VW-Stiftung») и Меж-

дународного института космических исследова-

ний ISSI-BJ, Пекин, Китай, а также при частич-

ной поддержке Целевой комплексной программы 

НАН Украины по физике плазмы.

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Вывод дисперсионных уравнений (19) и (27)

Из уравнений (6) и (7) находим

 

.            (П1)

Комбинация выражений (16) и (П1) дает (18). Из (9) и 

(18) следует

,

 

(П2)

где 1
 и 

2
 определяются выражениями (9). Полагаем, 

что имеет место условие

 
(П3)

Умножив уравнение (П2) на выражение

,

(П4)

получаем дисперсионное уравнение (19).

Заметим, что условие (П3) может нарушаться, напри-

мер, в системе с параметрами

                  
    (П5)

 
.
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В этом случае при частоте

                                                            (П6)

выражение (П4) обращается в ноль, а уравнение (П2) в 

ноль  не обращается. Поэтому для равновесных параме-

тров (П5) корень (П6) должен быть исключен из рассмо-

трения при анализе уравнения (27).
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НЕСТІЙКІСТЬ КЕЛЬВІНА — ГЕЛЬМГОЛЬЦА 

І МАГНІТОГІДРОДИНАМІЧНІ МОДИ 

НА МЕЖІ ГЕОМАГНІТНОГО ХВОСТА

Oписано математичні і теоретичні методи дослідження 

поздовжніх і похилих МГД-мод, що генеруються соняч-

ним вітром і локалізовані поблизу границі геомагнітно-

го хвоста. Зазначені моди, на відміну від МГД-мод, що 

поширюються всередині замкнутої частини магнітно-

го поля Землі, практично не досліджувалися ні теоре-

тично, ні експериментально. Показано, що задача про 

МГД-коливання на межі розділу двох середовищ, що 

рухаються одне відносно іншого, зводиться до побудови 

і дослідження рівняння малих коливань, а також фор-

мулювання для нього граничних умов. Наведено проце-

дуру отримання дисперсійного рівняння для МГД-мод, 

локалізованих на межі розділу рухомих та нерухомих 

плазмових середовищ. Аналітично встановлено, що 

одна з восьми можливих МГД-мод може бути нестійкою 

через розвиток нестійкості Кельвіна — Гельмгольца як 

при слабкому, так і при сильному магнітному полі. Про-

демонстровано, що похилі збурення, що поширюються 

під кутом до вектора швидкості середовища, відіграють 

домінантну роль при розвитку цієї нестійкості. Відзначе-

но, що генерація великої кількості стійких МГД-мод на 

межі розділу плазми може призвести до реалізації турбу-

лентного стану плазми. Результати роботи можуть бути 

використані для опису хвильових процесів на границі 

геомагнітного хвоста і для пояснення генерації УНЧ-

збурень на нічній стороні магнітосфери Землі.

Ключові слова: нестійкість Кельвіна — Гельмгольца, по-

здовжні та похилі МГД-моди, хвилі, нестискуване замаг-

нічене середовище, хвіст магнітосфери Землі.
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INSTABILITY OF KELVIN-HELMHOLTZ 

AND MAGNETOHYDRODYNAMIC MODES 

ON THE BOUNDARY OF GEOMAGNETIC TAIL

The paper focuses on the description of mathematical and 

theoretical methods for studying the longitudinal and oblique 

MHD modes generated by the solar wind, which are  localized 

near the boundary of the geomagnetic tail. On the contrary to 

the MHD modes propagating in the inner part of the Earth’s 

magnetic field, these modes have hardly been studied either 

theoretically or experimentally. It is shown that the problem 

of MHD oscillations on the boundary between two relatively 

moving plasma media is reduced to finding and studying the 

equation of small variations, as well as finding its boundary con-

ditions. We present the procedure for obtaining the dispersion 

equation for MHD modes localized on the boundary between 

moving and stationary plasma media. The analysis revealed that 

one of the eight possible MHD modes could be unstable due to 

the development of the Kelvin-Helmholtz instability for both 

weak and strong magnetic field. It is shown that oblique pertur-

bations propagating at an angle to the velocity vector of the me-

dium play a dominant role in the development of this instabili-

ty. Moreover, the generation of a large number of stable MHD 

modes at the plasma boundary can lead to the realization of a 

turbulent plasma state. The results of the work can be applied 

in the description of wave processes at the boundary of the ge-

omagnetic tail and in the explanation of the generation of ULF 

disturbances on the night side of the Earth’s magnetosphere.

Keywords: Kelvin-Helmholtz instability, longitudinal and 

oblique MHD modes, waves in a compressible magnetized 

medium, the tail of the Earth’s magnetosphere.




