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Ниже рассматривается задача оценивания коор-

динат неизвестных точечных наземных объектов 

(объектов привязки) в базисе, связанном с Зем-

лей, по результатам съемки с борта космическо-

го аппарата (КА). Съемка сопровождается счи-

тыванием показаний бортового звездного дат-

чика и аппаратуры потребителя GPS. Искомые 

координаты объекта привязки рассчитываются 

путем обработки первичной информации, вклю-

чающей изображение объекта на снимке, с по-

мощью соответствующих алгоритмов. Назван-

ная информация передается на Землю и обраба-

тывается стационарным компьютером. Cчитаем, 

что предполагаемое местонахождение объекта 

привязки известно с точностью, позволяющей 
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компланарности.

наводить оптическую ось камеры на окрестность 

этого объекта так, чтобы обеспечить захват объ-

екта полем зрения камеры и привязку с точнос-

тью порядка десятков метров.

Хорошо известен способ координатной при-

вязки, основанный на поиске точки пресечения 

линии визирования объекта привязки с матема-

тически представленной поверхностью, аппрок-

симирующей форму поверхности Земли [1, 3]. 

Его относительное неудобство связано с необхо-

димостью достаточно точного представления 

упомянутой поверхности и возможными слож-

ностями из-за рельефа местности. От этих недо-

статков свободен иной подход, определяющий 

местонахождение объекта привязки как точку 

пересечения двух или нескольких линий визи-

рования [4]. Сохраняет актуальность разработка © А. И. ТКАЧЕНКО, 2018

Дослідження Землі з космосу
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более совершенных методов и алгоритмов, поз-

воляющих повысить точность и надежность ко-

ординатной привязки. 

Цель этой работы — обоснование и исследо-

вание алгоритма координатной привязки назем-

ных объектов, основанного на условиях компла-

нарности трех векторов.

С точки зрения собственно привязки число 

объектов на снимке, подлежащих позициониро-

ванию, несущественно. Последующие рассужде-

ния проведем так, как если бы привязке подлежал 

единственный наземный объект — точка M.

Пусть объект привязки M в момент его съем-

ки камерой низкоорбитального КА находится 

на трассе полета или вблизи нее. В моменты ti, 

tk, когда камера выполняет снимки объекта M, 

поступает информация от звездного датчика и 

GPS. Введем также ортонормированные коор-

динатные базисы: базис K, связанный с каме-

рой, с началом в ее центре проекции — точке O ; 

базис E, связанный со звездным датчиком, ус-

ловно с тем же началом; базис J, геоцентриче-

ский, произвольным образом связанный с Зем-

лей. Представления трехмерных векторов в ка-

ком-либо из базисов отмечаем соответствую-

щими нижними индексами. Символом вида 

CQP обозначается матрица преобразования век-

тора из ортонормированного базиса P в орто-

нормированный базис Q. 

Таким образом, CJK = CJE CEK. Матрица CEK 

оценивается и уточняется с помощью процеду-

ры полетной геометрической калибровки, опи-

санной, например, в работе [5]. Матрица CJE 

рассчитывается по показаниям звездного датчи-

ка и бортового хронометра. Представление не-

известного геоцентрического радиуса-вектора 

точки  M в базисе J  обозначим Jr  = const; 

ki OO ,  — положения точки O  в моменты экспо-

нированя ki tt , ; RiJ, RkJ — геоцентрические ра-

диусы-векторы точек ki OO , , найденные по со-

общениям GPS. Направления MOi, MOk  воспро-

изводятся посредством нахождения соответ-

ствующих единичных векторов eiJ, ekJ  по сним-

кам, выполненным в моменты ki tt , , и преобра-

зований eiJ = CJK (ti) etK, ekJ  = CJK (tk) ekK с ис-

пользованием сответствующих значений CJK . 

Необходимо составить алгоритм преобразова-

ния перечисленной выше информации в оценку 

координат вектора Jr  с точностью порядка де-

сятков метров.

Исходя из фотограмметрического условия 

компланарности [2], констатирующего компла-

нарность векторов ,iJe  
ekJ и RiJ — RkJ, устанав-

ливаем

 
(RiJ – rJ

)T[(RiJ – RkJ
)  ekJ

] = 0.         (1)

Здесь учтена коллинеарность векторов iJe  и 
 

RiJ – rJ; индекс T  — символ транспонирования. 

Как иллюстрацию к (1) приводим рисунок, на 

котором EO  — центр Земли; прочие обозначе-

ния определены выше. Сочетая (1) с аналогич-

ным выражением — результатом симметричной 

перестановки индексов i  и k , получим два 

уравнения относительно вектора Jr :

[(eiJ
 + ekJ)  (RiJ – RkJ

)]TrJ
  = (eiJ

 + ekJ)T(RiJ  RkJ
),

(2)

[(eiJ
 – ekJ)  (RiJ – RkJ

)]TrJ
  = (eiJ

 – ekJ)T(RiJ  RkJ
).

Это уравнения измерений метода координат-

ной привязки, основанного на фотограмметри-

ческом условии компланарности. Решение сис-

темы уравнений (2), полученной из последова-

тельности не менее чем трех снимков, относи-

тельно Jr может обеспечить приемлемую точ-

ность оценивания координат объекта привязки. 

Система уравнений (2) решается методом на-

именьших квадратов. Судя по результатам моде-

Схема для вывода формул (2), (3)
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лирования, второе уравнение (2) не оказывает 

существенного влияния на точность оценивания 

вектора Jr  вследствие того, что векторы eiJ
 – ekJ  

и RiJ — RkJ  практически коллинеарны. В даль-

нейшем это второе уравнение игнорируется.

Узкое место алгоритма (2) проявляется, если в 

моменты экспонирования точка M  вместе с век-

тором Jr  находится в плоскости орбиты или вбли-

зи этой плоскости. При этом выражения в квад-

ратных скобках формул (2) определяют векторы, 

практически перпендикулярные к названной пло-

скости, и вектор Jr  оказывается слабо наблюдае-

мым. Конкретнее, слабо наблюдаемой является 

проекция вектора Jr  на плоскость орбиты.

Из факта компланарности векторов ,Jr  iJR  

и iJe , заметного на рисунке, следует

 

T

( ) 0
iJ iJ J
 e R r .                          (3)

Это дополнительное уравнение измерений. 

Оно влияет не на свободные члены нормальных 

уравнений метода наименьших квадратов, а лишь 

на матрицу коэффициентов системы нормальных 

уравнении, способствуя улучшению обусловлен-

ности последней и повышению точности коорди-

натной привязки.

Фактически вместо вектора eiJ доступна и учи-

тывается в (2), (3) его аппроксимация 
 

*
e

iJ iJ iJ
 e e  , 

где 
iJ iJ iJ

   e e ; 
T 3

1 2 3
[ , , ]

iJ
R      — век-

торная ошибка полетной калибровки [5], харак-

теризующая остаточное рассогласование бази-

сов Е и К; iJ = CJE(ti), const
E
 . Поэтому 

вместо (3) реализуется равенство (e*
iJ  RiJ)

T (rJ + rJ) = 

= 0, где rJ — ошибка координатной привязки, по-

рожденная неточностью полетной калибровки. 

Отсюда в первом приближении

 

T T

( ) ( ) ( )
iJ iJ J J iJ iJ iJ
    R e r r R e .         (4)

Если вектор 
T

321 ],,[ eeeiJ e  близок к верти-

кали, то |e
1
|  1, |e

2
|  1, 13 e . При этом коорди-

ната 3  вектора 
iJ
  не оказывает значительного 

влияния на правую часть уравнения (4). Исполь-

зуя свойства смешанного произведения векто-

ров, преобразуем (4) к виду

  
T T

( ) [ ( )]
iJ iJ J iJ iJ J iJ
    R e r e r R .          (5)

Правая часть уравнения (5) означает, что со-

ставляющая вектора iJ, перпендикулярная к 

плоскости векторов ,iJe ,iJR Jr  в момент экс-

понирования it , не влияет на ошибку Jr . Ле-

вая часть (5) позволяет судить, как положение 

точки M  относительно трассы полета в сеансе 

съемок влияет на наблюдаемость вектора Jr . 

Если точка M  в процессе съемок удалена от 

трассы, то упомянутая плоскость трех векторов 

и перпендикулярный ей вектор RiJ  eiJ
 суще-

ственно изменяют свое положение в земной си-

стеме координат при наведении оптической оси 

камеры на объект съемки, т. е. варьируют коэф-

фициенты при координатах вектора Jr  в (5). 

Напротив, если в моменты экспонирования точ-

ка M  находится в непосредственной близости 

от трассы, то плоскость трех векторов практиче-

ски совмещена с плоскостью орбиты и направ-

ление вектора RiJ  eiJ
  в земной системе коорди-

нат изменяется незначительно. Это явно осла-

бляет наблюдаемость ошибки Jr  по «измере-

ниям» (5) и снижает благоприятное влияние 

уравнений (3) на точность координатной при-

вязки.

Моделирование формул (2), (3) (далее — алго-

ритма (2) + (3)) выполнялось по аналогии с [4, 

5]. Воспроизводилось движение КА по около-

круговой солнечно-синхронной орбите высотой 

670 км. Один из базисных векторов базиса J был 

направлен по оси вращения Земли, два других 

находились в плоскости экватора. При 0
E
   

базисы E  и K  совмещены. Задавалось распо-

ложение «неизвестных» точечных наземних объ-

ектов на участке A, имеющем форму квадрата со 

стороной 5 км и находящемся в процессе съемок 

на трассе полета КА, и на таких же участках B и 

C, смещенных во время съемок относительно 

трассы на расстояния 100 и 300 км соответствен-

но. Съемка каждого участка производилась, ко-

гда он оказывался в поле зрения камеры. На ка-

ждом из участков 16 объектов привязки находятся 

в узлах равномерной квадратной сетки, ограни-

ченной периметром участка. 

Таким образом, каждая из координат объек-

тов одного участка в земном базисе образует 

4 4-матрицу. Объекты пронумерованы, как при-

нято в языке программирования Фортран: свер-

ху вниз в каждом столбце упомянутой матрицы 

с непрерывным продолжением нумерации в 
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следующем столбце. При съемках каждого 

участка ось чувствительности камеры наводи-

лась на окрестность соответствующего объекта 

№ 7, находящегося на пересечении второго столб-

ца и третьей строки матрицы координат. Ошиб-

ка наведения — случайная величина, равномер-

но распределенная в пределах ± 1200 м. Ошибки 

звездного датчика вводились как нормально 

распределенные случайные углы поворотов во-

круг двух направлений, перпендикулярных к оп-

тической оси датчика, и вокруг самой этой оси 

со средними квадратичными отклонениями 

5,5   и 21   соответственно. Синхронные пока-

зания трех звездных датчиков усреднялись, как в 

работе [5]. Размер пиксела камеры 9 . 10–6 м. 

Среднее квадратичное отклонение нормально 

распределенных случайных ошибок GPS — 3 м. 

Моделированию процесса координатной при-

вязки предшествовала полетная геометрическая 

калибровка системы «камера и звездный дат-

чик». При калибровке использовались изобра-

жения двух объектов с номерами 1 и 16 на сним-

ках каждого из участков A, B и C. Характеристики 

остаточных ошибок калибровки ,1 ,2 3  — 

математические ожидания ,1M ,2M 3M  и 

средние квадратичные отклонения ,1 ,2
3  в секундах дуги приведены в табл. 1.

Реализация алгоритма (2) + (3) выполнялась с 

использованием двенадцати снимков каждого 

из участков A, B и С с интервалом 7 с между пос-

ледовательными снимками и дополнительным 

промежутком в 18 с между шестым и седьмым 

экспонированиями. В процессе съемок тангаж 

КА изменялся от 30  при первом экспонирова-

нии до – 30 при последнем. При вычислениях 

по первой формуле (2) пары снимков комплек-

товались по правилу i = 1, ..., 11, k = i + 1, ..., 12. 

По результатам 100 вариантов моделирования 

рассчитывались в метрах характеристики ,XM
,YM ZM  — оценки математических ожиданий 

ошибок вычисления координат объектов в зем-

ном базисе J  — и ,X ,Y Z  — оценки сред-

них квадратичных отклонений тех же ошибок. 

В табл. 2 приведены значения ZYX  ,, , по-

лученные при моделировании алгоритма (2) + 

+ (3). Данные представлены в матричной форме 

для участка B и участка C. Абсолютные значения  

MX, MY, MZ для точек участков A и B не превыша-

ли 15 м. Поскольку размеры участков A, B и C 

относительно невелики, различия точностей 

привязки точек одного участка незначительны, 

хотя тенденция к снижению точности привязки 

объектов, удаленных от точки № 7, заметна.

В табл. 3 первая строка результатов показыва-

ет статистические характеристики точности ко-

ординатной привязки объекта № 7 участка A при 

использовании алгоритма (2) + (3). Характерис-

тики точности привязки других объектов участ-

ка A близки к соответствующим характеристи-

кам точки № 7. Для сравнения во второй строке 

Таблица 1. Характеристики остаточных 
ошибок калибровки

M
01

M
02

M
03 1 2 3

3.6 –0.4 –3.5 8.3 3.5 264

Таблица 2. Ошибки координатной привязки 
по формулам (2), (3)

XYZ Участок B Участок C

X , м  8.6   8.1   7.7   7.8

 7.9   7.7   7.2   7.4

 7.7   7.2   7.1   7.3

 7.7   7.4   7.4   7.7

36.9  36.3  35.6  35.5

36.3  36.0  35.5  35.2

36.2  35.5  35.3  35.1

36.0  35.7  35.4  35.4

Y , м 15.2  14.4  14.3  14.6

15.4  14.6  14.4  15.1

15.5  14.9  14.8  15.5

15.9  15.1  15.3  15.8

12.7  12.4  12.2  12.3

12.7  12.5  12.1  12.4

12.9  12.6  12.6  12.5

13.0  12.7  12.6  12.7

Z , м 32.4  32.3  32.4  32.4

32.1  32.1  31.8  32.0

31.8  31.7  31.6  31.6

31.8  31.7  31.7  31.6

18.2  18.0  18.9  19.6

18.0  17.8  18.3  19.2

18.3  17.6  17.8  18.3

18.5  17.9  17.8  18.0

Таблица 3. Точность координатной привязки 
объекта № 7 участка A

Алгоритм
XM YM ZM X Y Z

(2) + (3) 3 –1.5 15.2 22.0 33.0 36.8

(6) 0.3 –5.3 12.1 7.2 14.6 31.9
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результатов даны характеристики точности ко-

ординатной привязки того же объекта с помо-

щью алгоритма, основанного на фотограммет-

рическом условии коллинеарности:

 
eiJ 


 
rJ

  = eiJ
 
  RiJ.                       (6)

Видно, насколько алгоритм (6) более точен 

при координатной привязке объектов, близких к 

трассе полета КА, чем алгоритм (2) + (3). Харак-

теристики же точности координатной привязки 

объектов на участках B и C, удаленных от трассы 

полета, при реализации алгоритмов (2) + (3) или 

(6) оказались практически одинаковыми. Отме-

тим, что формулы (2) можно вывести из уравне-

ния (6), если предварительно обе части послед-

него умножить скалярно на RkJ
 = rJ. Естествен-

но, при этом наблюдаемость вектора rJ  по мень-

шей мере не улучшается.

Таким образом, в целом алгоритм (2) + (3) ме-

нее приемлем для координатной привязки на-

земных объектов по сравнению с иными алго-

ритмами подобного назначения. Тем не менее 

алгоритм (2) + (3) позволяет успешно выполнить 

координатную привязку объектов, удаленных в 

процессе съемок от трассы полета не меньше 

чем на 20...30 км.

В дальнейшем предвидится разработка мето-

дик и алгоритмов координатной привязки, об-

ладающих свойствами усиленной сходимости по 

отношению к начальным ошибкам.
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України, Київ, Україна

КООРДИНАТНА ПРИВ’ЯЗКА НАЗЕМНИХ 

ОБ’ЄКТІВ НА ОСНОВІ УМОВ КОМПЛАНАРНОСТІ

Розглядається задача координатної прив’язки невідомих 

наземних об’єктів як важливий аспект дистанційного 

зондування Землі з космосу. Для розв’язання згаданої 

задачі залучається бортова оптико-електронна система 

космічного апарата. Координатна прив’язка включає 

польотний етап — зйомку об’єктів з орбіти — і наземний 

етап — обробку знімків, переданих на Землю разом із 

синхронно отриманими показами зоряного давача і апа-

ратури споживача GPS. Для обробки космічних знімків і 

супровідних даних мають бути розроблені спеціальні об-

числювальні алгоритми. Мета пропонованої робо-

ти — конструювання нових оригінальних алгоритмів 

координатної прив’язки. Такі алгоритми належить до-

слідити та порівняти зі створеними раніше методами 

аналогічного призначення. Запропонований тут алго-

ритм використовує два типи рівнянь вимірювання. Пер-

ший з цих типів — традиційна фотограмметрична умова 

компланарності. Другий тип рівнянь пов’язаний з комп-

ланарністю лінії візування об’єкта прив’язки, геоцен-

тричного радіуса-вектора згаданого об’єкта і геоцен-

тричного радіуса-вектора космічного апарата. Йдеться 

про те, що попередньо вказане розташування об’єкта коор-

динатної прив’язки відоме з точністю порядку 1—2 км або 

сотень метрів. Це дозволяє спрямувати оптичну вісь ка-

мери на окіл об’єкта координатної прив’язки так, щоб 

забезпечити захоплення цього об’єкта полем зору каме-
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ри і прив’язку з точністю на рівні десятків метрів. При 

застосуванні поданого алгоритму до координатної при-

в’язки об’єкта, розташованого на трасі польоту косміч-

ного апарата, геоцентричний радіус-вектор такого об’єк-

та є слабко спостережуваним. Комп’ютерне моделю-

вання показало задовільну точність запропонованого 

алгоритму для позиціювання об’єктів, розташова-

них відносно траси космічного апарата далі, ніж на 

20...30 кілометрів вбік.

Ключові слова: космічний апарат, координатна прив’язка, 

зоряний давач, камера, об’єкт прив’язки, умова компла-

нарності.
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A GEO-REFERENCING 

OF THE TERRESTRIAL OBJECTS ON THE BASIS 

OF COPLANARITY CONDITIONS

The problem of the geo-referencing of unknown terrestrial 

objects as an important aspect of remote sensing of the Earth 

from the space is considered. Onboard optical-electronic sys-

tem of the low-Earth spacecraft is used for resolving the 

above-mentioned problem. The geo-referencing includes the 

flight stage as the shooting of objects from the orbit and the 

ground stage as the processing of images transmitted to the 

ground altogether with the synchronously received indica-

tions of the star tracker and the equipment of GPS customer. 

Special computer algorithms should be elaborated for pro-

cessing of the space snapshots and accompanying data. The 

purpose of proposed work is to construct new original algo-

rithm for geo-referencing. Such an algorithm should be inves-

tigated and compared with the formerly developed methods of 

analogous destination. Two types of measuring equations are 

exploited in the construction of the proposed geo-referencing 

algorithm. The first of these types is the traditional photo-

grammetric coplanarity condition. The second one is associ-

ated with coplanarity of the geo-referencing object’s line of 

sight, geocentric position vector of the above-mentioned ob-

ject and geocentric position vector of the spacecraft. It is sup-

posed that the preliminarily pointed location of the geo-refer-

encing object is known with accuracy of the order of 1...2 km 

or hundreds of meters. This allows us to direct the camera’s 

optical axis to the vicinity of the geo-referencing object in 

such a way that to be ensured that this object is captured by the 

field of view of the camera and the geo-referencing has accu-

racy of the order of tens of meters. While presented algoritm is 

applied to the geo-referencing of an object lying upon the 

spacecraft’s flight trace, a geocentric position vector of such 

an object is weakly observable. Computer simulation had 

demonstrated satisfactory accuracy of proposed geo-referenc-

ing algorithms for positioning of objects which had lying 

further than 20…30 kilometers aside the spacecraft trace.

Keywords: spacecraft, geo-referencing, star tracker, camera, 

object of geo-referencing, coplanarity condition.




