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Введение. Математический аппарат кватернио-

нов находит применение в программно-матема-

тическом обеспечении систем навигации и уп-

равления многими подвижными объектами, и в 

первую очередь объектами аэрокосмического 

профиля и морского флота. Их преимущества по 

сравнению с углами Крылова — Эйлера подроб-

но изложены в монографии [3]. Число публика-

ций, посвященных применению кватернионов в 

различных задачах управления, постоянно воз-
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растает. Отметим здесь лишь работы, содержа-

ния которых в той или иной мере посвящены 

исследованию устойчивости систем управления 

ориентацией и наиболее близки к содержанию 

данной статьи [6, 20, 25—27, 34]. 

Исследование задач управления угловым 

движением твердого тела при его описании 

дифференциальными уравнениями, вектор со-

стояния которых составлен из компонентов 

кватернионов – параметров Эйлера — Родрига — 

Гамильтона (ЭРГ), имеет следующие особен-

ности. Первая из них состоит в том, что одной и © В. В. ВОЛОСОВ, В. Н. ШЕВЧЕНКО, 2018
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той же его ориентации соответствуют два ква-

терниона и соответственно два вектора состоя-

ния (ВС), отличающиеся друг от друга только 

знаками своих компонентов. Учет этой особен-

ности был частично рассмотрен в работах [25, 

26]. Второй особенностью является наличие у 

дифференциальных уравнений интеграла дви-

жения – сохранения нормы ВС. Вследствие 

этого никакие решения уравнений не могут 

быть асимптотически устойчивыми по Ляпуно-

ву. Они могут иметь форму устойчивости, назы-

ваемую условной асимптотической устойчивос-

тью или устойчивостью на многообразиях [17, 

22, 29]. Обе эти особенности впервые отмеча-

лись в работе [12]. Настоящая работа является 

ее дальнейшим развитием. 

Математические модели управляемого углово-
го движения орбитального космического аппара-
та. Постановка задачи исследования. Для форму-

лировки постановки задачи и ее последующего 

решения будем использовать следующие пра-

вые ортогональные системы координат: связан-

ную систему координат (ССК) O x yz  с началом 

в точке O  — центре масс космического аппара-

та (КА), рассматриваемого как твердое тело, и 

орбитальную систему координат (ОСК) 
0 0 0

O x y z . 

Следуя [28], примем, что ось 
0

O y  направлена 

по текущему радиусу-вектору с началом в цент-

ре Земли (местной вертикали). Ось 
0

O x  распо-

ложена в плоскости орбиты с положительным 

направлением в сторону движения КА. Предпо-

лагается, что орбита КА является круговой, при 

этом ОСК вращается относительно инерциаль-

ного пространства (относительно инерциаль-

ной системы координат (ИСК)) с постоянной 

угловой скоростью ∗ω  (орбитальной угловой 

скоростью), проекции которой на ее же оси 

имеют вид 
T

3
(0, 0, )∗ ∗ω = ω , 

3

3
/ R∗ω = − μ  [1], 

где 398600.4μ =  км3/с2 — гравитационная пос-

тоянная Земли, R  — радиус орбиты. Символом 

T  здесь и далее обозначается операция транс-

понирования. В качестве ИСК можно, напри-

мер, выбрать ОСК, «остановленную» в некото-

рый момент времени t t∗= .

Под ориентацией КА понимается ориента-

ция ССК относительно ОСК, в частности отно-

сительно ИСК. В качестве параметров ориента-

ции здесь используются компоненты кватерни-

онов, равные параметрам ЭРГ. 

Математическая модель управляемого угло-

вого движения КА с учетом [3, 11—13] может 

быть записана в виде 

2 ( ) , ( )B S ∗Λ = Λ ω ω = ω − Λ ω ,            (1)

C g
J M M Jω = + − ω ω .                   (2)

где 
T

1 2 3
( , , )ω = ω ω ω  — вектор угловой скорости 

КА (ССК) относительно ИСК, заданный проек-

циями 
j

ω , j = 1, 2, 3 на оси ССК, ( )S ∗ω = ω − Λ ω  — 

вектор угловой скорости КА относительно ОСК, 

заданный проекциями на ССК, J  — симметри-

ческая положительно определенная матрица 
T

0J J=  представления тензора инерции КА 

относительно центра масс O  в ССК, удовлетво-

ряющая условиям физической реализуемости 

[4]; 
C

M  и 
g

M  — искомый момент управления и 

гравитационный момент с проекциями на оси 

ССК соответственно. 

В уравнении (1) под символом Λ  понимает-

ся элемент 4-мерного эвклидова векторного 

пространства 
4 4
,R RΛ∈ . Рассматривается слу-

чай, когда вектор 
T T T

0 1 2 3
( , ), ( , , )Λ = λ λ λ = λ λ λ  

состоит из компонентов нормированного ква-

терниона (параметров ЭРГ). При этом 

0
cos( / 2)λ = ϑ , sin( / 2)

i i
λ = γ ϑ , i = 1, 2, 3, где 

i
γ  — 

направляющие косинусы мгновенной оси вра-

щения ССК O x yz  относительно ОСК 
0 0 0

O x y z  

с их координатными осями (
2 2 2

1 2 3
1γ + γ + γ = ), 

2
1Λ =  [3, 5], ϑ  — угол поворота ССК относи-

тельно ОСК вокруг этой оси, S(Λ) — ортого-

нальная матрица 
1 T
( ) ( )S S− Λ = Λ  направляющих 

косинусов осей ССК с осями ОСК, 
1 0

( )Z S Z= Λ , 

где 
0

Z  и 
1

Z  — векторы проекций произвольно-

го вектора Z  на оси ОСК и ССК соответствен-

но. С учетом [3, 7] матрица S(Λ) приводится к 

виду 

S(Λ)
 

{ }1 2 3 3 0
( ), ( ), ( ) 2 2s s s I= Λ Λ Λ = − λ λ + λ λ ,  (3)

где 
3

I  — единичная матрица, под символом λ  

понимается кососимметричная (
Tλ = −λ ) мат-

рица

3 2

3 1

2 1

0

0

0

−λ λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ = λ −λ⎜ ⎟
⎜ ⎟−λ λ⎝ ⎠

, rank 2 0λ = ∀ λ ≠ .
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Тогда

( )S Λ =

 

2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2

1 2 0 3 0 2 1 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 0 3 1 2

2( ) 2( )

2( ) 2( )

2( ) 2( )

⎛ ⎞λ + λ − λ − λ λ λ + λ λ λ λ − λ λ
⎜ ⎟

= λ λ − λ λ λ + λ − λ − λ λ λ + λ λ⎜ ⎟
⎜ ⎟λ λ + λ λ λ λ − λ λ λ + λ − λ − λ⎝ ⎠

. (4)

Заметим, что, вообще говоря, на КА действует 

еще возмущающий момент 
P

M  аэродинами-

ческих сил и солнечного давления. Однако их 

учет привел бы к ненужному здесь загроможде-

нию изложения. Поэтому момент 
P

M  в правой 

части уравнения (2) опущен. Согласно [2, 28], 

формулу для вычисления гравитационного мо-

мента можно представить в виде

2

2 2 3 2 23
3 ( ) ( ) 3 ( ) ( )

g
M s Js s Js

R
∗

μ
= Λ Λ = ω Λ Λ ,      (5)

где 
2
( )s Λ  — кососимметричная матрица векто-

ра-столбца 
2
( )s Λ матрицы ( )S Λ . 

Обозначению ( )B Λ соответствует 4 × 3-мат-

рица полного ранга

 

T

0 3

( )B
I

⎛ ⎞−λ
Λ = ⎜ ⎟

λ + λ⎝ ⎠
,                       (6)

rank ( ) 3 0B Λ = ∀ Λ ≠ .

Заметим, что кинематическое уравнение углово-

го движения КА наряду с видом (1) может быть 

представлено в виде

0.5A( , ) ,∗Λ = ω ω Λ                     (7)

где A( , )∗ω ω  — кососимметрическая матрица

T
A( , ) ( , )A∗ ∗ω ω = − ω ω =

T
0 ( )

( ) ( )

∗

∗ ∗

⎛ ⎞− ω− ω
⎜ ⎟

ω− ω − ω+ ω⎝ ⎠
.

Сделаем необходимое для последующего из-

ложения замечание об одном свойстве решений 

уравнения (1) [12]. Вычисляя производную функ-

ции 
2TΛ Λ = Λ , в силу уравнения (1) убеждаем-

ся, что она тождественно равна нулю. Поэтому 

уравнение (1) имеет первый интеграл ( )t cΛ ≡ , 

где 0c ≠  — произвольное положительное чис-

ло. Ему соответствует семейство концентричес-

ких сфер с центром в 0Λ = , радиусы которых 

определяются нормой 
0

( )tΛ  начальных усло-

вий решений уравнения (1) и не зависят от угло-

вых скоростей ω , а следовательно, и от управ-

лений 
C

M  в уравнении (2). Из семейства сфер 

параметрам ЭРГ ( ),
j

tλ  j = 0, 1, 2, 3 соответству-

ет только сфера единичного радиуса 1Λ = .

Из формулы (3) непосредственно видно, что 

заданием вектора параметров ЭРГ 
S

Λ = Λ  пол-

ностью определяется матрица направляющих 

косинусов ( )
S

S Λ , т. е. ориентация КА относи-

тельно ОСК. При этом одной и той же матрице 

( )
S

S Λ , а следовательно, одной и той же ориента-

ции КА соответствуют два значения вектора па-

раметров ориентации 
S

Λ = ±Λ . Случаю совме-

щения осей ССК с осями ОСК ϑ  = 0° и ϑ = 360°, 

при котором 
3

( )
S

S IΛ = , соответствуют векторы 

( 1, 0, 0, 0)
S

Λ = ± .

Уравнения (1), (2) математической модели уг-

лового движения КА при заданном моменте уп-

равления 
C

M  полностью определяют эволюцию 

его ориентации относительно опорной системы 

координат, а именно ОСК или, в частности, 

ИСК, если в (1) формально положить 0∗ω = .

Поставим задачу синтеза управления 

( , , )
C S

M Λ ω Λ  такого, что при произвольном на-

чальном   состоянии 
0 0

( ),tΛ = Λ  
0

1Λ = , 
0 0

( )tω = ω  

реализуется достижение и стабилизация произ-

вольной ориентации, заданной матрицей ( )
S

S Λ , 

т. е. ( ( )) ( ) 0,
S

S t SΛ − Λ →  ( ) 0
S

tω − ω →  при 

t → ∞ . Заметим, что в зависимости от началь-

ных условий при этом могут реализоваться слу-

чаи ( )
S

tΛ → Λ  или ( )
S

tΛ → −Λ . 

Под символом 
S

ω  понимается установивше-

еся значение угловой скорости КА, соответству-

ющее его постоянной ориентации ( )
S

tΛ ≡ Λ , 

при которой в уравнении (1) ( ) 0tΛ = . При этом 

для отыскания значения 
S

ω  получаем систему 

уравнений ( )[ ( ) ] 0
S S S

B S ∗Λ ω − Λ ω = . Так как 

( )B Λ  — матрица полного ранга, то эта перео-

пределенная система четырех уравнений отно-

сительно вектора 
S

ω  совместная и имеет единст-

венное решение ( )
S S

S ∗ω = Λ ω .

Заметим, что в постановке задачи речь идет 

не об асимптотической устойчивости решений 

дифференциальных уравнений в смысле клас-

сических определений [19, 21]. В отличие от 

этих определений в постановке задачи рассмат-

риваются не произвольные начальные условия 
4

0
RΛ ∈ , а начальные условия 

0
Λ , расположен-

ные на сфере единичного радиуса Λ  = 1. Для 

характеристики свойств решений дифференци-

альных уравнений при начальных условиях, 

расположенных на некоторых многообразиях 
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их фазовых пространств, используется понятие 

условной асимптотической устойчивости [17, 

22, 29]. В соответствии с этим в дальнейшем под 

устойчивостью подразумевается условная асимп-

тотическая устойчивость, т. е. устойчивость на 

многообразии 1Λ = .

Решение задачи. Найдем алгоритмы управле-

ния, реализующие достижение произвольной 

установившейся ориентации КА ( )
S

S Λ  относи-

тельно ИСК при его произвольном начальном 

состоянии 
0

( ) 1tΛ = , 
3

0
( )t Rω ∈ . Предваритель-

но напомним, что одной и той же ориентации 

КА соответствуют кватернионы 
S

±Λ , так как 

( ) ( )
S S

S SΛ = −Λ . 

Введем в фазовом пространстве системы 

уравнений (1), (2) при 0∗ω =  множество 

{ }1
, : , , 1, 0

S S S S
Ω = Λ ω Λ = Λ Λ = −Λ Λ = ω = ω = ,(8)

соответствующее установившейся произвольно 

заданной ориентации КА ( )
S

S Λ  = ( )
S

S −Λ  от-

носительно ИСК, и выберем функцию Ляпуно-

ва (ФЛ) в виде

T 2 T

1
( , ) [(| | 1) ( ) ]

S S S
V P I PΛ ω = α Λ Λ − + Λ − Λ +

+
T

0.5 ,J+ ω ω                                 (9)

где 0α >  и 
T 1 T T

( )
S S S S S S S

P −= Λ Λ Λ Λ = Λ Λ  — опера-

тор ортогонального проектирования векторов 

Λ  на подпространство (прямую), порожденное 

вектором 
S

Λ  [8, 14]. Эта функция положитель-

но определена относительно множества 
1

Ω : 

1
( , ) 0V Λ ω =  при 

1
,Λ ω∈Ω  и 

1
( , ) 0V Λ ω >  при 

1
, .Λ ω∉Ω  Нетрудно убедиться, что выражение в 

квадратных скобках в (9) представляет собой 

квадрат наименьшего расстояния от произволь-

ной точки Λ  до точек 
S

±Λ . Отметим также, что 

ФЛ (9) — негладкая функция по переменной Λ . 

Негладкие ФЛ использовались в работе [32] для 

исследования устойчивости решений диффе-

ренциальных уравнений. Там же приведено 

обобщение понятия производных для таких 

функций. В частности, для обобщенной произ-

водной от ( )x t  приводится формула

( ) ( )
sign ,

d x t dx t
x

dt dt
=                    (10)

в которой условимся считать, что sign 1x =  при 

0x ≥  и sign 1x = −  при 0x < . Негладкая ФЛ,
 
со-

держащая 
0

,λ  использовалась для синтеза ал-

горитма управления ориентацией КА относи-

тельно ИСК в [26], являющегося частным слу-

чаем 
S

Λ  = (±1, 0, 0, 0) рассматриваемой здесь 

общей постановки задачи 
T

1
S S

Λ Λ = . Краткая 

библиография работ, в которых используются 

негладкие ФЛ, содержится в работе [31]. 

Производная согласно [32] от ФЛ (9), вычис-

ленная по уравнениям (1), (2) с использованием 

формулы (10), имеет вид

T T T

1
( , ) [ ( ) sign( )

S S
V BΛ ω = ω −α Λ Λ Λ Λ +

]
C g

M M J+ + − ω ω .                      (11)

Выберем момент управления 
T T

( ) sign( )
C S S g

M B M J K= α Λ Λ Λ Λ − + ρω ω− ω , (12)

где ρ  — коэффициент компенсации гироскопи-

ческого момента Jω ω , [0,1]ρ∈ ; K  — симметрич-

ная положительно определенная матрица 
T

0K K= . При этом 
1
( , )V Λ ω  =  

TK−ω ω  — отри-

цательная знакопостоянная функция переменных 

,Λ ω , причем множество { , : 0, }
S

N = ω Λ ω = Λ ≠ ±Λ , 

на котором 
1
( , )V Λ ω  = 0, не содержит целых траек-

торий системы уравнений (1), (2), так как при этом 
T T

( ) sign 0
S S

J Bω = α Λ Λ Λ Λ ≠ . Поэтому из дополне-

ния Барбашина — Красовского к теореме об асим-

птотической устойчивости [21] следует, что мно-

жество 
1

Ω  условно асимптотически устойчиво. 

Заметим, что в алгоритме управления вместо 

постоянной матрицы K может использоваться 

симметричная матрица ( , )K Λ ω , удовлетворяю-

щая условию 
T
[ ( , ) ] 0 ,K Kω Λ ω − ω ≥ ∀Λ ω .

Сопоставим свойства полученного алгорит-

ма управления ориентацией (12) и свойства ал-

горитма из работы [6], основанного на непос-

редственном использовании прямого метода 

Ляпунова исследования устойчивости решений 

дифференциальных уравнений. Для полноты и 

наглядности сопоставления кратко воспроизве-

дем соответствующий фрагмент из работы [6], 

где рассматривалась задача синтеза алгоритма 

управления ориентацией КА относительно ИСК 

при заданной ориентации 
S

Λ  = (1, 0, 0, 0) (в ис-

пользуемых тут обозначениях). В работе [6] вы-

биралась ФЛ вида 
T T

0
( , ) ( ) ( ) 0.5 ,

S S
V JΛ ω = α Λ − Λ Λ − Λ + ω ω  

  (13)
S

Λ  = (1, 0, 0, 0).
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В отличие от ФЛ 
1
( , )V Λ ω , положительно оп-

ределенной относительно множества 
1

Ω  из (8), 

ФЛ 
0
( , )V Λ ω  положительно определена относи-

тельно решения ( )
S

tΛ ≡ Λ , ( ) 0tω ≡  системы 

уравнений (1), (2), т. е. «одноточечного» мно-

жества 
S

Λ = Λ , 0ω =  ее фазового пространства. 

Проделав выкладки, аналогичные для ФЛ 

1
( , )V Λ ω , получим для рассматриваемого в рабо-

те [6] значения 
S

Λ  = (1, 0, 0, 0) управление

C g
M M J K= −αλ − + ρω ω− ω .          (14)

Полученные результаты сформулируем в 

следующем утверждении.

Утверждение 1. При произвольных началь-

ных условиях 
0 0

( )tΛ = Λ , 
0 0

( )tω = ω , 
0

1Λ =  и 

произвольных 
S

Λ , 1
S

Λ = , управление 
C

M  в 

виде (12) обеспечивает получение заданных 

свойств устойчивости решений уравнений (1), 

(2) ( ( )) ( ) 0
S

S t SΛ − Λ → , ( ) 0tω → при t → ∞ , 

т. е. достижение и стабилизацию произвольной 

заданной матрицей ( )
S

S Λ ориентации КА отно-

сительно ИСК.

Для решения задачи синтеза управления 

ориентацией КА относительно ОСК по анало-

гии c [3, 9] проведем ее декомпозицию на кине-

матическую и динамическую задачи. При этом в 

кинематической задаче угловая скорость ω  в 

уравнении (1) рассматривается как управление. 

Введем в рассмотрение «двухточечное» мно-

жество 

{ }2
: , , 1

S S S
Ω = Λ Λ = Λ Λ = −Λ Λ =     (15)

и выберем «кинематическую» ФЛ

T
( ) ( )

C S
V I PΛ = Λ − Λ .                  (16)

Функция ( ) 0
C

V Λ =  при 
S

Λ = ±Λ , ( ) 0
C

V Λ >  

при 
S

Λ ≠ ±Λ , т. е. является положительно опре-

деленной относительно множества 
2

Ω . Произ-

водная ФЛ (16) в силу уравнения (1)

T T
( ( ) ) ( )( )

C S
V S B P∗= ω− Λ ω Λ Λ − Λ =

T T
( ( ) ) ( )

S
S B P∗= − ω− Λ ω Λ Λ .           (17)

Полагая в (17) «управление» 
C

ω  в виде 

T
( ) ( )

C S
S B P∗ω = Λ ω + Λ Λ ,           (18)

получим 
T T

( ) ( ) ( )
C S S

V P B B PΛ = −Λ Λ Λ Λ =
T

4
( )

S S
P I P PΛ= −Λ − Λ ,                 (19)

где 
T 1 T T

( )P −
Λ = Λ Λ Λ Λ = ΛΛ  ⎯ оператор проекти-

рования на подпространство, образованное век-

тором Λ , а 
4

( )I PΛ−  — оператор проектирования 

на подпространство, ортогональное вектору Λ  

[8, 14]. Нетрудно убедиться, что производная ФЛ 

( ) 0
C

V Λ =  при 
S

Λ = ±Λ  и ( ) 0
C S

V Λ < ∀Λ ≠ ±Λ , т. е. 

является функцией, отрицательно определенной 

относительно множества 
2

Ω . Поэтому ФЛ ( )
C

V Λ  

монотонно убывает 
2
,∀Λ∉Ω  1Λ =  и множест-

во 
2

Ω  системы (1) при «управлении» (18) услов-

но асимптотически устойчиво [19, 24].

Соотношением (18) в фазовом пространстве 

,Λ ω  системы (1), (2) определяется многомерная 

поверхность ( )
C

ω = ω Λ  [18], двигаясь по кото-

рой изображающая точка в асимптотике придет 

к требуемому положению ( )
S S

S ∗ω = Λ ω , 
S

Λ = Λ  

или 
S

Λ = −Λ , т. е. к требуемой ориентации, од-

нозначно определяемой матрицей ( )
S

S Λ .

Найдем теперь управляющий момент 
C

M , 

при котором может реализоваться «управление» 

(18), для чего выберем «динамическую» ФЛ

T
( , ) 0.5( ) ( )

d C C
V Jω Λ = ω− ω ω− ω ,          (20)

где 
C

ω  определяется формулой (18). Дифферен-

цируя ФЛ, в силу системы (1), (2) находим

T
( , ) ( ) ( )

d C C G C
V M M J Jω Λ = ω− ω + − ω ω− ω .  (21)

Полагая в (21) управляющий момент

1
( )

C g C C
M M J J J−= − + ω ω+ ω − τ ω− ω ,    (22)

получим
1 T 1
( ) ( )

d C C d
V J V− −= −τ ω− ω ω− ω = −τ ,    (23)

0
d d

V Vτ + = .                             (24)

Из (24) с учетом (23) непосредственно следу-

ет, что 0
C

ω− ω →  при t → ∞ , а следовательно, 

уменьшается и ФЛ (16). Этот же результат можно 

получить и иначе. Подставив значение 
C

M  из 

(22) в уравнение (2), получим 0,
C

τσ + σ = σ = ω− ω , 

из которого также следует, что 0
C

ω− ω → . За-

метим, что пренебрегая в алгоритме (22) слагае-

мым 
C

Jω , отсюда непосредственно получаем 

C
τω+ ω = ω . Это уравнение с точностью до при-
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нятых тут предположений и обозначений совпа-

дает с уравнением (5) из работы [30], в которой 

исследуются алгоритмы управления ориентаций 

орбитального комплекса «Мир».

Для завершения решения задачи нужно най-

ти значение производной 
C

ω , входящей в (22). 

Формула (18) может быть представлена в виде
T T

( ) ( )
C S S

S B∗ω = Λ ω + Λ Λ Λ Λ .        (25)

Из (25) последовательно получаем

[ ( ) ( ) ]
C

S S B∗ ∗ω = −ω Λ + Λ ω ω −
T T T

( )[ ]
S S S

B− Λ ΛΛ Λ + ΛΛ Λ ,              (26)

где ( , )
C

fω = ω Λ ,

T T
( , ) ( ) 0.5 ( ) [ ( )

S S
f S B B∗ω Λ = −ω Λ ω − Λ ⋅ Λ ωΛ Λ +

T
( ) ]

S
B+ ΛΛ Λ ω , ( )S ∗ω = ω − Λ ω .

При получении формулы (26) использовалось 

легко непосредственно проверяемое равенство 
T T

( ) ( )
S S

B BΛ Λ = − Λ Λ  и известное обобщенное урав-

нение Пуассона для производной матрицы направля-

ющих косинусов ( ) ( ) ( )S S S ∗Λ = −ω Λ + Λ ω
 
[23]. 

В итоге получаем следующий результат. 

Утверждение 2. При произвольных началь-

ных условиях
0
,Λ  

0
,ω  

0
1Λ =  и 

S
Λ , 1

S
Λ =  уп-

равление 
C

M  в виде (22) с учетом (18), (26) обес-

печивает достижение и стабилизацию заданной 

ориентации КА относительно ОСК, однознач-

но определяемой матрицей ( )
S

S Λ .

Очевидно, что при 0∗ω =  в уравнениях (1), 

(2) управление (22) обеспечивает достижение и 

стабилизацию заданной ориентации КА отно-

сительно ИСК.

Техническая реализация предложенных алго-

ритмов формирования управляющих моментов 

C
M  может быть осуществлена с помощью про-

извольных гиросиловых систем с непосредствен-

ным использованием способов, предложенных, 

например, в [10]. 

Компьютерное моделирование. Эффектив-

ность полученных алгоритмов управления ил-

люстрируется результатами компьютерного мо-

делирования процессов ориентации. Матрица 

инерции полагалась равной J = diag{40, 20, 40}. 

Интегрирование уравнений (1), (2) выполня-

лось методом Рунге—Кутта с шагом tΔ = 0.05 с. 

Был выполнен эксперимент по сопоставле-

нию предложенного алгоритма (12) с алгорит-

мом (14) из работы [6] при параметрах алгорит-

мов α = 5, K = diag{30, 30, 30, 30}, 1ρ =  и на-

чальных условиях при 
0

0t = , 
T

0
( )tω  = (0, 0, 0), 

T

0
( )tΛ  = ( 3 / 2− , 0, 0, 1/2). Начальное условие 

T

0
( )tΛ  соответствует совпадению осей Oz  и 

0
Oz  

ССК и ИСК и отклонению оси Ox  от 
0

Ox  на 

угол 
0

( )tϑ = 300°, (
0 0
( )tλ  = 

0
cos( ( ) / 2)tϑ  = 3 / 2− , 

3 0
( )tλ  = 

0
sin( ( ) / 2)tϑ  = 1/2). Рассматривался 

случай совмещения осей ССК с осями ИСК. 

При этом установившаяся ориентация КА для 

алгоритма (14) определялось вектором 
T

S
Λ , а для 

алгоритма (12) матрицей 
3

( )
S

S IΛ = . 

На рис. 1 показаны переходные процессы ус-

тановления ориентации по углам ( )tϑ и угловым 

скоростям ( )tω . При этом текущие значения 

( )tϑ  определялись по полученным значениям 

0
( )tλ  = cos( ( ) / 2)tϑ , 

3
( )tλ  = sin( ( ) / 2)tϑ  с ис-

пользованием обратных тригонометрических 

функций.

Алгоритму (12) соответствуют сплошные ли-

нии, алгоритму (14) — пунктирные. Видно, что 

предложенный алгоритм (12) реализует установ-

ление заданной ориентации, т. е. совмещение ССК 

с ИСК по кратчайшему пути — поворот от 300° на 

θ,
 г

р
а

д
ω

, 
гр

а
д

/c

300

400

200

100

0
a

б

2

4

0

–2

–4

–6

–8

200 40 60 80 t, c

Рис. 1. Переходный процесс установления ориентации: а — по 

углу ϑ, б  — по угловой скорости 3
( ) 0tω →
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60° до ϑ  = 360°, 
TΛ = (–1, 0, 0, 0). Алгоритм (14) 

выполняет поворот на 300  до ϑ = 0°, 
TΛ = (1, 0, 0, 

0). Напомним, что одной и той же ориентации со-

ответствуют кватернионы Λ  и −Λ . 

Свойства алгоритмов (12) и (14) наглядно ил-

люстрируются топологиями фазовых траекторий 

систем (1), (2), приведенными на рис. 2, а, б. 

Здесь показаны сечения поверхностей уровней 

ФЛ 
1
( , )V Λ ω  (9), 

0
( , )V Λ ω

  
(13)  и интегрального  мно-

гообразия M  системы (1), (2) — цилиндрической по-

верхности 
  

{ }2 2

0 3 3 0 3 3
, , : 1,M = λ λ ω λ + λ = − ∞ < ω < ∞  

плоскостью 
3

0ω = . Стрелками показаны направле-

ния движения, соответствующие убыванию ФЛ. На 

рис. 2, а стрелки в зависимости от начальной ориен-

тации 
0

( ) 1tΛ =  указывают направления кратчай-

шего движения к требуемой установившейся ориен-

тации 
3

( )
S

S IΛ = , при которой 
S

Λ = (1, 0, 0, 0) или 

S
Λ = (–1, 0, 0, 0). Стрелки на рис. 2, б иллюстрируют, 

что при алгоритме (14) независимо от начальной ори-

ентации 
0

( ) 1tΛ = , даже соответствующей достаточ-

но близкому требуемому совмещению осей Ox  и 

0
Ox , движение всегда направлено к 

S
Λ = (1, 0, 0, 0).

На рис. 2, в приведена структура фазовых 

траекторий системы (1), (2) при алгоритме (12), 

соответствующая заданной ориентации ( )
S

S Λ  

при ( 0.5 3, 0,0, 0.5)
S

Λ = ± ± . 

Был выполнен дополнительный вычисли-

тельный эксперимент для иллюстрации рабо-

тоспособности алгоритма (12). Требуемая ори-

ентация 
S

Λ  задавалась следующими значения-

ми углов Крылова — Эйлера 90
S

ϑ = , 60 ,
S

γ =

120 ,
S

ψ =  где , ,ϑ γ ψ  — углы тангажа, крена и 

рыскания. Пересчет в соответствующие значе-

ния компонентов кватерниона 
T T

0
( , )

S S S
Λ = λ λ , 

T

1 2 3
( , , )

S S S S
λ = λ λ λ  выполнялся по формулам

0
cos cos cos sin sin sin

2 2 2 2 2 2

ϑ γ ψ ϑ γ ψ
λ = − ,

1
cos sin cos sin cos sin

2 2 2 2 2 2

ϑ γ ψ ϑ γ ψ
λ = − ,

    (27)

2
sin sin cos cos cos sin

2 2 2 2 2 2

ϑ γ ψ ϑ γ ψ
λ = + ,

3
sin cos cos cos sin sin

2 2 2 2 2 2

ϑ γ ψ ϑ γ ψ
λ = + ,

полученным по аналогии с [3] для последова-

тельности поворотов при переходе от ОСК к 

ССК 3 → 1 → 2 ( )ϑ → γ → ψ . При этом 
T

S
Λ  =

=
1

(0
4

, – 2 , 2 2 , 6 ), 1
S

Λ = . Начальные

значения для системы (1), (2) при 
0

0t = полага-

лись равными 
0

( ) 0tω = , 
T

0
( )tΛ = (1, 0, 0, 0).

На рис. 3, а показаны переходные процессы 

установления ориентации по компонентам ква-

терниона ,
j

λ  j = 0, 1, 2, 3, при параметрах α = 3, 

K = diag{30, 30, 30, 30}, 1ρ =  алгоритма (12). Со-

ответствующие переходные процессы по угло-

вым скоростям ( ) 0
j

tω → , j = 1, 2, 3 показаны на 

рис. 3, б. Приведенный на рис. 3 вид переходных 

процессов установления требуемой ориентации 

иллюстрирует эффективность алгоритма (12) 

при выполнении произвольных пространствен-

ных эволюций.

λ
3

λ
3

λ
3

λ
0

λ
0

λ
0

–1
–1

–1

–1
–1 1 1

1

1

1

1

1

V
1 
(Λ, 0) = c

J+1

V
1 
(Λ, 0) = c

J

V
1 
(Λ, 0) = c

J+1

V
1 
(Λ, 0) = c

J

V
1 
(Λ, 0) = c

J+1

V
1 
(Λ, 0) = c

J

ба в

Рис. 2. Сечения плоскостью 
3
 = 0 поверхностей: а — уровня ФЛ 1

( , )V Λ ω  и многообразия M при S
Λ  = (±1, 0, 0, 0), б — уров-

ня ФЛ 1
( , )V Λ ω  и многообразия M ФЛ 0

( , )V Λ ω  и многообразия M при  S
Λ  = (±1, 0, 0, 0) при S

Λ  = (+1, 0, 0, 0), в — уров-

ня ФЛ  и многообразия M при ( 0.5 3
S

Λ = ± , 0, 0, ±0.5)
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Выполнен вычислительный эксперимент по 

проверке эффективности алгоритма (22), (26) уп-

равления ориентацией относительно ОСК при 

40τ =  с и радиусе орбиты 7070R = км. Рассмат-

ривался вариант 
3

( )
S

S IΛ = , т. е. совмещение в 

установившемся режиме ССК с ОСК. Начальные 

условия  полагались  следующими: 
T

0
( )tω  = (0, 0, 0), 

0
( )tϑ  = 90°, 

0
( )tγ  = –90°, 

0
( )tψ  = 120°, где 

, ,ϑ γ ψ  — углы тангажа, крена и рыскания. Пере-

счет начальных условий, заданных в углах Эйле-

ра — Крылова, в начальные условия в компонен-

тах кватерниона выполнялся по формулам (27). 

Переходные процессы установления ориен-

тации ( ),
J

tλ  j = 0, 1, 2, 3 и ( ),
i

tω  i = 1, 2, 3  пока-

заны на рис. 4. Рисунки иллюстрируют процесс 

устойчивого совмещения ССК с ОСК 
0
( ) 1tλ → , 

( ) 0,
J

tλ →   j = 1, 2, 3, 
1
( ) 0tω → , 

2
( ) 0tω → , 

3 3
( )t ∗ω → ω =

3
/ R− μ  ≈ –0.061°/c.

Выполненные вычислительные эксперимен-

ты иллюстрируют эффективность использова-

ния предложенных алгоритмов управления для 

получения и стабилизации требуемой ориента-

ции КА относительно инерциальной и орби-

тальной систем координат. 

При компьютерном моделировании динами-

ки системы управления с использованием пред-

ложенных алгоритмов процессы ориентации 

характеризуются текущими значениями компо-

нентов кватернионов. При необходимости по-

лучения соответствующих углов Эйлера — Кры-

лова можно воспользоваться, например, алго-

ритмами [15, 16, 33].

ВЫВОДЫ

С использованием единого методологического 

подхода, основанного на известных обобщениях 

прямого метода Ляпунова, на исследование ус-

ω, град/c

Λ
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Рис. 3. Переходные процессы, полученные с использованием 
алгоритма (12): а — по компонентам кватерниона, б — по уг-
ловым скоростям
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Рис. 4. Переходные процессы, полученные с использованием 

алгоритма (22): а — по компонентам кватерниона, б — по уг-

ловым скоростям



11ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2018. Т. 24. № 4

Синтез управления угловым движением космического аппарата на основе обобщений прямого метода Ляпунова

тойчивости инвариантных множеств динами-

ческих систем получены следующие результаты.

Получено обобщение алгоритмов управления 

ориентацией КА, обеспечивающих совмещение 

связанной системы координат с инерциальной 

системой координат, на достижение и стабили-

зацию произвольно заданной ориентации КА.

Получены новые алгоритмы управления, 

обеспечивающие достижение и стабилизацию 

произвольно заданной ориентации КА относи-

тельно орбитальной системы координат. 

Проведенное компьютерное моделирование 

проиллюстрировало эффективность получен-

ных алгоритмов управления ориентацией.
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Інститут космічних досліджень Національної академії 

наук України і Державного космічного агентства 

України, Київ, Українa

СИНТЕЗ КЕРУВАННЯ КУТОВИМ РУХОМ 

КОСМІЧНОГО АПАРАТА НА ОСНОВІ 

УЗАГАЛЬНЕННЯ ПРЯМОГО МЕТОДУ ЛЯПУНОВА

Роботу присвячено розв’язанню задач синтезу керуван-

ня орієнтацією орбітального космічного апарата (КА) на 

основі відомих узагальнень Зубова — Красовського пря-

мого методу Ляпунова окремих розв’язків диференці-

альних рівнянь на дослідження стійкості множин в їх-

ньому фазовому просторі. Кінематичні рівняння кутово-

го руху КА представлено диференційними рівняннями у 

векторно-матричній формі з вектором стану в реальному 

евклідовому просторі. Елементами цього простору є век-

тори параметрів Родріга — Гамільтона. Дані рівняння 

мають такі відомі особливості. Одна з них полягає в тому, 

що одній і тій самій заданій орієнтації КА відповідають 

два вектора стану, компоненти яких відрізняються один 

від одного тільки знаками. Другою особливістю є наяв-

ність для диференційних рівнянь геометричного інте-

грала руху — збереження норми вектора параметрів орі-

єнтації. Відзначено, що внаслідок цього розв’язки рів-

нянь не можуть бути асимптотично стійкими по 

Ляпунову. Вони можуть мати тільки властивість умовної 

стійкості. З урахуванням цих особливостей вперше сфор-

мульовано відповідну постановку задачі синтезу керу-

вання орієнтацією КА як задачі про умовну асимптотич-

ну стійкість рішень диференціальних рівнянь або стій-

кості на множинах. Конкретніше — як задачі про 

стійкість двоточкових множин у фазовому просторі. Для 

розв’язування задач запропоновано нову негладку куско-

во-квадратичну функцію Ляпунова. Отримано розв’язки 

задач синтезу керувань, що забезпечують досягнення і 

стабілізацію заданих орієнтацій КА в інерціальній та ор-

бітальних системах координат. Ефективність запропо-

нованих алгоритмів проілюстровано комп’ютерним мо-

делюванням.

Ключові слова: космічний апарат, орієнтація, синтез ке-

рування, функція Ляпунова.
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SYNTHESIS OF CONTROL OF THE 

ANGULAR MOTION OF A SPACECRAFT 

ON THE BASIS OF GENERALIZATION 

OF THE DIRECT LYAPUNOV METHOD

The work deals with solving the problems of attitude control 

synthesis for an orbital spacecraft based on the known Zubov-

Krasovskii generalizations of the direct Lyapunov method for 

studying the stability of individual solutions of differential 

equations to analyze the stability of closed bounded sets in 

their phase space. The kinematic equations of the angular 

motion of a spacecraft are represented by differential equa-

tions in the vector-matrix form with a state vector in the real 

Euclidean space. The elements of this space are the vectors of 

Rodrigues-Hamilton parameters. The given equations are 

characterized by the following generally known peculiarities. 

One of them lies in the fact that the same specified physical 

orientation of a spacecraft corresponds to two state vectors 

whose components differ only in sign. The second peculiarity 

of the differential equations is the presence of the geometrical 

motion integral — conservation of the norm of the vector of 

orientation parameters. It is noted that, as a consequence, so-

lutions of the equations cannot be asymptotically stable by 

Lyapunov. They can be characterized only by conditional sta-

bility. With regard for these peculiarities, the corresponding 

problem of control synthesis for spacecraft orientation is for 

the first time formulated as a problem of the conditional as-

ymptotic stability of the solutions of the differential equations 

or stability on manifolds. More precisely, it is a problem of 

stability of two-point sets in the phase space. A new non-

smooth piecewise-quadratic Lyapunov function is proposed 

to solve the problem. The obtained solutions of the problems 

of control synthesis provide the achievement and stabilization 

of the given orientations of a spacecraft in the inertial and or-

bital coordinate systems. The effectiveness of the proposed 

algorithms is illustrated by computer simulation.

Keywords: spacecraft, orientation, control synthesis, Lyapunov 

function.




