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Космічна енергетика і двигуни

ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия элементы корпуса твер-
дотопливных ракет-носителей изготавливают из 
композитных материалов. Один из критериев ра-
ботоспособности твердотопливной ракеты — ее 
прочность, связанная с нестационарными дина-
мическими процессами в корпусе двигателя. В 
этой статье исследована динамика композитного 
корпуса твердотопливной ракеты-носителя. Про-
ведено численное моделирование НДС для харак-
терных импульсных нагрузок в топливном двига-
теле, определяющих их прочность. 

Рассмотрим публикации, посвященные меха-
нике твердотопливных двигателей. В работе [11] 
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представлены результаты экспериментальных 
исследований динамики цилиндра из композит-
ного материала для стартового двигателя косми-
ческой системы «Спейс Шаттл». В работе [12] 
отмечается, что одной из важных задач, которую 
приходится решать, является задача определе-
ния предельных нагрузок, при которых двига-
тель может работать без разрушения. В работе 
[10] подчеркивается, что вибрации твердотоп-
ливного двигателя играют определяющую роль в 
нестационарности процессов горения зерен ра-
кетного топлива. В работе [14] отмечается, что 
давление, возникающее вследствие работы твер-
дотопливного двигателя, могут вызывать значи-
тельные напряжения корпуса, которые могут 
привести к его разрушению. В работе [9] иссле-
дуются температурные напряжения, возникаю-
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щие в твердотопливном двигателе. Проблемы 
прочности твердотопливных двигателей рас-
смотрены в монографиях [3, 6, 7]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматривается оболочечная конструкция (рис. 1), 
которая состоит из трех частей: левого днища, 
центральной цилиндрической части и правого 
днища. Днища имеют форму усеченных полу-
сфер радиуса R. Высоты левого и правого днища 
равны H1 и H2 соответственно. Днища жестко 
закреплены по внешним краям. Цилиндричес-
кая часть конструкции имеет длину L и радиус R. 
Вне зоны крепления с днищами цилиндричес-
кая часть оболочки имеет постоянную толщину 
h. На участке соединения цилиндра с днищами 
толщина конструкции линейно изменяется от h 
до 2h. Толщина днищ вне зоны закрепления так-
же постоянна и равна h. 

Внутреннее импульсное давление 
 
 действую-

щее на корпус, возникает вследствие протекания 
рабочих процессов в твердотопливном двигате-
ле. Давление представим так:
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где maxP  – максимальное значение давления, θ  – 
коэффициент затухания давления. 

При протекании рабочих процессов в твердо-
топливном двигателе выделяется большое коли-
чество теплоты. Скорость протекания тепловых 
процессов в композитном материале твердотоп-
ливного ракетного двигателя очень мала. Поэто-
му корпус двигателя нагревается медленно [2]. 

В нашей статье рассматривается динамичес-
кий отклик тонкостенной конструкции на им-
пульсное воздействие на временном интервале, 
исчисляемом миллисекундами. За этот проме-
жуток времени корпус оболочки не успевает на-
греться, поэтому тепловые процессы не будут 
учитываться.

В модели динамического деформирования оболо-
чечной конструкции предполагается, что попереч-

ные перемещения значительно меньше толщины 
оболочки, поэтому связь между деформациями и пе-
ремещениями точек срединной поверхности являет-
ся линейной. Материал конструкции предполагается 
упругим, а связь между напряжениями и деформа-
циями предполагается линейной. В модели компо-
зитной конструкции учтем сдвиги и инерцию вра-
щения. Динамическое поведение оболочки рас-
смотрим в компонентах перемещений срединной 
поверхности. Положения точек срединной поверх-
ности оболочки опишем продольной координатой  x 
и окружной координатой . Тогда перемещения то-
чек срединной поверхности оболочки опишем 
компонентами перемещений φφ φ( , , ), ( , , ),xu x t u x t   

),,(~ txuz ϕ .  Перпендикулярно к срединной поверх-
ности оболочки введем ось z. Цилиндрическая обо-
лочка имеет переменную толщину, которая зависит 
только от продольной координаты оболочки h(x) и 
не зависит от . Координатные линии оболочки 
удовлетворяют условиям 0  x  L, 0 ϕ < 2;  
– h(x)/2  z  h(x)/2. 

Срединные поверхности днищ являются по-
лусферами; рассмотрим их в сферических коор-
динатах θ, ϕ. Тогда компоненты перемещений 
точек срединной поверхности обозначим так 

zuuu ~,~,~
ϕθ . Эти компоненты перемещений пока-

заны на рис.1. Днища имеют переменную тол-
щину,

 
 которая зависит от координаты θ. Мате-

риал оболочечной конструкции ортотропный. 
Упругие свойства цилиндрической части описы-
ваются модулями Юнга Exx, E; модулями сдвига 
Gxϕ, Gxz, Gϕz  

и коэффициентами Пуассона xϕ, 
ϕx. Упругие свойства ортотропных днищ описы-

Рис. 1. Эскиз корпуса твердотопливного двигателя и 
срединная поверхность левого днища
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ваются модулями Юнга E, E;
 
 модулями сдвига 

Gϕ, Gz, Gϕz 
 и коэффициентами Пуассона ϕ, ϕ.

Перемещения произвольной точки zx ,,ϕ   сре-
динной поверхности цилиндрической части  

zx uuu ,, ϕ  
представим так [2, 5, 13]:
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φ ϕ ϕ

ϕ = ϕ + β ϕ

ϕ = ϕ + β ϕ

ϕ = ϕ

где ϕββ ~  ,~
x  – углы поворота нормали к срединной 

поверхности. 
Компоненты тензора деформаций удовлетво-

ряют следующим соотношениям [5, 13]:
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где , , , , ,xx x xx xk k kϕφ ϕ ϕφ ϕε ε ε −  деформации точек 

срединной поверхности; , ,xx xϕφ ϕε ε ε −  деформа-
ции произвольных точек оболочки. 

Деформации срединной поверхности вычис-
ляются из выражений
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Удельные усилия и моменты [4] удовлетворя-

ют следующим соотношениям:
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Уравнения движения цилиндрической части тон-
костенной конструкции представим в виде [13]
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где ρ−  плотность материала конструкции. 
Соотношения (2) введем в (3) и получим си-

стему уравнений в частных производных, опи-
сывающую динамику цилиндрической части 
конструкции относительно , , , ,x z xu u uϕ ϕβ β :
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Теперь рассмотрим уравнения движения днищ 
в сферической системе координат , , zθ ϕ . Ком-
поненты вектора перемещений , , zu u uθ ϕ  

 днищ с 
учетом поперечного сдвига и инерции вращения 
представим так [1, 5, 13]:
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– углы поворота нормали к средин-

ной поверхности. 
Компоненты тензора деформаций днищ свя-

заны с перемещениями так: 
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Удельные силовые факторы [4] в днищах связа-

ны с компонентами перемещений зависимостями 
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Уравнения движения усеченной полусферы 
тонкостенной конструкции имеют вид [13]:
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2

2
( )sin ,

u
R h

t

ϕ∂
= ρ θ θ

∂
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( sin ) ( )sin
z

z

Q
Q N N

ϕ
θ θθ ϕϕ

∂∂ θ + − + θ+
∂θ ∂ϕ  

 

2

2
sin ( )sin ,z

z

u
RP R h

t

∂
+ θ = ρ θ θ

∂  

 
              (6)

( sin ) cos sinz

M
M M RQ

ϕθ
θθ ϕϕ θ

∂∂ θ + − θ − θ =
∂θ ∂ϕ

2 3

2
sin ,

12

R h

t

θ∂ β ρ= θ
∂

 
( sin ) cos sinz

M
M M RQ

ϕϕ
θϕ ϕθ ϕ

∂∂ θ + + θ − θ =
∂θ ∂ϕ

2 3

2
sin .

12

R h

t

ϕ∂ β ρ= θ
∂

Соотношения (5) введем в (6) и получим урав-
нения движения сферических днищ тонкостен-
ной конструкции:

22

2 2

1 1

1 sin
z

uuE u

R

ϕθθ θ
θϕ

θϕ ϕθ

⎧ ⎡ ⎛ ∂∂∂⎪ ⎢ + + μ +⎜⎨− μ μ ∂θ θ ∂θ∂ϕρ ⎢ ∂θ ⎝⎪ ⎣⎩

1

tg
zuuθ
⎤⎞∂∂ ⎥+ + +⎟θ ∂θ ∂θ ⎥⎠ ⎦

2

1 1

sin tgtg
z z

uu u
u u

R

ϕθ θ
θϕ

⎩
⎫⎡ ⎤∂⎛ ⎞∂ ⎪+ + + μ + + +⎢ ⎥⎬⎜ ⎟∂θ θ ∂ϕ θρ θ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

2 2

2 2

1 1

tg sinsin

G u u u

R

θϕ ϕ ϕ θ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥+ − + +
∂θ∂ϕ θ ∂ϕ θρ θ ∂ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦

2 tg

z z
G u

u R
R

θ
θ θ

κ ∂⎡ ⎤
+ − + β +⎢ ⎥∂θρ θ ⎣ ⎦

2

cos 1

1 sin tgsin
z

E u u
u

R

ϕϕ ϕ θ

θϕ ϕθ

∂⎡θ+ + + +⎢− μ μ θ ∂ϕ θρ θ ⎣

2

2
,z

u u
u

t

θ θ
ϕθ

⎤∂ ∂⎛ ⎞+ μ + =⎥⎜ ⎟⎝ ⎠∂θ ∂⎦
 

 

2 2

2 2 2

2

2 2 2

1 1

sin sin tg tg

1 1

tg sin(1 ) sin

G u uu u

R

E u u

R

θϕ ϕ ϕθ θ

ϕϕ ϕ θ

θθϕ ϕθ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥+ + − +

θ ∂θ∂ϕ θ θ ∂ϕρ ∂θ θ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ∂ ∂
⎢+ + +

θ θ ∂ϕρ −μ μ θ ∂ϕ⎢⎣

2

2

1

sin sin
zuuϕθ ϕθθ

⎦
⎤μ + μ ∂∂
⎥+ + +

θ θ ∂ϕ∂θ ⎥⎦
 

2 2

1

tg tg

G u u

R

θϕ ϕ ϕ∂⎡
− +⎢ θ ∂θρ θ⎣

1

sin tg
zGu ϕθ κ⎤∂

+ +⎥θ θ ∂ϕ ⎦

2

2 2

1
,

sin
z

uu
u

R t

ϕϕ
ϕ ϕ

∂∂⎡ ⎤
− +β =⎢ ⎥θ ∂ϕρ ∂⎣ ⎦

  

  

 

2

2 2

1

tgsin

z z z
G u uu

R u R
R

θ θ θ
θ

⎡κ ∂ ∂⎛∂ ∂β
− + + − +⎢ ⎜∂θ ∂θ θ ∂θ⎝ρ θ ∂θ⎢⎣

 

2

2 2

1

sinsin

z z
G uu

R
R

ϕ ϕ
θ

⎤ ⎡κ ∂∂⎞
+ β + − +⎥ ⎢⎟ θ ∂φ⎠ ρ θ ∂φ⎥ ⎢⎦ ⎣

2 sin (1 )
z

E u
R u

R

ϕ θθ θ

θϕ ϕθ

⎤ ⎡∂β ∂
⎥+ − + +⎢

∂ϕ ∂θρ θ −μ μ⎥ ⎢⎣⎦

 

1

sin tg z

u u
u

ϕ θ
θϕ

⎤∂⎛ ⎞
+ μ + + −⎥⎜ ⎟θ ∂ϕ θ⎝ ⎠ ⎥⎦

2 sin

E

R

ϕϕ−
ρ θ

1

sin tg(1 )
z

u u
u

ϕ θ

θϕ ϕθ

∂⎡
+ + +⎢ θ ∂ϕ θ−μ μ ⎣

  

2

2
,z z

z

P uu
u

h t

θ
ϕθ

⎤ ∂∂⎛ ⎞+ μ + + =⎥⎜ ⎟⎝ ⎠∂θ ρ ∂⎦
             (7)

 

22

2 2

1

sin(1 )

E

R

ϕθθ θ
θϕ

θϕ ϕθ

⎡ ⎛ ∂ β∂ β⎢ + μ +⎜ θ ∂θ∂ϕ⎢ρ −μ μ ∂θ ⎝⎣

2

121

tg
z zG u

u R
R h

θθ
θ θ

⎤⎞ κ ∂⎡ ⎤∂β ⎥+ − − + β +⎟ ⎢ ⎥θ ∂θ ∂θ⎥ ρ ⎣ ⎦⎠ ⎦

2

1

sin(1 )tg

E

R

ϕθθ θ
θϕ

θϕ ϕθ

⎡ ⎛ ∂β∂β⎢+ + μ +⎜∂θ θ ∂ϕ⎢ρ −μ μ θ ⎝⎣
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1

tg θ

⎤⎞
⎥+ β +⎟θ ⎥⎠ ⎦  

2

2

1

tgsin

G

R

θϕ ϕ ϕ∂ β ∂β
− +

∂θ∂ϕ θ ∂ϕρ θ

⎡
⎢
⎢⎣

1

sin
+

2

2
θ
⎤∂ β
⎥ −

θ ∂ϕ ⎥⎦
 

2 (1 )tg

E

R

ϕϕ

θϕ ϕθρ − μ μ θ

 



 
2

2

1
,

sin tg t

ϕ θ θ θ
ϕθ

⎡ ⎤∂β β ∂β ∂ β
⎢ ⎥+ + μ =

θ ∂ϕ θ ∂θ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2

2 2

2

2

2 2

2

2

1 1

tg sin

2 1

tg sintg

1

(1 )sin

1 1

sin tg

12 1

sin
z z

G

R

G

R

E

R

G u
u R

Rh

θϕ ϕ ϕ θ

θϕ ϕ ϕ θ

ϕϕ

θϕ ϕθ

ϕ θ θ
φθ

ϕ
ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ β ∂β ∂ β
⎢ ⎥− + +

θ ∂θ θ ∂θ∂ϕρ ∂θ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂β β ∂β
⎢ ⎥+ − + +
∂θ θ θ ∂ϕρ θ ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ×
−μ μρ θ

⎡ ⎤∂ β ∂β ∂ β
⎢ ⎥× + + μ −

θ θ ∂ϕ ∂θ∂ϕ∂ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦
κ ∂⎡ ⎤

− − + β⎢ θ ∂ϕρ ⎣ ⎦

2

2
.

t

ϕ∂ β
=⎥ ∂

Дополним уравнения движения цилиндрической 
оболочки (4) и уравнения движения днищ (7) раз-
личными граничными условиями. Сначала рассмот-
рим граничные условия сопряжения цилиндричес-
кой оболочки с левым днищем. 

Кинематические граничные условия имеют сле-
дующий вид: 

1

1

(0, , ) cos( ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ),

(0, , ) sin( ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ),

x

z z

x

u t u t

u t u t

u t u t

t t

t t

θ

ϕ ϕ

θ

ϕ ϕ

ϕ = φ π −ϕ
ϕ = π −ϕ

ϕ = φ π −ϕ

β ϕ = β π −ϕ

β ϕ = β π −ϕ

 (8)

где  1φ  – угол наклона касательной к днищу в 
точке ее стыка с цилиндрической оболочкой. 

Силовые условия сопряжения таковы:

1(0, , ) cos( ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ),
xx

x

N t N t

N t N t

θθ

ϕ θϕ

ϕ = φ π −ϕ
ϕ = π −ϕ

1(0, , ) sin( ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ),

(0, , ) ( / 2, , ).
xz z

z z

N t N t

Q t Q t

Q t Q t

ϕϕ ϕϕ

θ

ϕ ϕ

ϕ = φ π −ϕ

ϕ = π −ϕ
ϕ = π −ϕ

 (9)

Теперь рассмотрим граничные условия сопря-
жения конца цилиндрической оболочки с пра-
вым днищем. Кинематические граничные усло-
вия выглядят так:

 

2

2

( , , ) cos( ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ),

( , , ) sin( ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ),

x

z z

x

u L t u t

u L t u t

u L t u t

L t t

L t t

θ

ϕ ϕ

θ

ϕ ϕ

ϕ = φ π ϕ
ϕ = π ϕ

ϕ = φ π ϕ

β ϕ = β π ϕ

β ϕ = β π ϕ

 (10)

где  2φ  – угол наклона касательной к правому 
днищу в точке стыковки с цилиндрической обо-
лочкой. 

Силовые граничные условия сопряжения 
имеют вид

2

2

( , , ) cos( ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ),

( , , ) sin( ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ),

( , , ) ( / 2, , ).

xx

x

xz z

z z

N L t N t

N L t N t

N L t N t

Q L t Q t

Q L t Q t

θθ

ϕ θϕ

ϕϕ ϕϕ

θ

ϕ ϕ

ϕ = φ π ϕ
ϕ = π ϕ

ϕ = φ π ϕ

ϕ = π ϕ
ϕ = π ϕ

 (11)

Конец левого днища жестко защемлен, что вы-
ражается следующими граничными условиями:

 

1 1 1

1 1

( , , ) 0 , ( , , ) 0, ( , , ) 0,

( , , ) 0, ( , , ) 0,

zu t u t u t

t t

θ φ

θ ϕ

θ ϕ = θ ϕ = θ ϕ =

β θ ϕ = β θ ϕ =  
(12)

 

11 1
( , , )( , , ) ( , , )

0, 0 , 0 ,
u tu t u t ϕθ θ ∂ θ ϕ∂ θ ϕ ∂ θ ϕ

= = =
∂θ ∂ϕ ∂θ

 

1 1( , , ) ( , , )
0 , 0 .z zu t u t∂ θ ϕ ∂ θ ϕ

= =
∂θ ∂ϕ

Конец правого днища оболочки также жестко 
защемлен, что выражается граничными услови-
ями, аналогичными условиям (12). 

Теперь рассмотрим начальные условия зада-
чи. В начальный момент времени = 0t  оболочка 
находится в состоянии покоя. Этот факт выра-
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жается следующими начальными условиями для 
цилиндрической оболочки:

  
 

( , ,0) ( , ,0) ( , ,0)

( , ,0) ( , ,0) 0,

x z

x

u x u x u x

x x

ϕ

ϕ

ϕ = ϕ = ϕ =

= β ϕ = β ϕ =

( , ,0) ( , ,0) ( , ,0)

( , ,0) ( , ,0) 0.

zx

x

u uu
x x x

t t t

x x
t t

ϕ

ϕ

∂ ∂∂
ϕ = ϕ = ϕ =

∂ ∂ ∂
∂β∂β

= ϕ = ϕ =
∂ ∂

 

(13)

Начальные условия для сферических днищ 
аналогичны условиям (13). 

МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

В этом разделе динамическая система в частных 
производных приводится к линейной системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
большой размерности. 

Представим в виде разложений в ряды Фурье 
компоненты перемещений и углов поворота ци-
линдрической части конструкции:

 

,
0

,
1

,
0

( , , ) ( , )cos ,

( , , ) ( , )sin ,

( , , ) ( , )cos ,

x X n
n

n
n

z Z n
n

u x t U x t n

u x t U x t n

u x t U x t n

=

ϕ ϕ
=

=

ϕ = ϕ

ϕ = ϕ

ϕ = ϕ

∑

∑

∑

 

(14)

,
0

,
1

( , , ) ( , )cos ,

( , , ) ( , )sin ,

x X n
n

n
n

x t B x t n

x t B x t n

∞

=
∞

ϕ ϕ
=

β ϕ = ϕ

β ϕ = ϕ

∑

∑

где , , , , ,, , , ,X n n Z n X n nU U U B Bϕ ϕ   – неизвестные функции. 
При выводе уравнений нестационарной дина-

мики конструкции рассмотрим более общий вид 
нагрузок по сравнению с (1). Импульсное давле-
ние представим в виде

0
( , , ) ( , )cos .z n

n

P x t P x t n
∞

=
ϕ = ϕ∑   

Теперь разложения (14) введем в динамическую 
систему (4) и получим систему дифференциаль-
ных уравнений в частных производных относи-
тельно амплитуд гармоник разложений (14):

 

2 2
, , 2

1 2 ,2 2

, ,
3 4 0 ,

X n X n

X n

n Z n

U U
K n K U

t x

U U
nK K

x x

ϕ

∂ ∂
+ + +

∂ ∂
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

2 2
, , 2

5 6 7 ,2 2

,
81 82 , 9 ,

( )

0 ,

n n

n

X n

Z n n

U U
K n K K U

t x

U
nK nK U K B

x

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂
∂

+ − + =
∂  (15)

2 2
, , 2

10 11 6 ,2 2

, ,
12 82 , 10 9 ,

( )

( , )
,

Z n Z n

Z n

X n X n n
n n

U U
K n K K U

t x

U B P x t
K nK U K K B

x x h
ϕ ϕ

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂
∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ρ

2 2
, , 3

1 2 13 ,2 2

,,
13 3

( )

0 ,

X n X n

X n

nZ n

B B
K n K K B

t x

BU
K nK

x x

ϕ

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂
∂∂

+ + =
∂ ∂

2 2
, ,

5 14 , 15 ,2 2

, 2
15 , 82 8 , 0.

n n

n n

X n

Z n X n

B B
K K B K U

t x

B
nK U nK n K B

x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂
∂

+ + + =
∂

  Коэффициенты iK  (i = 1,   2,   …) динамической 
системы (15) зависят от параметров оболочки. 
Они не приводятся для краткости изложения. 

Систему уравнений в частных производных 
(15) сведем к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений большой размерности. Для 
этого все частные производные по продольной 
координате x  заменим их конечно-разностны-
ми аппроксимациями с помощью центральных 
разностей. Все неизвестные системы (15) в об-
ласти ≤ ≤0 x L  представим сеточными функци-
ями с шагом = / ,l L J  где −J  число точек диск-
ретизации функции. Дискретные значения ко-
ординаты x  определим выражением = .jx j l  
Вектор неизвестных системы (15) представим в 
виде , , , , ,{ , , , , }X n n Z n X n nU U U B Bϕ ϕ=Ux,n , а значения 
функции x,nU

 
 в дискретных точках — в виде 

  ( )j
x,nU  ( = 0,...,j J ). Для аппроксимации частных 

производных воспользуемся конечно-разно-
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стными соотношениями. Тогда решения систе-
мы (15) аппроксимируем решениями следующей 
системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которую в матричном виде предста-
вим так:

 

2

12

x,n

x,n x,n
t

∂
+ =

∂

U
C U P ,  

где (0) (J){U ,...,U }x,n x,n x,n=U
 
 ; 1C — постоянная матрица; 

 
(0) (J)={P ,...,P }x,n x,n x,nP ; ( j) ( j){0, 0, P , 0, 0}n=Px,n . 

Теперь выведем систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, описывающую ди-
намику сферических днищ. Компоненты пере-
мещений и углов поворота сферических днищ 
представим в виде следующих разложений в 
ряды Фурье:

,
0

,
1

,
0

( , , ) ( , )cos ,

( , , ) ( , )sin ,

( , , ) ( , )cos ,

n
n

n
n

z z n
n

u t U t n

u t U t n

u t U t n

θ θ
=

ϕ ϕ
=
∞

=

θ ϕ = θ ϕ

θ ϕ = θ ϕ

θ ϕ = θ ϕ

∑

∑

∑  (16)

,
0

,
1

( , , ) ( , )cos ,

( , , ) ( , )sin ,

n
n

n
n

t B t n

t B t n

∞

θ θ
=
∞

ϕ ϕ
=

β θ ϕ = θ ϕ

β θ ϕ = θ ϕ

∑

∑

где ( )
, , , , ,, , , ,zu

n n z n n nU U U B Bθ ϕ θ ϕ −  неизвестные функции. 

Разложения (16) введем в систему уравнений в 
частных производных (9). В результате получим 
систему уравнений в частных производных, ко-
торая в матричном представлении имеет вид

 

2 2

1 2 32 2

U U U 1
A A A U P ( , ),s,n s,n s,n

s,n n t
ht

∂ ∂ ∂
+ + + = θ

∂θ ρ∂ ∂θ
 

(17)

где , , , , ,U { , , , , }s,n n n z n n nU U U B Bθ ϕ θ ϕ= ; 1 2 3A , A , A −    
постоянные матрицы. 

Теперь систему уравнений в частных произ-
водных (17) сведем к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Введем вектор 
глобальных неизвестных сферических днищ 
конструкции (0) (M)

,U {U ,...,U }s,n s n s,n= . Решение си-

стемы уравнений в частных производных (17) 
заменим решениями системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно 
вектора неизвестных Us,n. Эта система будет 
иметь вид, аналогичный системе (15). Здесь эта 
система уравнений не приводится.

Итак, нестационарная динамика твердотоп-
ливного двигателя описывается системой обык-
новенных дифференциальных уравнений, в ко-
торую входят система (15) и аналогичная систе-
ма уравнений, описывающая динамику днищ. 
Компоненты вектора перемещений Us,n удов-
летворяют условиям стыковки (8) — (11). Вектор 
решений для левого днища обозначим s,nÛ , а для 
правого — s,nU . Из граничных условий для левого 
днища (18) и аналогичных граничных условий 
для правого днища получаем, что для левого 
днища выполняется условие (0) {0, 0, 0, 0, 0}s,n =U

    
 

(n = 0, 1, 2, …), а для правого днища справедливо 
соотношение (0) {0, 0, 0, 0, 0}s,n =U . Теперь рассмот-
рим условие сшивания решений. Решения для 
последнего узла дискретизации левого днища 
равняются решению в первой точке дискретиза-
ции цилиндрической оболочки: (0))(M UU 1

x,ns,n =ˆ
,, где 

−1M  количество узлов дискретизации в евом 
днище. Условия стыковки (8) запишем в матрич-
ном виде:

 
 

1 1 1( ) ( 1) ( )
4

(1) (0) (0)
5

{( ) / }

{( ) / },

M M M
s,n s,n s s,n

x,n x,n x,n

h

l

−− + =

= − +

A U U U

A U U U

где 4 5A , A −  постоянные матрицы, зависящие от 
параметров системы. 

Решения в последней точке дискретизации 
для правого днища равняется решению в пос-
ледней точке дискретизации для цилиндричес-
кой оболочки: 2( ) ( ),M J

s,n x,n=U U
 
 где 2M  — количес-

тво узлов дискретизации решения для правого 
днища. Условия стыковки (16) представим в сле-
дующем матричном виде:

 
 

2 2 2( ) ( 1) ( )
6

( ) ( 1) ( )
7

{( ) / }

A {( U ) / },

M M M
s,n s,n s s,n

J J J
x,n x,n x,n

h

l

−

−

− + =

= − +

A U U U

U U
 

где 6 7A , A −  постоянные матрицы, зависящие от 
параметров системы.

∧
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     Для интегрирования полученной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
применяется метод Ньюмарка [8].

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Основной целью численного моделирования яв-
ляется расчет допустимых импульсных нагрузок, 
          которые не приведут к потери работоспособности 
корпуса. Для этого исследовалась динамичес      кая 
прочность конструкции с параметрами L = 2.95 м, 
h = 0.06 м, R = 0.4 м, H1 = 0.3 м, H2 = 0.25 м. Им-
пульсная нагрузка нарастает по линейному закону 
и достигает максимального значения за временной 
интервал ∗t  = 5 мc. Нагрузка остается постоянной 
до значения времени ∗∗t  = 30 мc. Расчеты прово-
дились для значений максимального импульсного 
давления: maxP = 12 MПa. Механические характе-
ристики композитного материала принимались 
следующими: =xxE 130 ГПа, θθ =E 130 ГПа, Eϕϕ =  
=125 ГПа, xG ϕ

 
= 3.9 ГПа, Gθϕ

 
= 3.9 ГПа, =xzG 3.9 ГПа, 

=xzG 3.9 ГПа, zGϕ
 
= 3.9 ГПа, Gϕθ

 
= 3.9 ГПа, 

xϕμ
 
= 

xϕμ  
= θϕμ

 
= ϕθμ

 
= 0.32; ρ= 1400 кг/м3.

                    Результаты расчета перемещений точек сре-
динной поверхности,            принадлежащие одной об-
разующей конструкции,                                                   представлены на рис. 2. 

     На этом рисунке на оси аппликат приведены 
перемещения точек U . Точки образующей сре-
динной поверхности конструкции описываются 
дуговой координатой s  (рис. 1). Видно,   что мак-
симальные перемещения наблюдаются в сред-
ней части цилиндрической оболочки. Два днища 
имеют наименьшие перемещения. Подчеркнем, 
  что перемещения достигают своего максимума 
за 10 мс,   и в течение времени 30 мс не изменяют 
своих значений. Максимальные перемещения 
составляют 5 мм.

Проводились исследования динамики компо-
зитной конструкции с параметрами, представ-
ленными выше, и импульсной нагрузкой (1). 
Расчеты проводились для трех значений макси-
мального импульсного давления: maxP = 5, 10 и 
15 MПa. Рассмотрим напряжения, возникаю-
щие в конструкции при ее динамическом дефор-
мировании. Отметим, что наибольшие значения 
имеют компоненты тензора напряжений σxx  и 

θθσ . Как показало численное моделирование, 
наибольшими значениями обладает составляю-
щая σxx . Расчетные значения напряжений σxx  
на внутренней поверхности оболочки вдоль об-
разующей конструкции, точки которой характе-
ризуются дуговой координатой s представлены 

Рис. 2. Перемещения точек срединной поверхности 
конструкции, принадлежащих одной образующей, на 
интервале времени 0 … 30 мс

Рис. 3. Напряжения σxx  на внутренней поверхности 
конструкции вдоль образующей, точки которой 
описываются дуговой координатой s : 1, 2, 3 — для  

maxP  = 5, 10 и 15 МПа соответственно
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на рис. 3. На этом рисунке показаны напряже-
ния, наблюдающиеся в момент времени t = 15 мс. 
Штриховой и пунктирной линиями представле-
ны графики напряжений, полученные при мак-
симальном импульсном давлении maxP = 5 и 
10 MПa соответственно. Сплошной линией по-
казаны напряжения, полученные для значений 
максимального импульсного давления maxP = 15 MПa. 

  Предприятием,   которое проектирует твердо-
топливные двигатели,   из экспериментальных 
исследований были выбраны критерии работос-
пособности конструкции с точки зрения про-
чности. Как следует из расчетного анализа,   ко-
торый представлен выше,   максимальными на-
пряжениями являются σxx . Конструкция считается 
работоспособной,   если *xxσ < σ ,   где σ −*  предел 
прочности. Следует подчеркнуть,   что в наших 
расчетах не учитывались пластические деформа-
ции,   которые могут возникнуть в конструкции. 

В качестве предела прочности примем значе-
ние σ =*  230 МПа. Итак, исходя из поведения 
напряжений, приведенных на рис. 3, конструк-
ция, нагруженная изнутри с максимальным им-
пульсным давлением maxP = 15 MПa, не удовлет-
воряет критериям работоспособности. Конст-
рукция, нагруженная изнутри с максимальным 

внутренним давлением maxP = 10 MПa, удовлет-
воряет условию работоспособности. 

Мы исследовали численно поведение напря-
жения σxx  с течением времени. Расчеты прово-
дились для трех значений максимального им-
пульсного давления: maxP = 12, 13 и 14 MПa 
(рис. 4). Как видно  максимальные напряжения 
достигаются за 10 мс. Критерию работоспособ-
ности, который сформулирован выше, удовлет-
воряет напряженно-деформированное состоя-
ние конструкции при maxP = 12  и 13 MПa  а на-
пряженно-деформированное состояние конструкции 
при maxP = 14 MПa не удовлетворяет этому критерию.

ВЫВОДЫ

Проведены численные исследования динами-
ческого напряженно-деформированного состо-
яния композитного корпуса твердотопливного 
двигателя. Результатом анализа динамики конс-
трукции является поведение перемещений и со-
ставляющих тензора напряжений с течением 
времени. Подчеркнем, что время роста импуль-
сной нагрузки составляет ∗ = 5t  мс, а максималь-
ное значение перемещений и составляющих 
тензора напряжений наблюдается в момент вре-
мени =1 10t  мс. Итак, после окончания роста 

Рис. 4. Поведение напряжений σxx  с течением времени при разных значениях макси-
мального импульсного давления
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нагрузки компоненты перемещений и напряже-
ний продолжают увеличиваться. Максимальные 
напряжения σxx  наблюдаются в момент време-
ни =1 10t  мс, и уже в момент времени 20 мс сни-
жаются наполовину.
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ДИНАМІКА КОМПОЗИТНОГО КОРПУСУ 
ТВЕРДОПАЛИВНОГО ДВИГУНА РАКЕТИ 
ПІД ДІЄЮ ІМПУЛЬСНИХ НАВАНТАЖЕНЬ, 
ЩО ОПИСУЮТЬ РОБОЧІ ПРОЦЕСИ В ДВИГУНІ

Представлена динамічна модель деформування компо-
зитного корпуса твердопаливного двигуна ракети під 
дією внутрішнього імпульсного тиску, який описує робочі 
процеси двигуна. Корпус є тонкостінною конструкцією, 
яка складається з циліндричної оболонки і двох днищ у 
вигляді зрізаних півсфер. Модель динамічного дефор-
мування враховує зсув і інерцію обертання, фізико-
механічні властивості композиційного матеріалу. Для 
дослідження динамічної поведінки конструкції в ро-
боті розроблено напіваналітичний метод. Проведено 
чисельні дослідження динамічної міцності корпусу 
твердопаливного двигуна.

Ключові слова: твердопаливний двигун, композитний 
корпус, імпульсний тиск, динамічна міцність, напіва-
налітичний метод.
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DYNAMICS OF SOLID PROPELLANT MOTOR 
COMPOSITE CASING UNDER IMPACT PRESSURE 
WHICH DESCRIBE THE WORKFLOW ENGINE

We propose the model of the dynamic behavior of solid pro-
pellant motor composite casing under the internal impact 
pressure. This pressure describes the operation of the engine. 
The thin-walled casing consists of the cylindrical shell and two 
bottoms in the form of  truncated hemispheres. The casing is 
clamped to the rocket along two edges of the bottoms. The 
structure model takes into account the shear, the rotary iner-
tia and the stress-strain relations for the orthotropic material. 
The semi-analytical method allows analyzing the stress-strain 
state of the structure. In the model, the thin-walled casing dy-
namic is described by high dimension system of the ordinary 
differential equations.

Key words: solid propellant motor, internal impact pressure, 
stress-strain state, equations of thin-walled structure.


