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Моніторинг космічного простору і космічне сміття

В проекте LEOSWEEP (Improving Low Earth Or-

bit Security With Enhanced Electric Propulsion) рас-

сматривается концепция увода объектов косми-

ческого мусора, основанная на использовании 

воздействия на объекты плазменного пучка ион-

ного двигателя [http://www.leosweep.upm.es, 2]. 

В рамках проекта рассматривается увод объек-

тов с низких почти круговых околоземных орбит 

(высота орбит до 1000 км). Предполагается, что 

расстояние между уводимым объектом (целью) 

и специальным космическим аппаратом (пасту-

хом) поддерживается почти постоянным, и сила, 

действующая на цель, почти постоянна и направ-

лено по трансверсали к орбите. Для оценки пред-

лагаемой концепции увода возникла задача ана-

лиза изменения орбиты спутника под действием 

малого постоянного тормозящего ускорения. 

Исследования задачи движения спутника с 

малой постоянной тягой восходит к работам 

классиков отечественной механики космичес-

кого полета [1, 3, 4]. Уже к 1970 гг. были изуче-

ны основные закономерности движения для 
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рассматриваемой задачи [1, 3, 4, 6]. Вместе с 

тем ранее основное внимание исследователей 

было сосредоточено на вопросах разгона спут-

ника и использования двигателей малой тяги 

для межпланетных перелетов [1, 3]. В нашей ра-

боте рассмотрена задача торможения спутника 

на низкой около круговой орбите постоянным 

трансверсальным ускорением. Использование 

новых переменных, описывающих движение, 

как представляется, позволило более просто 

получить ясные конечные формулы изменения 

параметров движения спутника в рассматривае-

мой задаче.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается движение спутника в гравита-

ционном поле ньютоновского притягивающего 

центра. Предполагается, что кроме гравитаци-

онной силы на спутник действует постоянная по 

величине и направленная строго по касательной 

к орбите малая тормозящая сила. Предполагает-

ся также, что начальная орбита движения спут-

ника близка к круговой. Требуется оценить из-

менение орбиты спутника с течением времени.© А. И. МАСЛОВА, А. В. ПИРОЖЕНКО, 2016
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Изменение орбиты под действием малого постоянного торможения

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Уравнение движения центра масс спутника име-

ет вид

 
3

,
R

μ= − +R
R F��  (1)

где R — радиус-вектор центра масс спутника от-

носительно притягивающего центра, μ  — пос-

тоянная гравитационного поля, F — возмуща-

ющее ускорение, точками обозначаются произ-

водные по времени. 

Введем инерциальную (OXYZ) и орбитальную 

(Охуz) правые системы координат (СК) с нача-

лом в притягивающем центре О. Оси Охуz опре-

деляются следующим образом: ось Ох направ-

лена вдоль R, ось Оу — в плоскости мгновенной 

орбиты в сторону движения спутника; ось Оz — 

по бинормали к орбите.

Умножая векторно (1) слева на R, получим

 ( ) ,× = × = = = ×R R R R L M R F��� � �  

где L — удельный кинетический момент движе-

ния центра масс, M — возмущающий момент. 

По построению орбитальной СК L= 3L e , где 3e  

— орт оси Оz. Тогда

 L L= + ×3 0 3L e e� � ω , (2)

где 0ω  — угловая скорость Охуz относительно 

OXYZ.

Проектируя (2) на оси орбитальной СК, полу-

чим

 3 20 1 10 2,   0,    L M L M L M= ω = = ω = −� , 

где индексами 1, 2, 3 обозначены проекции на 

оси Ох, Оу и Оz соответственно.

Следовательно, 20 10 20,  / .M Lω = ω = −
Так как 

2
30L R= = × =3 3L e R R e� ω , то 30ω =

2
/ .L R=

Используя, например, кинематические соот-

ношения для углов Эйлера 
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и учитывая, что в кеплеровом движении L p= μ , 

где p — фокальный параметр орбиты, получим 

первую группу уравнений возмущенного кепле-

рова движения: 
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где  i i

p
F F=

μ
� , (i = 1, 2, 3), F

1
, F

2
, F

3
 — соответс-

твенно радиальное, трансверсальное и нормаль-

ное возмущающие ускорения; Ώ, u, i — углы Эй-

лера (прецессия, чистое вращение, нутация), 

имеющие в теории космического полета назва-

ния аргумента восходящего узла орбиты, аргу-

мента широты и наклонения орбиты соответс-

твенно.

Проектируя (1) на Ox с учетом, что

2
30R R= − ω1Re�� �� , 

где 1e  — орт оси Ox, получим
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Пусть начальная орбита центра масс почти 

круговая, R p≈ , или мгновенная кеплерова ор-

бита имеет малый эксцентриситет (е << 1). 

Для рассматриваемых почти круговых орбит 

за опорную (исходную невозмущенную орбиту) 

целесообразно брать не кеплерову эллиптичес-

кую орбиту, а круговую [5, 7]. Дело в том, что 

для почти круговых орбит при действии возму-

щений понятие эксцентриситета может терять 

смысл, поскольку учитываемые эксцентрисите-

том отклонения орбиты от круговой могут быть 

соизмеримы с отклонением орбит от кеплеро-

вых, вносимых возмущениями. Именно с этим 

связано вырождение классических уравнений 

возмущенного кеплерова движения. 

Введем новые переменные b
1
 и b

2
 следующим 

образом:

 ( )11R p b= + , 2R b p= μ� . (5)

Параметр b
1
 — отклонение текущего радиуса 

возмущенной орбиты от ее фокального парамет-

ра, отнесенное к p. Параметр b
2
 — радиальная 

скорость на возмущенной орбите, отнесенная к 

скорости движения по круговой орбите. В силу 
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постановки задачи b
1
 и b

2
 — малые величины, 

bi << 1.

Дифференцируя первое уравнение (5) по вре-

мени, получим

 ( )23
1 2 1 2 2 1b b p b F= μ − +� � . (6)

Дифференцируя второе равенство (5) с учетом 

(3), (4), получим

 ( )
( )

1
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b
b b b F F
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+
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Уравнения (3), (4), (7) — уравнения возму-

щенного кеплерова движения для почти круго-

вых орбит [5, 7].

ПОСТРОЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО 
ПРИБЛИЖЕНИЯ И ИХ РЕШЕНИЙ

В силу постановки задачи 1 3 0,F F= =  а 2F =
const 1= << . Тогда уравнения движения спутника 

примут вид
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где ( )0 1p p= + γ
 
— фокальный параметр орбиты, 

p
0
 — начальное значение фокального параметра, 

11z b= + , 1s = + γ , γ , как и b
1
, b

2
 — малая вели-

чина.

Последних три уравнения (8) не зависят от из-

менения углов и описывают изменения формы 

орбиты в ее плоскости. 

Введем для b
1 

и b
2
 новые переменные: ампли-

туду A и фазу w колебаний следующим образом:

 1 sinb A w= , 2 cosb A w= . 

То есть, используем классическую замену пе-

ременных метода усреднения, «заставляя» ради-

ус орбиты совершать гармонические колебания 

относительно фокального параметра, а всю «не-

линейность» динамики «загоним» в фазу этих 

колебаний. 

Нетрудно видеть, что 

 1 2sin cosA b w b w= +� �� , 1 2cos sinAw b w b w= −� �� , 
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Производная A пропорциональна 
2 3

/A pμ  

и 2F� , а w�  ∝ 
3

/ pμ . Так как A2 и 
3

2 / /F pμ =�  

2
2 / ( / )F p= μ

 
(что равно отношению трансвер-

сального ускорения к ускорению свободного 

падения на рассматриваемой высоте) малые ве-

личины, то переменные A и γ являются медлен-

ными переменными, а w  — быстрой. 

Осредненные по быстрой переменной (фазе) 

уравнения изменения A и γ дают уравнения 

первого приближения с точностью порядка ε = 
2 2

2max{ , / ( / )}A F p= μ , описывающие изменение 

A и γ на интервале времени порядка 2 /π ε  обо-

ротов спутника вокруг Земли. 

Уравнения первого приближения имеют вид

 0
2

3

2

p s
A A F= −

μ
� , (9)

 22
p

s s F=
μ

�  или 
3 2 0

22
p

s s F=
μ

� . (10)

Эти уравнения легко интегрируются. Проин-

тегрировав (10), найдем

 
0

1 2 0 0 0
2 20

1

1

s
s

p p s
s F t F t

−
= =

− −
μ μ

, 

где s
0
 — начальное значение s, s

0
 = 1 Тогда 

 0

2

0
21

p
p

p
F t

=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟μ⎝ ⎠

. (11)



23ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2016. Т. 22. № 6

Изменение орбиты под действием малого постоянного торможения

Подставив решение (11) в (9), получим

 

3

0
0 21

p
A A F t= −

μ ,
 (12)

где A0
 — начальное значение амплитуды.

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
И ЗАКОНОМЕРНОСТЕЙ ДВИЖЕНИЯ

Расчеты показали не только качественное со-

ответствие полученных формул, но и высокую 

точность решений уравнений первого прибли-

жения даже на длительном интервале времени. 

На рис. 1 представлены изменения b
1
, получен-

ные интегрированием исходных уравнений (8) 

(тонкая сплошная линия), и изменения ампли-

туды колебаний b
1
 по аналитической зависимос-

ти (12) (жирная курсивная линия). Как видно, 

отклонений в решениях не наблюдается. Таким 

образом, полученные формулы могут быть ис-

пользованы для длительного прогнозирования 

изменений движения.

Перейдем к анализу закономерностей движе-

ния. Из выражения (11) следует, что при действии 

на спутник малого возмущающего трансвер-

сального ускорения, направленного в противо-

положную сторону его движения (F
2
 < 0), фо-

кальный параметр будет медленно уменьшаться 

относительно своего начального значения. Для 

относительно небольшого промежутка времени 

это уменьшение близко к равномерному.

Из выражения (11) легко можно найти время 

T, за которое фокальный параметр снизится на 

интересующую нас высоту ( )0H p p T= − :

 
0

0
2

1 1
H

p
T

p H
F

− −
=

−
μ

. 

Характер зависимости T от начального значе-

ния фокального параметра 
*
0 0 zp p R= − , где Rz — 

средний радиус Земли, и тормозящего ускорения 

F
2
 представлен на рис. 2. Как видим, время сни-

жения: слабо зависит от начального значения 

фокального параметра для его рассматриваемо-

го диапазона; почти обратно пропорционально 

увеличению силового воздействия F
2
.

Из выражения (12) следует, что амплитуда 

колебаний b
1
 и b

2
 при тормозящем ускорении 

увеличивается во времени. Решение (12) можно 

записать в виде

 A = A
0
(p

0
/p)3/4. (13)

Рис. 1. Изменение b
1
 и A для b

10
 = A

0
 = 0.0025, b

20
 = 0, 

γ = 0: a — при F
2
 = −0.1 мм/с2, б — при F

2
 = −1 мм/с2

Рис. 2. Зависимость времени снижения Т фокального 

параметра на 100 км (Н = 100 км) от значений р
0
. Кри-

вые 1 — 5 — для F
2
 = −0.1, −0.25, −0.5, −0.75 и −1.0 мм/с2 

соответственно
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Из выражения (13) легко видно, что уменьше-

ние фокального параметра сопровождается уве-

личением амплитуды A (эксцентриситета) орби-

ты. Вместе с тем для рассматриваемых низких 

околоземных орбит это увеличение весьма не-

значительно. Например, при изменении высоты 

орбиты с 1000 до 500 км амплитуда (или эксцен-

триситет мгновенной орбиты) увеличится менее 

чем на 5.4 %. Поэтому можно говорить, что ма-

лое трансверсальное ускорение не изменяет ха-

рактера почти круговой орбиты для низких око-

лоземных орбит. 

«Механику» малого изменения эксцентриси-

тета орбиты можно объяснить следующим обра-

зом. Трансверсальное ускорение в вековом дви-

жении изменяет лишь энергию вращательного 

движения спутника относительно притягиваю-

щего центра. Энергию же колебаний R относи-

тельно среднего значения оно не изменяет (это 

нетрудно показать строго для рассматриваемой 

задачи [7]). Поэтому амплитуда колебаний R 

увеличивается только за счет изменения p, а не 

за счет увеличения энергии этих колебаний.

ВЫВОДЫ

1. Исследована задача об основных закономер-

ностях изменения низкой околокруговой орби-

ты спутника под действием малого постоянного 

трансверсального торможения. Получены ко-

нечные аналитические выражения, позволяю-

щие с высокой точностью описывать изменение 

параметров орбиты.

2. Использование переменных, учитывающих 

близость изменений расстояния R к гармони-

ческим колебаниям для почти круговых орбит, 

позволило значительно упростить исследование 

задачи.

3. Показано, что при малом постоянном 

транс версальном ускорении изменение эксцен-

триситета орбиты весьма незначительно, и для 

рассматриваемых низких околоземных орбит 

орбита остается почти круговой.

Работа выполнена при поддержке 7th Framework 

Programme, проект LEOSWEEP (Improving Low 

Earth Orbit Security With Enhanced Electric Propul-

sion), N 607457.
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Изменение орбиты под действием малого постоянного торможения

А. І. Маслова, О. В. Пироженко
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ЗМІНА ОРБІТИ ПІД ДІЄЮ МАЛОГО 

ПОСТІЙНОГО ГАЛЬМУВАННЯ

Розглянуто задачу гальмування супутника на низькій 

майже коловій орбіті постійним трансверсальним при-

скоренням. Запропоновано використання нових змін-

них, що описують рух і враховують особливість руху по 

майже колових орбітах. Проаналізовано основні законо-

мірності руху і отримано кінцеві аналітичні вирази, що 

дозволяють з високою точністю описувати зміни пара-

метрів орбіти.

Ключові слова: космічне сміття, відведення об’єктів з ор-

біт, мале гальмівне прискорення, зміна орбіти.
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ORBIT CHANGES UNDER THE SMALL

CONSTANT DECELERATION

This paper considers the problem of braking a satellite on a 

low nearly circular orbit via constant transversal accelera-

tion. We propose to use a new set of variables, describing the 

motion and taking into account features of the motion on 

a nearly circular orbit. We analyzed the main regularities of 

motion and received the final analytical expressions, allow-

ing to describe the changes of the orbital parameters with a 

high accuracy.

Key words: space debris, deorbit of objects, small braking 

acceleration, orbit changes.


