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Теоретически проанализированы поляризационные свойства поперечно-мелкомасштабных ультранизкочастотных собст-

венных МГД-возмущений в дипольном магнитном поле. Получена система уравнений, описывающая альвеновские моды с 

промежуточной поляризацией. В предельных случаях тороидальных и полоидальных альвеновских мод эта система перехо-

дит в полученные ранее системы. Одно из полученных уравнений описывает баллонную неустойчивость.

ВВЕДЕНИЕ

В рамках изучения ультранизкочастотных МГД-

волн в магнитосфере Земли, наблюдаемых как с 

поверхности Земли в виде геомагнитных пульса-

ций [15], так и с космических аппаратов (КА) в 

виде квазипериодических вариаций магнитного 

поля [2], отдельный интерес представляет воп-

рос об их поляризации. Важность поляризации 

обусловлена несколькими факторами. Во-пер-

вых, это одна из немногих характеристик таких 

волн, достоверно измеряемых КА [2]. Во-вто-

рых, волны с разной поляризацией имеют раз-

ные условия генерации, распространения и за-

тухания [9]. В-третьих, от поляризации волны 

существенно зависит характер ее взаимодейс-

твия с ионосферой [10]. Кроме того, накоплен-

ные на сегодняшний день наблюдательные дан-

ные и теоретические представления указывают 

на возможность изменения типа волн [1, 4, 12] 

и их резонансного взаимодействия [2]. Эти эф-

фекты также сильно зависят от поляризации.

В данной работе решена задача о поляриза-

ции поперечно-мелкомасштабных МГД-возму-

щений в дипольной конфигурации магнитного 

поля. Такая конфигурация неплохо описывает 

структуру магнитного поля во внутренней маг-

нитосфере Земли, поэтому полученные резуль-

таты будут интерпретироваться с точки зрения 

МГД-волн в магнитосфере. Общий подход для 

описания МГД-мод в такой плазме был заложен 

в работе [8], результаты которой будут исполь-

зованы ниже. В работах [1, 4, 12] был проведен 

предварительный анализ поляризационных 

свойств указанных возмущений, как теоретичес-

ки, так и на основе анализа спутниковых измере-

ний. В данной работе мы, следуя подходу работы 

[8], рассмотрим данную задачу более последова-

тельно, чем это было сделано в работах [1, 4, 12], 

для которых она не являлась основной.

Для сокращения выкладок мы будем приво-

дить все формулы в системе единиц Хевисай-

да — Лорентца, которая получается введением 

нормировки

 
( )CGS

4= πB B ,

 
( )CGS 4

c

π=j j ,

где верхним индексом (CGS) обозначены еди-

ницы в системе единиц СГС. Эта система еди-

ниц удобна тем, что в ней все коэффициенты в 

уравнениях Максвелла равны единице.

ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим статическое МГД-равновесие плазмы

 [ ]p∇ = ×j B  (1)
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в дипольном магнитном поле с индукцией

 [ ]= ∇ψ ×∇φB , (2)

где ψ — полоидальный магнитный поток [8], и 

тороидальным током j

 0⋅ =j B , 0⋅∇ψ =j . (3)

Из выражения (2) следует, что направления век-

торов ∇ψ , ∇φ  и B являются ортогональными:

 0⋅∇ψ =B  (4)

и могут быть использованы в качестве локальной 

системы координат, введенной на любой маг-

нитной поверхности. Разложим возмущённые 

величины, например вектор смещения элемен-

тарного объёма плазмы ξ, по этим ортогональ-

ным векторам:

ξ
2 2 2

∇ψ ∇φ= ξ + η + τ =
∇ψ ∇φ

B

B

 
[ ]

2 2 2
.

×∇ψ∇ψ= ξ + η + τ
∇ψ

B B

B B
 (5)

Поскольку в состоянии статического равнове-

сия смещений плазмы и электрического поля 

нет, то, приняв для возмущённых величин зави-

симость от времени в виде exp( )i t− ω , получаем 

уравнения малых колебаний в МГД-приближе-

нии:

 
2

[ ] [ rot ]pρω = ∇δ + × + ×b j B bξ , (6)

 div 0p p p∇δ + ⋅∇ + γ =ξ ξ , (7)

 rot[ ]= ×b Bξ . (8)

Здесь j, B — равновесные плотность тока и век-

тор индукции магнитного поля, ρ и p — плот-

ность и давление плазмы, pδ — возмущение дав-

ления, b  — возмущённое магнитное поле.

Выразив фигурирующие в (6)—(8) возмущен-

ные величины через вектор ξ, после некоторых 

математических преобразований [6], учитываю-

щих геометрию магнитного поля, получим сле-

дующую систему уравнений для ультранизко-

частотных МГД-возмущений:

2

2 2

1⎛ ⎞ωρ ξ + ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟
∇ψ ∇ψ⎝ ⎠

B B

 

1 2
2( div )P P P

⋅∇ψ+ δ + ξ + γ =′
∇ψ
κ

ξ 1

2

P∇ψ ⋅∇δ
∇ψ

, (9)

 
2

1

2

1

s s

P⎛ ⎞ ∇φ⋅∇δωρ η+ ⋅∇ ⋅∇η =⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ∇φ
B B , (10)

 
2

div 0Pρω τ + γ ⋅∇ =B ξ . (11)

Здесь 
1

Pδ  — возмущение полного давления плаз-

мы

1
P Pδ = δ + ⋅δ =B B

 
2

div (div 2 ),P ⊥= −γ − + ⋅Bξ ξ κ ξ  (12)

 — вектор кривизны силовых линий магнит-

ного поля, 
2 2

sα = ∇ψB , а штрих означает 

производную поперек магнитной поверхности, 

( ) ( ) /d d⋅ = ⋅ ψ′ .

Уравнения (9)—(11) описывают МГД-возму-

щения идеальной плазмы в дипольном магнит-

ном поле и не накладывают никаких ограниче-

ний на давление, ток и электромагнитное поле. 

С точностью до обозначений они совпадают с 

уравнениями работ [6, 8].

РЕДУКЦИЯ УРАВНЕНИЙ

Следуя работе [8], рассмотрим поперечно-мел-

комасштабные возмущения, т. е. возмущения 

вида

 �( , ) ( )exp( ( ) / )t i t i= − ω + χ εr r rξ ξ . (13)

Здесь ε  — малый параметр, описывающий по-

перечный масштаб возмущений, χ  — эйко-

нал, удовлетворяющий условию 0⊥ ⋅ =k B , где 

⊥ = ∇χk . Фигурирующие в (9)—(11) величины 

divξ  и 
1

Pδ  для возмущений типа (13) принима-

ют вид

� �div ( ) div exp( ( ) / )
i

i t i⊥⊥
⎡ ⎤= ⋅ + − ω + χ ε⎢ ⎥ε⎣ ⎦

k rξ ξ ξ , (14)

 

� �2

11
( )( )

exp( ( ) / ),

i
P P P

i t i

⊥⊥
⎡ ⎤δ = − γ + ⋅ + δ ×⎢ ⎥ε⎣ ⎦
× − ω + χ ε

B k

r

ξ
 

(15)

 � � � �2

1 div (div 2 )P P ⊥ ⊥ ⊥δ = γ + + ⋅Bξ ξ κ ξ . (16)

Подставляя (14)—(16) в (9)—(11), получаем

�
�

2

2 2

1⎛ ⎞ω ξρ + ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟
∇ψ ∇ψ⎝ ⎠

B B

� �
1 2

2( div )P P P
⋅∇ψ+ −δ + ξ + γ =′
∇ψ
κ

ξ
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�
2

2 2

( ) ( )
( )P ⊥⊥ ⊥⋅∇ψ ⋅

= γ + −
ε∇ψ

k k
B

ξ

�21

2
2( )( )( )]

P
P ⊥⊥

∇ψ ⋅∇δ
− − γ + ⋅ ⋅∇ψ −

∇ψ
B k ξ κ

 

�

�

1
2

2

[( )

[( ) ( )],

i
P

P

⊥

⊥⊥

− ⋅∇ψ δ +
ε ∇ψ

+∇ψ ⋅∇ γ + ⋅ ⋅

k

B k ξ

 

(17)

� �
2

1

s s

⎛ ⎞ωρ η+ ⋅∇ ⋅∇η =⎜ ⎟α α⎝ ⎠
B B

�
2

2 2

( )( [ ])
( )P ⊥⊥ ⊥⋅ξ⋅ ×∇ψ

= γ + −
ε

kk B
B

B

� �
1 1

2 2

[ ]
[( [ ])

i
P P⊥

×∇ψ− ⋅∇δ − ⋅ ×∇ψ δ +
ε

B
k B

B B

 �2
([ ] )[( )( )]],P ⊥⊥+ ×∇ψ ⋅∇ γ + ⋅B B k ξ  (18)

 �2
div 0Pρω τ + γ ⋅∇ =B� ξ . (19)

Заметим, что в уравнениях (17), (18) есть сла-

гаемые разного порядка малости. Поскольку 

частота колебаний должна быть существенно 

меньше гирочастоты ионов (иначе перестанет 

выполняться приближение МГД), то члены, со-

держащие ω2, будут иметь нулевой порядок по ε. 

Поэтому большие слагаемые, пропорциональ-

ные ε–2 и ε–1, необходимо в указанных уравне-

ниях исключить, налагая на эйконал и возму-

щенные величины некоторые условия. Следует 

также отметить, что из тех же соображений при-

менимости приближения МГД параметр ε не 

может быть слишком малым, чтобы поперечный 

масштаб возмущений не стал сравним с гирора-

диусом ионов.

Приравнивая в (17), (18) слагаемые порядка 
2

1 ε  к нулю, получаем

 � � �
2 2

[ ]
0.⊥ ⊥

⊥⊥

⋅∇ψ ⋅ ×∇ψ
⋅ = ξ + η =

∇ψ
k k B

k
B

ξ  (20)

Обращение в ноль слагаемых порядка 1 ε  

приводит к уравнению

 
�

� � �1

2
div div 2 0

P
⊥ ⊥

δ = β + + ⋅ =
B

ξ ξ κ ξ , (21)

которое мы перепишем в виде

 �
�

2 2

1
div 2

1

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⋅∇ψ⎢ ⎥= ⋅∇ − ξ⎜ ⎟+β ⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦
B

B

τ κ
ξ , (22)

где 
2

/Pβ = γ B . Уравнение (22) описывает сжи-

маемость возмущений.

Оставшиеся в (9)—(11) члены порядка 
0ε при-

водят к уравнениям

 
�

�
2

2 2

1⎛ ⎞ω ξρ + ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟
∇ψ ∇ψ⎝ ⎠

B B  

 � �
2

2( div ) 0,P P
⋅∇ψ+ ξ + γ =′
∇ψ
κ

ξ  (23)

 � �
2

1
0

s s

⎛ ⎞ωρ η+ ⋅∇ ⋅∇η =⎜ ⎟α α⎝ ⎠
B B , (24)

 �2
div 0Pρω τ + γ ⋅∇ =B� ξ . (25)

ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Как было показано в работе [4], направление 

вектора ⊥k  совпадает с направлением возму-

щённого электрического поля волны. Следова-

тельно, вектор ⊥k  определяет поляризацию воз-

мущений. 

Положим в полученных уравнениях ||⊥ ∇ψk . 

Тогда

 
2 2

[ ]
0⊥ ⊥⋅ ×∇ψ ⋅∇φ

= =
∇φ

k B k

B
, (26)

откуда с учетом (12—16) получаем 
�Q

0ξ = , 0τ =� , 
�Q 0η≠ , �div 0=ξ . Амплитуда �

Q
η  удовлетворяет 

уравнению

 �
�2

0
s s

⎛ ⎞ω ⋅∇ηρ η+ ⋅∇ =⎜ ⎟α α⎝ ⎠
B

B , (27)

впервые приведенному в работе [6], и описывает 

тороидальные альвеновские моды.

Если же положить [ ]||⊥ ×∇ψk B , то

 
2

0⊥ ⋅∇ψ =
∇ψ

k
. (28)

В этом случае � 0η= , 
�Q

0ξ ≠  и τ�  0≠ , а амплитуды 
�Qξ  

и τ�  удовлетворяют уравнениям

�
�

2

2 2

1⎛ ⎞ω ξρ + ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟
∇ψ ∇ψ⎝ ⎠

B B

 � �
2

2( div ) 0P P
⋅∇ψ+ ξ + γ =′
∇ψ
κ

ξ , (29)



60 ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2013. Т. 19. № 4

С. О. Черемных

 �2
div 0Pρω τ + γ ⋅∇ =B� ξ , (30)

 � �
2 2

1
div 2

1

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⋅∇ψ⎢ ⎥= ⋅∇ − ξ⎜ ⎟+β ⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦
B

B

τ
ξ

к
 (31)

и описывают полоидальную компрессионную 

альвеновскую моду [8, 14].

Эти два предельных случая подробно рассмат-

ривались ранее в работе [8]. Более интересно 

рассмотреть случай, когда поперечное электри-

ческое поле направлено под углом к магнитной 

поверхности. Это означает, что обе проекции 

вектора ⊥k  как на тороидальное, так и полои-

дальное направления отличны от нуля:

 
2

[ ]
0⊥ ⋅ ×∇ψ

≠
k B

B
,

 
2

0⊥ ⋅∇ψ ≠
∇ψ
к

. (32)

В данном случае будут реализовываться сме-

шанные моды [2].

Используя два равенства

 
2

0⊥
⎛ ⎞⋅∇ψ

⋅∇ =⎜ ⎟
∇ψ⎝ ⎠

k
B ,

 
2

[ ]
0⊥

⎛ ⎞⋅ ×∇ψ
⋅∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

k B
B

B
, (33)

вывод которых приведен в Приложении, и оче-

видное из них следствие

 0
[ ]

s
⊥

⊥

⎛ ⎞⋅∇ψ
⋅∇ α =⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠

k
B

k B
, (34)

приведём уравнения (23), (24) к несколько ино-

му виду. Умножив уравнение (23) на ⊥ ⋅∇ψk , а 

уравнение (24) — на 
2⊥

⎡ ⎤∇ψ⋅ ×⎢ ⎥
∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

k B  и сложив их, 

получим

�
2

1
( )⊥

⎛ ⎞
⋅∇ψ ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟

∇ψ⎝ ⎠
k B B

� �
2

2( )( div )P P⊥
⋅∇ψ+ ⋅∇ψ ξ + γ −′
∇ψ

k ξ
к

 �
2

[ ]
0

[ ]

⊥ ⊥

⊥

⎛ ⎞⋅ ×∇ψ ⋅∇ψ
− ⋅∇ ⋅∇ξ =⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠∇ψ

k B k
B B

k B
. (35)

При получении (35) использовалось равенство

 � �1

[ ]s

⊥

⊥

⋅∇ψ
⋅∇η= − ⋅∇ξ

α ⋅ ×∇ψ
k

B B
k B

, (36)

вытекающее из (20) и (33). Последнее слагаемое 

в (35) преобразуем с учётом (34) следующим об-

разом:

�
2

[ ]

[ ]

⊥ ⊥

⊥

⎛ ⎞⋅ ×∇ψ ⋅∇ψ
⋅∇ ⋅∇ξ =⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠∇ψ

k B k
B B

k B

�
2

[ ] 1

[ ]
s

s

⊥ ⊥

⊥

⎛ ⎞⋅ ×∇ψ ⋅∇ψ
= α ⋅∇ ⋅∇ξ =⎜ ⎟⋅ ×∇ψ α⎝ ⎠∇ψ

k B k
B B

k B

 

�

�

2

2

1
( )

1
( ) .s

s

⊥

⎡ ⎛ ⎞
⎢= ⋅∇ψ ⋅∇ ⋅∇ξ −⎜ ⎟
⎢ ∇ψ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞α ⎥− ⋅∇ξ ⋅∇⎜ ⎟α ⎥∇ψ⎝ ⎠ ⎦

k B B

B B

 

(37)

Подставляя (27) в (26), получаем искомое 

уравнение

 

� �

�

2

2

2( div )

1
( ) 0.s

s

P P
⋅∇ψξ + γ +′
∇ψ

⎛ ⎞α
+ ⋅∇ξ ⋅∇ =⎜ ⎟α ∇ψ⎝ ⎠

B B

ξ
к

 

(38)

Для получения второго уравнения перепишем 

уравнения (23) и (24) с учётом (36) в виде

�
�

2

2 2

Q
1⎛ ⎞ω ξρ + ⋅∇ ⋅∇ξ +⎜ ⎟

∇ψ ∇ψ⎝ ⎠
B B

 � �
2

2( div ) 0,P P
⋅∇ψ+ ξ + γ =′
∇ψ
к

ξ  (39)

 �2

[ ]

⊥

⊥

⋅∇ψ
ρω ξ +

⋅ ×∇ψ
k

k B

 � 0.
[ ]

⊥

⊥

⎛ ⎞⋅∇ψ
+ ⋅∇ ⋅∇ξ =⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠

k
B B

k B
 (40)

Умножив (40) на ( ) ( [ ])s ⊥ ⊥α ⋅∇ψ ⋅ ×∇ψk k B  

и сложив с (39), после простых алгебраических 

преобразований получаем второе уравнение:

� 2
2

2

( )
1

( [ ])

⊥

⊥

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψρω ξ ⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ ⎣ ⎦

k B

k B

�
2

2

( )1
1

( [ ])

⊥

⊥

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψ
⎢ ⎥+ ⋅∇ + ⋅∇ξ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦

k B
B B

k B
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 � �
2

2( div ) 0.P P
⋅∇ψ+ ξ + γ =′
∇ψ

ξ
к

 (41)

Уравнения в виде (41) были получены в рабо-

тах [1, 3, 12] и исследованы в работах [1, 4]. Если 

в уравнении (41) положить ( ) (⊥ ⊥⋅∇ψk B k ×
× 2

[ ]) 0×∇ψ →B , то оно переходит в (29) и описы-

вает полоидальные компрессионные альвеновс-

кие моды. В пределе 
2

( ) ( [ ])⊥ ⊥⋅∇ψ ⋅ ×∇ψ →k B k B
→∞  из (41) получаем уравнение

�
2

2

2

( )

( [ ])
s

⊥

⊥

⋅∇ψ
ρω ξα +

⋅ ×∇ψ
k

k B

 �
2

2

( )
0,

( [ ])
s

⊥

⊥

⎛ ⎞⋅∇ψ
+ ⋅∇ α ⋅∇ξ =⎜ ⎟⋅ Β×∇ψ⎝ ⎠

k
B B

k
 (42)

которое с помощью уравнений (20) и (36) приво-

дится к уравнению (27) и описывает тороидаль-

ные альвеновские моды.

Таким образом, система уравнений (22), (25), 

(38), (42) справедлива для любых значений ⊥k  и 

с учетом равенств (33), (34) описывает все воз-

можные поперечно-мелкомасштабные моды в 

дипольной геометрии магнитного поля.

АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ

Уравнение (41) с учётом (38) можно представить 

также в виде

� 2
2

2

( )
1

[ ]

⊥

⊥

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψρω ξ ⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ ⎣ ⎦

k B

k B

�
2

2

( )1
1

[ ]

⊥

⊥

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψ
⎢ ⎥+ ⋅∇ + ⋅∇ξ −⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦

k B
B B

k B

 �
2

1
( ) 0.s

s

⎛ ⎞α
− ⋅∇ξ ⋅∇ =⎜ ⎟α ∇ψ⎝ ⎠

B B  (43)

Фигурирующая в этом уравнении величина 
�⋅∇ξB  связана с давлением и кривизной сило-

вых линий уравнением (38). Поэтому уравнение 

(43) учитывает эффекты, квадратичные по дав-

лению, и, таким образом, описывает баллонные 

возмущения [8, 11].

Если же в уравнении (38) положить давление 

равным нулю, то из (43) и (20) мы получим �ξ = 0, 

т. е. такие возмущения не реализуются.

Система (22), (25), (38), (42) содержит три не-

известные функции �ξ , �τ  и χ  и три уравнения. 

Поэтому решение этой системы реализуется при 

определенных значениях χ . Ранее, например в 

работах [1, 4, 12], вопрос о влиянии поляриза-

ции на спектр возмущений рассматривался для 

произвольной функции χ . Это было обуслов-

лено тем обстоятельством, что уравнение (38) в 

этих работах отсутствовало. Оно было получено 

в работе [7] как предельный случай с использо-

ванием довольно сложного математического ап-

парата. В данной работе это уравнение выведено 

для изначально заданного дипольного магнит-

ного поля и с разъяснением всех тонкостей его 

получения для рассматриваемой геометрии маг-

нитного поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследован вопрос о генерации собс-

твенных поперечно-мелкомасштабных МГД-

мод в магнитосферной  плазме. Основная цель 

исследования состояла в получении и анализе 

системы уравнений, описывающих указанные 

возмущения и, в первую очередь, их поляриза-

цию в рамках модели дипольного магнитного 

поля.

Получена система уравнений 

� 2
2

2

( )
1

( [ ])

⊥

⊥

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψρω ξ ⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ ⎣ ⎦

k B

k B

�
2

2

( )1
1

( [ ])

⊥

⊥

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⋅∇ψ
⎢ ⎥+ ⋅∇ + ⋅∇ξ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ×∇ψ⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦

k B
B B

k B

� �
2 2

2

1
2 2

1

( ) 0,

P P
⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞τ ⋅∇ψ⎢ ⎥ξ + γ ⋅∇ − ξ′⎜ ⎟⎜ ⎟+β⎜ ⎟⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ×

∇ψ
× ⋅∇ψ =

B
B

� χ

χ

 � �
2 2 2

1
2 2

1
P P
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞τ ⋅∇ψ ⋅∇ψ⎪ ⎪⎢ ⎥ξ + γ ⋅∇ − ξ +′⎨ ⎬⎜ ⎟+β ⎢ ⎥∇ψ ∇ψ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

B
B

� χ χ

�
2

1
( ) 0,s

s

⎛ ⎞α
+ ⋅∇ξ ⋅∇ =⎜ ⎟α ∇ψ⎝ ⎠

B B

�2

2 2

1
2 0,

1
P

⎡ ⎤⎛ ⎞τ ⋅∇ψ⎢ ⎥ρω τ + γ ⋅∇ ⋅∇ − ξ =⎜ ⎟+β ⎢ ⎥∇ψ⎝ ⎠⎣ ⎦
B B

B

�
� χ
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описывающая альвеновские моды с промежу-

точной поляризацией. В предельных случаях то-

роидальных и полоидальных альвеновских мод 

эта система переходит в полученные ранее урав-

нение (27) и систему (29)—(31) соответственно.

Второе уравнение этой системы описывает 

баллонную неустойчивость.

Установлено, что в приближении холодной 

плазмы реализуются возмущения только с двумя 

поляризациями — полоидальные и тороидаль-

ные альвеновские моды.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для доказательства равенств (33) используем 

векторное уравнение

( ) ( )c c⋅∇ ⋅∇ = ⋅∇ ⋅∇ +a b b a

 ( div div rot[ ])c+∇ ⋅ − − ×a b b a a b , (п. 1)

с помощью которого находим

2 2
( )⊥ ⊥

⎛ ⎞∇ψ ∇ψ⋅∇ ⋅ = ⋅∇ ⋅ +⎜ ⎟
∇ψ ∇ψ⎝ ⎠

B k B k

2 2
div div⊥

⎛ ∇ψ ∇ψ+ ⋅ − −⎜
∇ψ ∇ψ⎝

k B B

 
2 2

rot rot .⊥

⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ψ ∇ψ− × = − ⋅ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟⎟∇ψ ∇ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B k B  (п. 2)

При получении (п. 2) было учтено, что ⊥ = ∇χk . 

Разложим вектор 
2

rot[ ]×∇ψ ∇ψB  по ортого-

нальным направлениям ∇ψ , [ ]×∇ψB  и B

2 2 2
rot rot

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ψ ∇ψ ∇ψ× = ∇ψ ⋅ × +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ ∇ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B B

2 2
rot

⎛ ⎞⎡ ⎤∇ψ+ ⋅ × +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

B
B B

B

 
2 2 2

[ ]
[ ] rot .
⎛ ⎞⎡ ⎤×∇ψ ∇ψ+ ×∇ψ ⋅ ×⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

B
B B

B
 (п. 3)

Преобразуем слагаемые в правой части выра-

жения, используя векторное равенство div[ ]× =a b
rot rot= ⋅ − ⋅b a a b. В результате получаем

2
rot

⎡ ⎤∇ψ× =⎢ ⎥
∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

B

2 2 2
div rot
⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ψ ∇ψ= × × + × ⋅ +⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B
B B B B

B

2 2 2 2

[ ]
div .s

⎛ ⎞⎡ ⎤×∇ψ ∇ψ ∇ψ+ + × ×∇ψ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ ∇ψ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

B
B

B
 (п. 4)

Фигурирующая в (п. 4) величина s описывает 

эффект перекрещенности силовых линий маг-

нитного поля — шир

 
2

[ ] rots
⎡ ⎤∇ψ= ×∇ψ ⋅ ×⎢ ⎥

∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦
B B . (п. 5)

Упростим выражение (п. 4) с помощью не-

сложных векторных преобразований

2
div

⎛ ⎞⎡ ⎤∇ψ× ×∇ψ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
B

 ( )
2 2

div
⎛ ⎞⎛ ⎞∇ψ ∇ψ= ⋅∇ψ − ⋅∇ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ⎝ ⎠⎝ ⎠

B B

 

div 0,=B   (п. 6)

2 2
div

⎛ ⎞⎡ ⎤∇ψ× × =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

B
B B

B

( )
2 2 2

div
⎛ ⎞⎛ ⎞∇ψ ∇ψ= ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ ∇ψ⎝ ⎠⎝ ⎠

B
B B B B

B

 

( )
2 2 2

div div( ),s

⎛ ⎞∇ψ= ⋅ = ∇ψα⎜ ⎟
∇ψ⎝ ⎠

B B
B B

B B
 (п. 7)

2 2 2 2
rot

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ψ ∇ψ× ⋅ = ⋅ × =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∇ψ ∇ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B B
B B j B

B B

 
2 2 2

[ ] P
⎛ ⎞∇ψ= × ⋅ = ′⎜ ⎟

∇ψ⎝ ⎠

B B
j B

B B
. (п. 8)

Следовательно,

2 2
rot s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ψ ∇ψ× = × +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
∇ψ ∇ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B B

 
2

( div( )).sP+ + α ⋅∇ψ′
B

B
 (п. 9)

Подставляя (п.9) в (п.2), находим

 

2⊥

⎛ ⎞∇ψ⋅∇ ⋅ =⎜ ⎟
∇ψ⎝ ⎠

B k
2

.s⊥

⎡ ⎤∇ψ− ⋅ ×⎢ ⎥
∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

k B   (п. 10)
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Покажем, что в рассматриваемой дипольной 

геометрии магнитного поля 0s = . Для этого ис-

пользуем выражение

 
2

⎡ ⎤∇ψ∇φ = ×⎢ ⎥
∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

B , (п. 11)

следующее из (2). Подставив в (п. 11) выражение 

(п. 5) для шира s, убеждаемся, что последний об-

ращается в ноль:

2
[ ] rots

⎡ ⎤∇ψ= ×∇ψ ⋅ × =⎢ ⎥
∇ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

B B

 
2

rot( ) 0.= ∇ψ ∇φ⋅ ∇φ =  (п. 12)

Из (п. 12) и (п. 10) получаем первое уравнение в 

(33).

Для доказательства второго равенства в (33) 

используем, как и выше, уравнение (п. 1). Тогда 

из цепочки равенств

[ ] [ ]
2 2

div
⊥

⊥

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ×∇ψ ×∇ψ
⋅∇ = ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∇ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

k B B
B k B

B

[ ]
2

div⊥

⎛ ⎞×∇ψ
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

B
k B

B

[ ]
2

rot ⊥

⎛ ⎞× ×∇ψ
− ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

B B
k

B

[ ]
2

( )⊥

×∇ψ
+ ⋅∇ ⋅ =

∇ψ

B
B k

[ ]
2

rot⊥

⎛ ⎞× ×∇ψ
= − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

B B
k

B

2 2

( ) ( )
rot⊥

⎛ ⎞⋅∇ψ ∇ψ ⋅= − ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B B B
k

B B

 rot( ) 0⊥= ⋅ ∇ψ =k  (п. 13)

получаем указанное уравнение.
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ПРО ПОЛЯРИЗАЦІЮ 

ПОПЕРЕЧНО-ДРІБНОМАСШТАБНИХ 

МГД-МОД У МАГНІТОСФЕРІ ЗЕМЛІ

Теоретично проаналізовано поляризаційні властивості 

поперечно-дрібномасштабних ультранизькочастотних 

власних МГД-збурень в дипольному магнітному полі. 

Отримано систему рівнянь, що описує альвенівські моди 

з проміжною поляризацією. У граничних випадках торо-

їдальних і полоїдальних альвенівських мод ця система 

переходить в отримані раніше системи. Одне з отрима-

них рівнянь описує балонну нестійкість.

S. O. Cheremnykh

ON THE POLARIZATION OF TRANSVERSALLY 

SMALL-SCALE MHD MODES IN THE EARTH’S 

MAGNETOSPHERE  

We present a theoretical analysis of polarization properties 

of transversally small-scale ultra-low-frequency MHD 

eigenmode perturbations in the dipolar magnetic field. A 

set of equations is derived describing Alfvén modes with 

intermediate polarization. In the toroidal and poloidal 

limits the set of equations reduces to previously derived 

sets. One of the obtained equations describes the ballooning 

instability.


