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Розв’язується задача початкового виставляння безплатформових інерціальних навігаційних систем (БІНС) ракет з на-

хиленим стартом. У математичній моделі роботи акселерометрів і давачів кутових швидкостей в алгоритмах БІНС 

використовуються кватерніони. Оцінюються дві проекції вектора відхилень датчиків кутових швидкостей на площину 

меридіану точки старту.

Список сокращений
АЧХ — амплитудно-частотная характеристика;

БИНС — бесплатформенная инерциальная на-

вигационная система;

ВСК — вспомогательные системы координат 
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ГИ — гироинтегратор;

ГСК — географическая система координат 
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ГцСК — геоцентрическая система координат 
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ДУС — датчик угловой скорости;

ИПФ — импульсная передаточная функция;

ПСК — приборная система координат Оx
1
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;

РН — ракета-носитель;

СтСК — стартовая система координат Оx
0
y

0
z

0
.

Условные обозначения
ε1 1 1 1

T
( , , )x y z= ε ε ε — трехмерный вектор,

Λ T

0 1 2 3
( , , , )= λ λ λ λ — кватернион,

�Λ  Λ  = T

0 1 2 3
( , , , )λ − λ − λ − λ  — сопряженный кватер-

нион,

=Q P DΛ Λ — кватернионное произведение [2],

ε1 = = �Λ  Λ  ° ° ε0 ° Λ Λ — проектирование вектора ε0 =

0 0 0

T
( , , )x y z= ε ε ε

 
с помощью кватерниона Λ,

1 1 1

T
1 ( , , )x y zε = ε ε ε� � � � — оценка вектора ε1 1 1 1

T
( , , )x y z= ε ε ε

ВВЕДЕНИЕ

В 1956—1961 гг. вначале в СКБ «Коммунар» 

(г. Харь ков), а затем на ОАО ХАРТРОН разраба-

тывалась система управления ракеты «Онега» с 

наклонным стартом. 

Для этой ракеты выдающимися специалиста-

ми ОАО ХАРТРОН А. И. Гудименко и И. А. Ру ба-

новым был предложен однокоординатный метод 

наведения, для реализации которого использо-

вался уже в те годы цифровой счетно-решающий 

прибор (СРП).

В системе навигации и стабилизации ракеты 

«Онега» в качестве командных приборов ис-

пользовались гирогоризонт и гировертикант. По 

дискретной информации с выхода гироинтег-

ратора, установленного на внешней рамке ги-

рогоризонта, в СРП вычислялась координата L 

центра масс ракеты в направлении оси чувстви-

тельности ГИ, наклонённая от горизонта точки 

старта на угол α (рис. 1). При достижении этой 

координаты заданной величины L
3
 в системе на-

ведения начинает формироваться разность ΔL= 

= L – L
3
. Система стабилизации регулирует эту 

разность до момента встречи ракеты с Землей.

При решении этой задачи в настоящее время 

вместо гирогоризонта и гировертиканта целесо-

образно использовать бесплатформенную инер-

циальную навигационную систему. 

Настоящая работа посвящена решению воз-

никающей при этом задачи начальной выставки 

БИНС.

В научно-технической литературе широко ос-

вещен вопрос начальной выставки БИНС для 

РН с вертикальным стартом [3]. При этом рабо-

та акселерометров и ДУС описывается системой 

ε1 .
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линейных дифференциальных уравнений. На 

основе такой математической модели акселеро-

метров и ДУС разрабатываются соответствую-

щие линейные алгоритмы начальной выставки. 

При наклонном старте углы отклонения про-

дольной оси ракеты от местной вертикали могут 

достигать 30...45°, поэтому линеаризовать три-

гонометрические функции в уравнениях работы 

акселерометров и ДУС не представляется воз-

можным.

В связи с этим в математической модели ра-

боты акселерометров и ДУС и в алгоритмах на-

чальной выставки используются кватернионы. 

Кватернионы легко нормируются, поэтому бо-

лее предпочтительно использовать кватернион-

ную алгебру вместо алгебры матриц направляю-

щих косинусов.

Одновременно с решением задачи начальной 

выставки БИНС производится оценка двух про-

екций вектора уходов датчиков угловой скорости 

на плоскость меридиана точки старта ракеты.

1. СИСТЕМЫ  КООРДИНАТ  
И  КВАТЕРНИОНЫ

Начало геоцентрической системы координат 

на ходится в центре Земли, ось Оу
7
 ГцСК направ-

лена вдоль радиуса-вектора точки старта на эл-

липсоиде Земли (геоцентрическая вертикаль), 

ось Оz
7
 направлена перпендикулярно к плоскос-

ти
 
меридиана точки старта на восток, ось Ох

7
 на-

правлена так, чтобы ГцСК была правой.

Начало географической системы координат 

Ох
3
у

3
z

3 
находится на поверхности Земли в точ-

ке старта РН, ось Оу
3
 ГСК направлена вверх по 

линии местного отвеса, ось Ох
3 

направлена по 

касательной к меридиану точки старта на север, 

ось Оz
3
 направлена так, чтобы ГСК была правой.

Стартовая система координат (СтСК) Ох
0
у

0
z

0
 

определяется поворотом вокруг оси Оу
3
 ГСК на 

угол N — азимут пуска РН (угол N положитель-

ный при повороте по часовой стрелке, при ази-

муте N = 0 ось Ох
0 
направлена на север).

Вектор измеряемого ускорения от силы тя-

жести и вектор угловой скорости Земли в СтСК 

определяются формулами [1]
T

0
(0, ,0) ,g=a

2
(1 sin ),

T

eg g= + β ϕ

7

7

7

cos ,

sin ,

0,

x

y

z

Ω = Ω ϕ

Ω = Ω ϕ

Ω =

7 7 7

T

7
( , , ) ,x y zΩ = Ω Ω Ω

 

T

cos , 0, sin , 0 ,
2 2

N

N N⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

S
  (1)

T

cos , 0, 0, sin ,
2 2

μ

μ μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

0 7
,N Nμ μΩ = ΩS S� D D

0 0 0

T

0
( , , ) ,x y zΩ = Ω Ω Ω

,~
μμ SSS DNN =

2
0.5 sin 2 ,eμ = ϕ

 

где 
T
eg  = 9.780318 м/с2 — ускорение свободного 

падения на экваторе, ϕ — геоцентрическая ши-

рота, N — азимут пуска РН в ГСК, Ω = 7.292×
× 10-5 рад/с — угловая скорость вращения Земли, 

β = 0.0053024 — стандартизованная константа 

гравитационного поля Земли, е2 = 0.0066937 — 

квадрат эксцентриситета эллипсоида вращения 

для Земли.

2. ФОРМИРОВАНИЕ  И  ПЕРВИЧНАЯ 
ОБРАБОТКА  ИНФОРМАЦИИ  
С  ВЫХОДА  АКСЕЛЕРОМЕТРОВ  
И  ДАТЧИКОВ  УГЛОВОЙ  СКОРОСТИ

Статические части сигналов на выходе акселе-

рометров и ДУС S1a , Ω
1S

 определяются из (1) со-

отношениями [2]:

Рис. 1. Однокоординатный метод управления

Ω
7

Ω
0

Ω
0

Ω
7



39ISSN 1561-8889. Космічна наука і технологія. 2010. Т. 16. № 4 

Начальная выставка бесплатформенных инерциальных навигационных систем ракет с наклонным стартом

(0) (0)
cos , sin , 0, 0 ,

2 2x

x x
α

α α⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

S
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z z
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cos , 0, sin , 0 ,
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,

x z yα α α α=S S S SD D
  (2)

1 0 1
,S α α= + Δa S a S a� D D

1 0 1
,S α αΩ Ω + ε= S SD� D

где α(0) ( (0), (0), (0))x y z= α α α  — вектор ориен-

тации ПСК в СтСК, ε
1 1 1 1

T
( , , )x y z= ε ε ε  — вектор 

уходов ДУС, 
1 1 1

Т

1
( , , )х у zа а аΔ = Δ Δ Δа  — вектор 

погрешностей акселерометров типа «смещения 

нуля».

Учет помех на выходе акселерометров и ДУС 

производится выражениями:

 

1 1

1 1

sin(2 ),

sin(2 ),

S

S

ft

ft

= + π + Φ

Ω = Ω + π + Φ

a a A

В   
(3)

где ( , , )x y zA A A=A , ( , , )x y zB B B=B  — векторы 

амплитуд гармонических помех, f — частота по-

мех, Ф = (Ф= (Ф
x
, Ф, Ф

y
, Ф, Ф

z
))— вектор начальных фаз.

Вектор уходов ДУС и вектор погрешностей 

акселерометров на оси СтСК и ГСК определя-

ются соотношениями

  

0 1

0 1

3 0

3 0

,

,

,

.

N N

N N

α α

α α

ε = ε

Δ = Δ

ε = ε

Δ = Δ

S S

a S a S

S S

a S a S

�D D
�D D

� D D
� D D

  (4)

С выхода ДУС и акселерометров поступает 

информация соответственно в виде вектора ϕ
1 

= 

= 
1 1 1

T
( , , )x y zϕ ϕ ϕ  и вектора кажущихся скоростей 

1 1 1

T

1
( , , )x y zW W W=W , определяемых дифферен-

циальными уравнениями

 ϕֺ
1 
= Ω

1
,

Wֺ
1 
= a

1

Вектор ϕ
1
 и вектор кажущейся скорости 

1
W  

используются в дальнейшем в дискретные мо-

менты времени n = 1, 2, 3, … с тактом Т = 0.05 с 

и n
1
 = 1, 2, 3, … с тактом Т

1 
= 0.001 с:

1 1 1 1

1 1 1

T

1 1 1 1

T

1 1 1 1 1

[ ] ( [ ], [ ], [ ]) ,

[ ] ( [ ], [ ], [ ]) .

x y z

x y z

n n n n

n W n W n W n

ϕ = ϕ ϕ ϕ

=W

Дискретность информации на выходе ДУС и 

акселерометров учитываются соотношениями

 

где 
1HΔϕ , 

1HWΔ , m

ϕδK , 
W

mδK  — константы, { }E …  

— операция выделения целой части числа.

Фильтрация помех на выходе акселерометров 

и ДУС в диапазоне частот f = 2...500 Гц произ-

водится с помощью фильтра Чебышева с тактом 

работы Т
1
 = 0.001 с:

 

2 4
Ф * Ф

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1

2 4
Ф * Ф

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1

[ ] [ ] [ ],

[ ] [ ] [ ],

j i
j i

j i
j i

n d n j b n i

n d n j b n i

= =

= =

ϕ = ϕ − + ϕ −

= − + −

∑ ∑

∑ ∑W W W
 

(6)

где 
1 jd  (j = 0, 1, 2), 

1ib  (i = 1, 2, 3, 4) — константы.

Импульсная передаточная функция фильтра 

Чебышева (6) имеет вид:

  

1 2

10 11 12

1 2 3 4

11 12 13 14

( ) ,
1

d d z d z
Q z

b z b z b z b z

− −

− − − −

+ +
=

− − −
  (7)

где 1T sz e= , s = iω.
Амплитудно-частотная характеристика, соот-

ветствующая функции (7), приведена на рис. 2.

Вектор угловой скорости и вектор кажущего-

ся ускорения определяются выражениями

  

ПФ Ф Ф

1 1 1

ПФ Ф Ф

1 1 1

[ ] ( [ ] [ 1])/ ,

[ ] ( [ ] [ 1])/ .

n n n T

n n n T

Ω = ϕ − ϕ −

= − −a W W
  (8)

Предусмотрена фильтрация сигналов (8) с по-

мощью фильтра Чебышева:
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где 
1 jd  (j = 0, 1, 2), 

1ib  (i = 1, 2) — константы.

Импульсная передаточная функция фильтра 

Чебышева (9) с тактом работы Т = 0.05 с имеет 

вид:

  
1 2

0 1 2

1 2

1 2

( ) ,
1

d d z d z
Q z

b z b z

− −

− −

+ +
=

− −
  (10)

где 
Tsz e= , s = iω.

Амплитудно-частотная характеристика, соот-

ветствующая функции (10), приведена на рис. 3.

3. РЕШЕНИЕ  СИСТЕМ 
НЕЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ

Оценки вектора углов отклонения ПСК отно-

сительно СтСК α(0), проекции вектора погреш-

ностей акселерометров на ось Оy
0
 СтСК и проек-

ций вектора уходов ДУС на плоскость меридиа-

на точки старта 3 3,
c c

y xε ε� �  при отсутствии помех на 

выходах акселерометров и ДУС можно опреде-

лить решением системы двух векторных уравне-

ний, где 
1 1

,
Σ ΣΔa ε  определяются ниже в (13):

 1 1 1 1 1 1
,

c c c c

n n

Σ Σ= + Δ Ω = Ω + εa a a  (11)

с девятью неизвестными координатами трех век-

торов α(0), 
1 1

,
Σ ΣΔa ε где

  

н н

1 0 1 0

н c н

1 1 1 1

0 1 0 0 0

с с

0 1 0 0 0

3 0 3 0

, ,

, ,

, ,

, ,

, .

n n

с

W n n

с с с с

с с

с с с с

N N N N

α α α α

δ δϕ

α α

α α

= Ω = Ω

Δ = δ ⋅ ΔΩ = δ ⋅Ω

= Δ = −

Ω = Ω ε = Ω − Ω

Δ = Δ ε = ε

a S a S S S

a K a K

a S a S a a a

S S

a S a S S S

� �D D D D

�D D
�D D

� �D D D D

 (12)

 
c c

1 1 1 1 1 1
, .

Σ ΣΔ = Δ + Δ ε = ΔΩ + εa a a   (13)

{ }0 0 0
diag , ,

W W W

W x y zK K Kδδ = δ δ δK , 

{ }0 0 0
diag , ,x y zK K Kϕ ϕ ϕ

δϕδ = δ δ δK
— диагональные матрицы, где

( , )

0 ( , )

( , )

( , )

0 ( , )

( , )

,
1

.
1

W

mx y zW

x y z W

mx y z

mx y z

x y z

mx y z

K

K

ϕ
ϕ

ϕ

δ
δ =

+ δ

δ
δ =

+ δ

K

K

K

K

Переменные 
c
1 ,a

 
Ω

1

c отличаются от параметров 

s1  ,a
 
Ω

1
 тем, что в 

c
1 ,a

 
Ω

1

c учитывается погреш-

ность масштабных коэффициентов, а в парамет-

рах s1  ,a
 
Ω

1
 — нет. 

При учете малости 
0
, (0)

c

yΔ αa  получим при-

ближенные уравнения:

  

0 0

c

1 0 0

,

( ) ,

.

c c

y y

x z

α α

Σ
α α

α α α

Δ = Δ

= + Δ

=

a S a S

a B a a B

B S S

�D D�
� D D�

D

  (14)

Приведем дополнительные уравнения связи:

 

2 2 2

д 0 0 0

2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

с с c

x y z

с c c

x y z

a a g a a

a a a

= Δ + + Δ + Δ =

= + +
  (15)

Второму уравнению (14) соответствуют два 

скалярных уравнения с четырьмя неизвестными 

(0),xα (0),zα
0
,

с

xaΔ  
0

с

zaΔ :

  

0

2 2

1 1

0

2 2

1 1

sin( (0) ) ,
( ) ( )

sin( (0) ) ,
( cos ) ( )

 

с

z

x x
c c

z y

с

x
z z

c c

x x y

a

a a

a

a a

Δ
α −β =

+

Δ
α −β = −

β +
  

(16)

Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика фильтра 

Чебышева с передаточной функцией (7)

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика фильтра 

Чебышева с передаточной функцией (10)

ε

ε

ε

Ω
0Ω

Ω Ω

ΩΩΩ Ω

εε

εε Ω
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где углы β
х
, β

z
 определяются соотношениями

 

1

2 2

1 1

1

2 2

1 1

1

2 2

1 1

1

2 2

1 1

sin ,
( ) ( )

cos ,
( ) ( )

cos
sin ,

( cos ) ( )

cos .
( cos ) ( )

c

z

x
c c

z y

c

y

x
c c

z y

c

x x
z

c c

x x y

c

y

z
c c

x x y

a

a a

a

a a

a

a a

a

a a

β = −
+

β =
+

β
β =

β +

β =
β +

  (17)

Уравнениям (16) удовлетворяют оценки

  

l l

� �
0 0

(0) , (0) ,

0, 0.

x zx z

c c

x za a

α = β α = β

Δ = Δ =  

(18)

Из уравнения связи (15) и оценок (18) следует 

оценка вектора: 

  � � T
0 0(0, ,0)
c c

yaΔ = Δa ,  (19)

 �
0 д

.
c

ya a gΔ = −�
Погрешность этой оценки �

0

c

yaΔ  второго по-

рядка малости.

Из уравнений (16) можно определить методи-

ческую погрешность оценок углов (17), (18):

 

l

l

0

2 2

1 1

0

2 2

1 1

(0) (0)

arcsin ,
( ) ( )

(0) (0)

arcsin .
( cos ) ( )

x x x

с

z

c c

z y

z z z

с

x

c c

x x y

a

a a

a

a a

δα = α −β =

Δ
=

+

δα = α −β =

Δ
=

⋅ β +
 

(20) 

Введем в рассмотрение кватернион

  ,N x z Nβ β β=B S S S�D D   (21)

где кватернионы ,  x zβ βS S  получаются из кватер-

нионов ,  x zα αS S  после замены α
х
(0), α

z
(0) на β

х
, 

β
z
 соответственно.

С помощью кват,ерниона (21) вначале полу-

чим вектор в ВСК Ох
8
у

8
z

8
:

8 1

c c

N Nβ βΩ = ΩB B�D D ,

и затем — векторное уравнение

 
8 3 3

( )
cс

y yα αΩ = Ω + εS S� D D   (22)

с неизвестным углом α
у
(0) и вектором уходов 

ДУС 
3

cε .

Векторному уравнению (22) соответствует од-

но скалярное уравнение:

 

3

2 2

8 8

sin( (0) )
( ) ( )

с

z

y y
c c

x z

ε
α −β = −

Ω + Ω
  (23)

с двумя неизвестными — углом α
у
(0) и проекци-

ей вектора уходов ДУС на восточное направле-

ние 
3

c

zε .

В уравнении (23) β
у
 определяется тригономет-

рическими функциями

  

8

2 2

8 8

8

2 2

8 8

cos ,
( ) ( )

sin .
( ) ( )

c

x
y

c c

x z

c

z

y
c c

x z

Ω
β =

Ω + Ω

Ω
β =

Ω + Ω

  (24)

Уравнению (23) удовлетворяют оценки

  l
3(0) , 0.

c

y zyα = β ε =�   (25)

Из уравнения (23) можно определить методи-

ческую погрешность оценки азимута в (24), (25):

  

l

3

2 2

8 8

(0) (0)

arcsin .
( ) ( )

y y y

с

z

c c

x z

δα = α −β =

ε
=

Ω + Ω

  
(26)

Две проекции вектора уходов ДУС на плос-

кость меридиана точки старта ракеты в ВСК 

Ох
9
у

9
z

9
 с учетом оценки 3 0

c

zε =�  в (25) определя-

ются формулами

 

3 9

3 9

T
3 3 3

9 8

cos( ),

sin( ),

( , , 0) ,

.

c
c

x x

c
c

y y

c c c

x y

c c

y yβ β

ε = Ω − Ω ϕ + μ

ε = Ω − Ω ϕ + μ

ε = ε ε

Ω = ΩS S

�

�

� � �

�D D

  (27)

Методические погрешности оценок уходов 

ДУС (27) определяются ошибками проектирова-

ния векторов по уравнениям

 

3 3 3

T

3

;

;

;

( cos( ), sin( ), 0) .

c
H H

N N

x z y

H

ε ε

ε β α

β β β β

δε = Ω − Ω

=

=

Ω = Ω ϕ + μ Ω ϕ + μ

S S

S S S S S

S S S S

� � D D
� �D D D
D D

  (28)

Из (28) получим конечные формулы для мето-

дических погрешностей оценок проекций век-

Ω Ω

ΩΩ ε
3

c

ε

Ω

ε Ω Ω

Ω Ω

ε
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тора уходов ДУС на плоскость меридиана точки 

старта ракеты:

 

l

l

l l l

l l

l l l

3 3 33

3 3 33

3

3

3

sin( ) ,

cos( ) ,

cos sin ,

,

sin cos .

c c
c

x x zx

c c
c

y y zy

x x z

y y

z x z

N N

N N

δε = ε − ε = Ω ϕ + μ δα

δε = ε − ε = −Ω ϕ + μ δα

δα = δα − δα

δα = δα

δα = δα + δα

� �

� �

 

(29)

Методические погрешности оценок вектора 

уходов типа «смещения нуля» ε
1
 в (12) определя-

ются еще разбросами масштабных коэффициен-

тов ДУС, которые при согласованных разбросах 

масштабных коэффициентов 
4

( , )
2 10mx y zK ϕ −δ ≤ ⋅  

не превышает значений 0.003 град/ч и которыми 

можно пренебречь.

4. ФИЛЬТРЫ  ЛЬЮИНБЕРГЕРА  ДЛЯ  ОЦЕНКИ 
УГЛОВ  ОТКЛОНЕНИЯ  ПРОДОЛЬНОЙ  ОСИ 
ПРИБОРНОЙ  СИСТЕМЫ  КООРДИНАТ 
ОТНОСИТЕЛЬНО  МЕСТНОЙ  ВЕРТИКАЛИ  И 
ДЛЯ  ОЦЕНКИ  ПОГРЕШНОСТИ  ИЗМЕРЕНИЯ 
ВЕРТИКАЛЬНОГО  УСКОРЕНИЯ

Оценки параметров, полученные в предыдущем 

разделе решением систем нелинейных уравне-

ний без учета помех, являются предельно воз-

можными по точности для оценок тех же пара-

метров, полученных в настоящем и следующих 

разделах с помощью фильтров Льюинбергера с 

учетом помех и дискретности информации на 

выходе акселерометров и ДУС.

Таким образом, разности между оценками, 

полученными указанными двумя способами, 

характеризуют качество работы фильтров Лью-

инбергера.

Вначале определяется вектор угловой скоро-

сти 
T

( , , )x y zη = η η η  уравнением

  
2 1

,η = − − −Q Q Q   (30)

где , , , 22 QQQ  будут определены ниже.

Определим кватернион P решением диффе-

ренциального уравнения

1
.

2
= ηP P� D

Определяемое по показаниям акселерометров 

абсолютное ускорение РН 
a
0V�  найдем по соот-

ношениям

�Ф Ц
,00 2 0 2 1 0 0 0

Ц Ц Ц

0 7 7 7 7 7

, [ ] ,

, ( ),

a

N N

n

μ μ

= + = − Δ = − +

= = Ω × Ω ×

V a g a P a P a g a a

a S a S a R

� � D D
� D D

R
7 
= (0, R

3
,0)T, R

3 
= a·(1– μ),

где а — большая полуось эллипсоида вращения 

Земли. 

Вектор номинальной скорости точки старта 

РН при движении вместе с вращающейся Зем-

лей представляется в СтСК вектором

Ц

0 7

T

7 7 7 3

,

(0, 0, ) , cos .

H

N N

H H H

z zV V R

μ μ=

= = Ω ϕ

V S V S

V

� D D

Вектор скорости движения РН вместе с вра-

щающейся Землей в СтСК определяется по по-

казаниям акселерометров интегралом

0 0 0 0
,

a= − Ω ×V V V� �

0 0 0

0

.

t

H dt= + ∫V V V�

Погрешность вычисления вектора скорости 

из-за невыставки и погрешностей акселеромет-

ров определяется уравнением

0 0 0
.

HΔ = −V V V
Теперь определим векторы 

2 1
, ,Q Q Q  в (30) 

соотношениями

T

0 0
( ,0, ) ,V Vz x= −q � ���

 
T

310 0
( , , ) ,V d Vz x= −Δ Δq�

31 1 3 0 2
2( ),d p p p p= +  

0

, (0) 0,

t

dt= =∫q q q�

 
2 1

, , ,L L Lγ γ γ= = =Q q Q q Q q�� ��� �   (32)

diag{ , , },

diag{ , , },

diag{ , , },

x y z

x y z

x y z

L L L L

L L L L

L L L L

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

=

=

=

�� �� �� ��

� � � �

где , ,L L Lγ γ γ�� �  — диагональные матрицы коэффи-

циентов усиления.

Оценки углов отклонения продольной оси 

ПСК от местной вертикали определяются с по-

мощью обратных тригонометрических функ-

ций по соответствующим элементам матрицы 

направляющих косинусов ( )0 1 2 3
, , ,ijd p p p p , i, 

j = 1, 2, 3:

 

l l
21 32

21 1 2 0 3 32 1 2 0 1

(0) arcsin , (0) arcsin ,

2( ), 2( ).

z xd d

d p p p p d p p p p

α = α =

= − = −
  

(33)

(31)
ΩΩ

η

η

η
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Оценка погрешности измерения акселеромет-

рами вертикального ускорения в (31) СтСК во 

время начальной выставки БИНС производится 

с помощью еще одного фильтра Льюинбергера: 

  

l

� l � �

0

0 0

T
0 0 3 0

,

(0, , 0) , ,

y

y V yV

y N N

d
K V K V

dt

Δα
= + Δ

Δ = Δα Δ = Δa a S a S

�
�

� D D  

(34)

где , VV
K K� — коэффициенты усиления. 

5. ФИЛЬТРЫ  ЛЬЮИНБЕРГЕРА  ДЛЯ  ОЦЕНКИ 
АЗИМУТА  УСТАНОВКИ  ПРИБОРНОЙ  
СИСТЕМЫ  КООРДИНАТ  В  СТАРТОВОЙ  
СИСТЕМЕ  КООРДИНАТ  И  ДЛЯ ОЦЕНКИ  
УХОДОВ  ДАТЧИКОВ  УГЛОВОЙ  СКОРОСТИ 

Вначале вычисляется вектор угловой скорости 

ω ω T
( , , )x y z= ω ω ω :

  ω ω 
1

,= − −S S   (35)

где 
1
,S S  определяются ниже соотношениями 

(36).

Определим кватернион Λ решением диффе-

ренциального уравнения:

1
.

2
Λ = Λ ω� D  

Векторы 
1
,S S  для (35) определяются по фор-

мулам

2 1

4 2

55 4

[ ] ,

,

,

Ф

N N

nΩ = Ω

Ω = Ω

Ω = Λ Ω Λ − ε

P P

S S

� D D
� D D

�� D D

5

32 21
, , ,

za a
Ω⎛ ⎞

σ = − −⎜ ⎟Ω⎝ ⎠
�

32 2 3 0 1

21 1 2 0 3

2( ),

2( ),

a

a

= λ λ − λ λ

= λ λ − λ λ

0

, (0) 0,dt
t

σ = σ σ =∫ �

  
1

,K Kα α= σ = σS S� � , (36)

diag{ , , },

diag{ , , },

x y z

x y z

K K K K

K K K K

α α α α

α α α α

=

=

� � � �

где ,K Kα α� — диагональные матрицы коэффи-

циентов усиления.

Оценка азимута ПСК в СтСК определяется 

формулами

 
l

13 13 1 3 0 2
(0) arcsin , 2( ).y a aα = = λ λ − λ λ

 
(37)

Оценка двух проекций вектора уходов ДУС на 

плоскость меридиана точки старта производит-

ся с помощью фильтра Льюинбергера:

5 5

5 5

5 5

cos( ),

sin( ),

, ,

x x

y y

yx
x y

dd

dt dt

ΔΩ = Ω − Ω ϕ + μ

ΔΩ = Ω − Ω ϕ + μ

θθ
= ΔΩ = ΔΩ

  

5

5

T
5 5 5

,

,

( , , 0) .

x

x x

y

y y

x y

d
K K

dt

d
K K

dt

Ω θ

Ω θ

ε
= ΔΩ + θ

ε
= ΔΩ + θ

ε = ε ε

�

�

� � �

 

(38)

6. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ  РЕЗУЛЬТАТОВ 
НАЧАЛЬНОЙ  ВЫСТАВКИ  И  ОЦЕНКИ 
УХОДОВ  ДАТЧИКОВ  УГЛОВОЙ  СКОРОСТИ 
В  АЛГОРИТМАХ  БИНС

Из оценок углов отклонения осей ПСК в СтСК 

(33), (37) и из оценок уходов ДУС (38) оформим 

5-мерный вектор 

  
l l l

T

1 2 3 4 5

T
5 5

( , , , , )

( (0), (0), (0), , ) .x y z x y

χ = χ χ χ χ χ =

= α α α ε ε� �
  

(39)

Все пять координат вектора (39) преобразуют-

ся с помощью фильтра Чебышева: 

  
2 4

Ф Ф

1 1

0 1

[ ] [ ] [ ],j i
j i

n d n j b n i
= =

χ = χ − + χ −∑ ∑
 

(40)

где d
1j
 (j = 0, 1, 2), b

1i
 (i = 1, 2, 3, 4) — константы.

Импульсная передаточная функция фильтра 

Чебышева (40) с тактом работы Т = 0.05 с имеет 

вид

  
1 2

10 11 12

1 2 3 4

11 12 13 14

( )
1

d d z d z
Q z ,

b z b z b z b z

− −

− − − −

+ +
=

− − −  
(41)

z = eTs, s = iω.

Соответствующая функции (41) амплитудно-

частотная характеристика приведена на рис. 4.

Далее с помощью рекуррентной формулы 

определяются математические ожидания коор-

динат вектора (40) χФ[n] на конечном интерва-

ле времени (9000...12000 тактов Т = 0.05 с) при 

10-мин общей продолжительности начальной 

выставки:

Ω Ω

ΩΩ

Ω Ω ΛΛ ε

σ

σ σ σ

χ

χ

ΛΛ ω

σ σ

ε
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Ф

T

1 2 3 4 5

0, 0 , 9000;

1
[ 1]

1
[ ] , 9000 12000;

( ,  ,  ,  ,  ) .

H H

H

H

H

n n n

n n
n

n n

n n
n n

m m m m m

χ

χ χ

χ χ χ χ χ χ

= < ≤ =

− −
= − ⋅ +

−

+ χ ⋅ < ≤
−

=

m

m m

m
  

(42)

 

Импульсная передаточная функция рекур-

рентного алгоритма (42) имеет вид

  
1

0

1
( )

n
k

k

Q z z ,
n

−
−

=

= ∑   (43)

z = eTs, s = iω, n = 3000.

Соответствующая функции (43) амплитудно-

частотная характеристика приведена на рис. 5.

Результат начальной выставки представляется 

кватернионами

 

l l l

l l

l l

l l

1 2 3

T

T

T

(0) , (0) , (0) ,

(0) (0)
cos , sin , 0, 0 ,

2 2

(0) (0)
cos , 0, sin , 0 ,

2 2

(0) (0)
cos , 0, 0, sin ,

2 2

.

x y z

x x

x

y y

y

z z

z

x z y

m m mχ χ χ

α

α

α

α α α α

α = α = α =

⎛ ⎞α α
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞α α
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞α α
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

М

М

М

М М М МD D
 

(44) 

Далее вычисляются оценки вектора уходов 

ДУС в ГСК и СтСК:

 
T

3 34 5 0
( , , 0) , .N Nm mχ χε = ε = εS S� � �D D   (45)

Вектора оценки уходов ДУС в ПСК определя-

ется кватернионным произведением

1 0 .α αε = εМ М� �� D D
Параметры ориентации БИНС вычисляются 

в инерциальной начальной стартовой системе 

координат, которая получается фиксацией в мо-

мент окончания начальной выставки определен-

ной в разд. 1 стартовой системы координат.

Учет результатов начальной выставки БИНС 

и оценки уходов ДУС в показаниях датчиков уг-

ловой скорости и акселерометров производится 

соотношением

д
11 1 1 1

( ) , ,
α

α α α αω = ω − ε =М М W М W М� � � � �D D D D

где 
д a

1 1
,ω W�  — показания ДУС и акселерометров 

в полете.

С момента окончания начальной выставки в 

системах ориентации и навигации вычисляется 

кватернион ориентации РН в начальной старто-

вой системе координат L , вектор скорости цен-

тра масс 
1

V  — в приборной системе координат:

1

1

1 1 1 1

1
,

2

,

d

dt

d

dt

= ⋅ ω

= + − ω ×

L
L

V
W g V

D

�

где 
1

g — вектор ускорения свободного павдения 

в ПСК, 
Т

0 1 2 3
( , , , )l l l l=L — кватернион ориента-

ции ПСК в начальной стартовой системе коор-

динат, 
T

1 1 1 1
( , , )x y zV V V=V — скорость центра масс 

РН в ПСК.

Рис. 5. Амплитудно-частотная характеристика рекуррен-

тной формулы математического ожидания с передаточ-

ной функцией (43)

Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика фильтра 

Чебышева с передаточной функцией (41)
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7. РЕЗУЛЬТАТЫ  МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ  НАЧАЛЬНОЙ 
ВЫСТАВКИ  БИНС

Математическое моделирование начальной вы-

ставки производится с помощью вычислитель-

ной программы, включающей в свой состав сле-

дующие подпрограммы:

подпрограмму математической модели аксе-• 

лерометров и ДУС, 

подпрограмму алгоритмов начальной выстав-• 

ки и оценки уходов ДУС, 

подпрограмму решения систем нелинейных • 

уравнений.

Результаты одного варианта моделирования и 

номера формул, которыми определяются соот-

ветствующие векторы или параметры, приведе-

ны в таблице.

Из анализа результатов расчета в таблице сле-

дуют выводы:

— практическое совпадение оценок с помо-

щью фильтров Льюинбергера l 3(0),α ε�  с результа-

тами решения системы нелинейных уравнений 

(соответственно 3,
c

β ε� );

— незначительная разность оценок �
0

c

yaΔ − Δ �
0ya− Δ  = 0.702·10-5 м/с2 объясняется дискретнос-

тью информации на выходе акселерометров;

— погрешности оценок углов отклонения 

продольной оси приборной системы координат 

от местной вертикали l l(0) (0) (0)x xxδα = α − α  = 

= 0.5649 угл. мин, l l(0) (0) (0)z zzδα = α − α  = 0.003 угл. 

мин определяются в соответствии с (20) погреш-

ностями измерения проекций вектора ускоре-

ния;

— погрешность оценки азимута приборной 

системы координат l (0)yδα  = l(0) (0)yyα − α  = 

= –39.86 угл. мин определяется в соответствии 

с (26) проекцией вектора уходов ДУС на восточ-

ное направление 
3

0.1217
c

zε = град/ч;

— погрешности оценок проекций векто-

ра уходов ДУС на плоскость меридиана точки 

старта 
2

3 33
0.138 10

c c
c

x xx

−δε = ε − ε = − ⋅� �  град/ч, 3

c

yδε =�
2

33
0.068 10

c
c

yy

−= ε − ε = − ⋅�  град/ч в соответствии 

с (29) определяется проекцией погрешности 

оценки вектора углов на восточное направление 
l

3 0.39zδα = −  угл. мин.
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STRAPDOWN INITIAL EXHIBITION 

OF ROCKETS WITH INCLINED START

We consider the strapdown initial exhibition of rockets with 

inclined start. Quaternions are used in a mathematical model 

of the accelerometer operation and angular velocity sensors in 

strapdown algorithms. Two projections of the vector of angu-

lar velocity sensors drift on the start point meridian plane are 

estimated.

ε

Результаты моделирования

ϕ = 45°, N = 45° (1)

f = 0.25 Гц (3)

Δa
1 
= (0.001, 0.001, 0.001)Т м/с2

ε
1
 = (0.134, 0.134, 0.134)Т град/ч (2)

A = (2.934, 2.934, 2.934)Т м/с2 

B = (4.512, 4.512, 4.512)Т град/ч
(3)

W

mδK = (0.0002, 0.0002, 0.0002)Т 
ϕδ mK = (0.0002, 0.0002, 0.0002)Т 

(5)

α(0) = (360, 540, 2820)Т угл. мин (2)

β = (359.4, 579.9, 2820)Т угл. мин (17), (24)

α   = (359.4, 579.9, 2820)Т угл. мин (44)

3
(0)δα  = (–0.39, 39.84, –0.39)Т угл. мин (29)

ΣΔ 0a  = (2.03⋅10–4, –6.23⋅10–4, 1.08⋅10–3)Т м/с2 (12)

ΣΔ 3a  = (–6.21⋅10–4, –6.23⋅10–4, 9.07⋅10–4)Т м/с2 (12)

c
0âΔ  = (0.0, –6.224679⋅10–4, 0.0)Т м/с2 (19)

0âΔ  = (0.0, –6.294913⋅10–4, 0.0)Т м/с2 (34)

ε
3
 = (–8.32⋅10–2, 0.18, 0.12)Т град/ч (4)

3

Σε  = (–8.54⋅10–2, 0.18, 0.12)Т град/ч (12)

3

c

ε�  = (–8.39⋅10–2, 0.18, 0.0)Т град/ч (27)

3

Σ
ε�  = (–8.39⋅10–2, 0.18, 0.0)Т град/ч (45)

α

ε

ε

ε

εα

β

Σ


