
Згiдно з рiвняннями збуреного руху космiчного

апарата (КА) [5] найбiльша швидкiсть зростан�

ня фокального параметра, який характеризує

розмiри орбiти, має мiсце, коли рушiйна уста�

новка (РУ) створює прискорення вподовж

трансверсалi. Для цього випадку були розроб�

ленi наближенi моделi руху [1—4, 6, 7], орiєнто�

ванi на конкретнi задачi, i показано, що на ак�

тивних дiлянках траєкторiя КА має форму

спiралi. Для керування орбiтою при наявностi

аеродинамiчного опору розроблено кроковий

алгоритм [3], який виконується з використан�

ням вимiряного поточного швидкiсного натис�

ку i прогнозованих на кiнець кроку кiнематич�

них параметрiв. У випадку, коли сила тяги

трансверсального напряму стала за величиною,

для побудови програми керування РУ отримано

нескладнi аналiтичнi вирази; оптимальна з пог�

ляду швидкодiї програма задає на кожному вит�

ку одну розгiнну та одну гальмiвну дiлянки, роз�

ташування i тривалiсть яких визначається гра�

ничними умовами та вимогами до тривалостi

пасивних дiлянок. З використанням припущен�

ня, яке обмежує знизу ексцентриситет орбiти,

визначено структуру оптимального керування у

межах витка, i отримано наближенi аналiтичнi

оцiнки мiсць розташування активних дiлянок

[7], але особливостi розв’язку крайової задачi не

описанi.

Якщо прискорення, яке створюється РУ, по�

стiйне i суттєво менше за гравiтацiйне на висотi,

вибранiй за базову, то для обмеженої тривалостi

активної дiлянки отримано наближенi аналiтич�

нi залежностi радiуса та ексцентриситету орбiти

вiд аргументу широти, а також радiальної скла�

дової швидкостi [6]. Коли тривалiсть активної

дiлянки зростає до десяти i бiльше дiб, похибка

цих оцiнок стає неприпустимою. Точнiшi залеж�

ностi названих величин представленi у виглядi

ряду з невизначеним числом доданкiв [1].

В результатi порiвняльного аналiзу ефектив�

ностi РУ з постiйною i регульованою малою тя�

гою встановлено, що коли КА виконує одно�

манiтнi транспортнi операцiї з вiдносно вели�

ким корисним навантаженням, використання

РУ з постiйною за величиною силою тяги є

бiльш доцiльним. Для цього випадку знайдено

розв’язок методом усереднення задачi оптимi�

зацiї багатовиткового переходу вiд початкового

до кiнцевого набору п’яти параметрiв орбiти, в

якому напрям дiї тяги та iнтервали включення

РУ визначаються залежно вiд поточних значень

кiнематичних параметрiв [4].

В данiй роботi ставиться задача оцiнки трива�

лостi досягнення заданого середнього радiуса

майже колової орбiти, необхiдної величини

приросту швидкостi, числа виткiв i витрат пали�

ва залежно вiд тягоозброєностi КА i питомої тя�

ги РУ. Доцiльнiсть її вирiшення викликана по�

ширеним використанням електроракетних дви�

гунiв для мiжорбiтальних переходiв, зокрема для

виведення КА на геостацiонарну орбiту.

Сила тяги РУ постiйна; тягоозброєнiсть в ме�

жах 10�5—10�4; питома тяга 700—5000 с; ексцент�
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риситет 0.001—0.1; висота перигею не менша за

600 км; одна активна дiлянка; гравiтацiйне поле

центральне, аеродинамiчний опiр та iншi збу�

рення не беруться до уваги.

Для визначення точностi отриманих нижче

оцiнок використаємо систему iз шести нелiнiй�

них диференцiйних рiвнянь збуреного руху су�

путника в оскулюючих елементах [5], у якiй вiд�

хилення гравiтацiйного поля Землi вiд цент�

рального (врахованi два найсуттєвiшi доданки),

аеродинамiчний опiр та сила тяги РУ спричиня�

ють збурювальнi прискорення КА в радiальному

(S), трансверсальному (T) та бiнормальному (W)

напрямах:

де ε, μ — коефіцієнти в потенціалі гравітацій�

ного поля Землі (ε = 2.64796 ·1025 м5/с2, μ =

= 3.986004 ·1014 м3/с2); r, i, u — змiнний радіус,

нахилення орбіти та аргумент широти; b, ρ — 

балістичний коефіцієнт і щільність атмосфери;

— початкова і поточна вага КА, 

його тягоозброєність і швидкість; p, e, ϑ — фо�

кальний параметр, ексцентриситет орбіти та іс�

тинна аномалія; g — прискорення вiльного па�

дiння на рівні моря.

Коли радіус орбіти r збiльшується, то всі скла�

дові прискорень (1) суттєво зменшуються, за ви�

нятком прискорення, яке створюється РУ, і з

урахуванням зменшення ваги КА через витрати

палива може бути записане у вигляді

, (2)

де t — поточний час, що відраховується з момен�

ту включення РУ, а I — її питома тяга.

З метою отримати аналітичні оцінки вiдрiзку

часу t*, необхiдного для досягнення заданого

радіуса орбіти r*, необхідного приросту швид�

кості ΔV, кількості витків переходу nr і витрат

палива Gf залежно від значення r1 середнього

радіуса початкової орбіти, тягоозброєності КА n

і питомої тяги РУ I, відповідно до припущення

про обмеження зверху ексцентриситету прий�

мемо, що фокальний параметр дорівнює поточ�

ному радіусу r. Тоді рівняння, яке описує його

зміну в результаті включення РУ, матиме вигляд

. (3)

Інтеграл рівняння (3) з урахуванням (2) мож�

на отримати шляхом розділення змінних:

. (4)

Після нескладних перетворень співвідношен�

ня (4) отримаємо оцінку тривалості досягнення

заданого радіуса орбіти r*:

, (5)

де ρ = r1/r*.

В межах прийнятих припущень похибка

оцiнки (5), що збiльшується при збiльшеннi

ексцентриситету, не перевищує 10 %. Вона виз�

начена шляхом порiвняння з результатами

iнтегрування системи рiвнянь збуреного руху

[5] КА з прискореннями (1). Як видно з (5), ос�

новнi чинники, що визначають t*, це тягоозб�

роєність КА n, питома тяга РУ I та відношення

радіусів ρ (рис. 1).

З виразу (5) можна отримати залежність змін�

ного середнього радіуса орбіти від часу роботи

РУ: 

.

Отримаємо оцінку необхідного приросту

швидкості ΔV, який повинна забезпечити РУ

для збільшення середнього радіуса орбіти від

значення r1 до r*. Елементарні перетворення з

використанням (2), (5) дають вираз

, (6)* 1ln(1 / ) / (1 )g I n t I r= − ⋅ ⋅ − ⋅ = μ ⋅ − ρ
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тобто ΔV дорівнює різниці швидкостей КА на

колових орбітах радіусом r1 та r*. Слід зазначити,

що результат (6) — це оцінка знизу, тому що в

ній не враховані втрати швидкості на подолання

аеродинамічного опору в інтервалі висоти до

1500 км. 

Кількість витків nr для збільшення середнього

радіуса орбіти на величину r* – r1 визначимо

спочатку без врахування зменшення ваги КА в

результаті роботи РУ, тобто, на відміну від (2),

прискорення, яке створюється РУ, . Ви�

користаємо диференційні рівняння збуреного

руху КА для фокального параметра, який згідно

із прийнятими припущеннями наближено до�

рівнює середньому радіусу орбіти, і для аргумен�

ту широти: 

,  . (7)

З цих співвідношень отримаємо оцінку зверху

величини nr:

. (8)

Похибка (8) зростає разом з ексцентрисите�

том початкової орбіти в діапазоні від 15 до 45 %.

Для покращення точності оцінки числа витків

переходу з початкової орбіти середнього радіуса

r1 на орбіту радіусом r* приймемо до уваги змен�

шення маси КА внаслідок роботи РУ. З ураху�

ванням прийнятих припущень кутову швид�

кість радіуса�вектора поточного положення КА

дає друге рівняння (7), а визначений з (5) дифе�

ренціал поточного часу — вираз

,

де . З цих співвідношень оцінка кіль�

кості витків переходу

. (9)

Коли ексцентриситет e0 початкової орбіти до�

рівнює 0.001, то інтегрування диференційних

рівнянь збуреного руху КА з прискореннями (1)

дає число витків, яке відрізняється від (9) не

більше, ніж на десяті долі процента, тоді як

збільшення e0 призводить до зростання похибки

оцінки (9), але в межах прийнятих припущень

вона не перевищує 25 % (рис. 2).

Визначимо віднесені до початкової ваги КА

G0 витрати палива Gf на збільшення радіуса

орбіти від значення r1 до r*. Витрати палива за

*
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Рис. 1. Тривалість підйому висоти орбіти до значення 

на геостаціонарній (h1 — середня висота початкової

орбіти)

Рис. 2. Кількість витків переходу на висоту геостаціо�

нарної орбіти (n = 10�4, h1 = 600 км)



одиницю часу, як відомо, дорівнюють відно�

шенню сили тяги n · G0 до питомої тяги РУ I, то�

му, спираючись на отриману вище оцінку (5),

знаходимо

. (10)

Згідно з (10) віднесені до початкової ваги КА

витрати палива не залежать від його тягоозброє�

ності, а визначаються різницею радіусів орбіт і

питомою тягою (рис. 3).

Результати роботи можуть бути використані

для прийняття рішення про спосіб маневруван�

ня з метою збільшення середнього радіусу май�

же колової орбіти КА з РУ малої тяги, а також

для оцінки ефективності ускладнення алгорит�

му управління РУ.
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ORBIT HEIGHT INCREASE BY LOW THRUST 

IN TRANSVERSAL DIRECTION 

We found the dependencies of the duration to reach the

required value of the average radius of a near circular orbit,

necessary velocity increase and fuel consumption on thrust�

to�weight ratio of a space vehicle, an initial radius and speci�

fic thrust of a thruster.
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Рис. 3. Витрати палива на підйом висоти орбіти до

значення на геостаціонарній


