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Òåîð³ÿ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü (ÀÃÕ) ðîç ãëÿ äàº â³ëüí³ õâèëü îâ³
çáó ðåí íÿ àò ìîñ ôå ðè â ðàì êàõ îä íî ÷àñ òîò íî ãî ï³äõî äó. Ïðè öüî ìó ç
òåîð³¿ âèï ëè âàº ìîæ ëèâ³ñòü âè íèê íåí íÿ äâîõ îêðå ìèõ òèï³â õâèëü ç
ð³çíè ìè âëàñ íè ìè ÷àñ òî òà ìè — àêóñ òè÷ íèõ ³ ãðàâ³òàö³éíèõ. Ó îä íî -
÷àñ òîò íî ìó ï³äõîä³ õâèëü îâ³ ôëóê òó àö³¿ ù³ëüíîñò³, òåì ïå ðà òó ðè,
øâèä êîñò³ ïî â’ÿ çàí³ ì³æ ñî áîþ ÷å ðåç ñïåê òðàëüí³ õà ðàê òå ðèñ òè êè
õâèë³, ïðè ÷î ìó ö³ çâ’ÿç êè º íåçì³ííè ìè. Îäíàê ñó ïóò íè êîâ³ ñïîñ òå ðå -
æåí íÿ ïà ðà ìåòð³â ÀÃÕ íå çà âæäè ìîæ íà ïî ÿñ íè òè â ðàì êàõ îä íî -
÷àñ òîò íî ãî ï³äõî äó. Ó äàí³é ðî áîò³ ïðåä ñòàâ ëå íî äâî ÷àñ òîò íèé
ï³äõ³ä äî äîñë³äæåí íÿ ÀÃÕ çà äî ïî ìî ãîþ ìî äåë³ äâîõ çâ’ÿ çà íèõ îñöè -
ëÿ òîð³â. Ïî êà çà íî, ùî çáó ðåí³ ðóõè åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà 
â³äáó âà þòü ñÿ îä íî ÷àñ íî íà äâîõ âëàñ íèõ ÷àñ òî òàõ. Ó öüî ìó âè ïàä êó
çâ’ÿ çîê ì³æ õâèëü î âè ìè ôëóê òó àö³ÿìè ïà ðà ìåòð³â âèç íà ÷àºòüñÿ ïî -
÷àò êî âè ìè óìî âà ìè, ÿê³ ìî æóòü áóòè äîâ³ëüíè ìè. Îòðè ìà íî ð³øåí -
íÿ â ä³éñíèõ ôóíêö³ÿõ äëÿ ³çî òåðì³÷íî¿ àò ìîñ ôå ðè. Äîñë³äæå íî óìî -
âè, ïðè ÿêèõ ³ç çà ãàëü íî ãî äâî ÷àñ òîò íî ãî ðîç â’ÿç êó âèï ëè âà þòü ðîç -
â’ÿç êè îä íî ÷àñ òîò íèõ ÀÃÕ. ×è ñåëü íî çìî äåëü î âà íî âèì³ðþ âàí³ ç ñó -
ïóò íè êà õâèëü îâ³ ôîð ìè ÀÃÕ äëÿ øâèä êîñ òåé ³ çì³ùåíü â îä íî ÷àñ -
òîò íî ìó ³ äâî ÷àñ òîò íî ìó ðå æè ìàõ. Ðå çóëü òà òè ìî äå ëþ âàí íÿ äâî -
÷àñ òîò íèõ ÀÃÕ óçãîä æó þòü ñÿ ç äà íè ìè ñó ïóò íè êî âèõ âèì³ðþ âàíü.
Äâî ÷àñ òîòí³ ÀÃÕ íå çà âæäè ðåàë³çó þòü ñÿ íà äâîõ ð³çíèõ ÷àñ òî òàõ.
Ïî êà çà íî, ùî ïðè çáëè æåíí³ ÷àñ òîò ðåàë³çóºòüñÿ åôåêò áèò òÿ, ³ äâ³
áëèçüê³ ìîäè ñòà þòü íå ðîçð³çíþ âà íè ìè. Ïðè îäíà êîâ³é äîâ æèí³ õâèë³ 
ó íèõ îäíà êîâ³ ñå ðåäí³ ÷àñ òî òè ³ îäíà êîâ³ ôà çîâ³ øâèä êîñò³. Ãî ëîâ íà
îñîá ëèâ³ñòü äâî ÷àñ òîò íî ãî ï³äõî äó äî âèâ ÷åí íÿ ÀÃÕ ïî ëÿ ãàº â ðîç øè -
ðåíí³ çâ’ÿçê³â ì³æ õâèëü î âè ìè ïà ðà ìåò ðà ìè ñå ðå äî âè ùà. Öå äîç âî ëÿº
äî ñÿã òè çà äîâ³ëüíî ãî óçãîä æåí íÿ ìî äåëü íèõ õâèëü î âèõ ôîðì ç äà íè ìè 
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ñó ïóò íè êî âèõ âèì³ðþ âàíü. Òà êèì ÷è íîì, âè êî ðèñ òàí íÿ äâî ÷àñ òîò íî -
ãî ðîç ãëÿ äó ÀÃÕ â³äêðè âàº íîâ³ ìîæ ëè âîñò³ â ³íòåð ïðå òàö³¿ åê ñ ïå ðè -
ìåí òàëü íèõ äàíèõ.
Êëþ ÷îâ³ ñëî âà: àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíà õâè ëÿ, çâ’ÿ çàí³ îñöè ëÿ òî ðè,
âëàñí³ ÷àñ òî òè

1. ÂÑÒÓÏ

Âèâ÷åííÿ àêóñòèêî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü (ÀÃÕ) ïðîäîâæóºòüñÿ ç ñåðå -
äè íè ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ. Â ðåçóëüòàò³ áàãàòîð³÷íèõ òåîðåòè÷íèõ ³
åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ÀÃÕ çíà÷íîþ
ì³ðîþ âèçíà÷àþòü äèíàì³êó ³ åíåðãåòè÷íèé áàëàíñ àòìîñôåð Ñîíöÿ,
Çåìë³ òà ³íøèõ ïëàíåò. ¯õíÿ âàæëèâà ðîëü ó çàçíà÷åíèõ ïðîöåñàõ ïî -
â’ÿ çàíà ç ïåðåíåñåííÿì åíåðã³¿ òà ³ìïóëüñó ÿê ó ãîðèçîíòàëüí³é ïëî -
ùè í³, òàê ³ ì³æ ð³çíèìè âèñîòàìè àòìîñôåðè [7, 11, 14, 15, 18]. 

Â³ëüí³ âëàñí³ õâèëüîâ³ çáóðåííÿ àòìîñôåðè çàçâè÷àé ðîçãëÿäà þòü -
ñÿ â ðàìêàõ îäíî÷àñòîòíîãî ï³äõîäó. Öåé ï³äõ³ä ïåðåäáà÷àº, ùî º äâà
âè äè íåçàëåæíèõ õâèëü — àêóñòè÷í³ òà ãðàâ³òàö³éí³, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ 
ç ð³çíèìè ÷àñòîòàìè. ÀÃÕ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ó âèãëÿä³ ôëóêòóàö³é ð³ç -
íèõ ïàðàìåòð³â ñåðåäîâèùà (ù³ëüíîñò³, òèñêó, òåìïåðàòóðè, øâèä -
êîñò³) [11, 13]. Ó îäíî÷àñòîòíîìó ï³äõîä³ ö³ ôëóêòóàö³¿ ïîâ’ÿçàí³ àìï -
ë³ òóäíî-ôàçîâèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè, çàëåæíèìè â³ä ñïåêòðàëüíèõ
õàðàêòåðèñòèê (÷àñòîòè ³ äîâæèíè õâèë³). Ö³ çâ’ÿçêè íåçì³íí³ ïðîòÿ -
ãîì âñüîãî êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó. Îäíàê åêñïåðèìåíòàëüí³ ñïîñòåðå -
æåííÿ ôëóêòóàö³é ð³çíèõ ïàðàìåòð³â íå çàâæäè ìîæíà ïîÿñíèòè â ðàì -
êàõ îäíî÷àñòîòíîãî ï³äõîäó. 

Ó íåäàâí³õ ðîáîòàõ [5, 9] äëÿ îïèñó â³ëüíî ïîøèðþâàíèõ ÀÃÕ áóâ
çàïðîïîíîâàíèé äâî÷àñòîòíèé ï³äõ³ä, ÿêèé ïåðåäáà÷àº, ùî âëàñí³ õâè -
ëüîâ³ çáóðåííÿ àòìîñôåðè ðåàë³çóþòüñÿ îäíî÷àñíî íà äâîõ ÷àñòîòàõ.
Ó öèõ ðîáîòàõ ïðèïóñêàëîñÿ, ùî äî ïåâíîãî ìîìåíòó ÷àñó ñèñòåìà ïå -
ðå áóâàëà â ð³âíîâàç³, à ïîò³ì â³äáóâàºòüñÿ ¿¿ çáóðåííÿ, ùî ïðèçâîäèòü
äî âèíèêíåííÿ õâèëü. Ïðè öüîìó äâ³ ñêëàäîâ³ çì³ùåííÿ ³ äâ³ ñêëàäîâ³
çáóðåíî¿ øâèäêîñò³ ó ìîìåíò çáóðåííÿ ñåðåäîâèùà ïîâèíí³ çàäî âîëü -
íÿòè êîíêðåòí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè. Õâèëüîâ³ ôîðìè â öèõ ðîáîòàõ
àíàë³çóâàëèñÿ â çàëåæíîñò³ â³ä ÷àñó. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ðåçóëüòóþ÷å
êîëèâàííÿ ìîæå áóòè íåãàðìîí³éíèì. Ó ðàç³ çáëèæåííÿ ÷àñòîò âèíè -
êàþòü áèòòÿ ³ ðåàë³çóºòüñÿ îäíà ÷àñòîòà íàïîâíåííÿ. 

Ó äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ³íøó ìîäåëü äâî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ. Ïå -
ðåäáà÷àºòüñÿ, ùî ó ñåðåäîâèù³ âæå íàÿâí³ õâèëüîâ³ çáóðåííÿ. ßê ó
òèïîâ³é îñöèëÿòîðí³é ìîäåë³, äëÿ ¿õíüîãî îïèñó ïîòð³áíî âèáðàòè ÷î -
òè ðè ïî÷àòêîâèõ óìîâè — äâà çì³ùåííÿ ³ äâ³ øâèäêîñò³ ó ïåâíèé ìî -
ìåíò ÷àñó ó ô³êñîâàí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó. Öåé âèá³ð äîçâîëÿº çìîäå ëþ -
âàòè ïîâåä³íêó ÀÃÕ ó ïðîñòîð³ â íàñòóïí³ ìîìåíòè ÷àñó. Õâèëüîâ³
ôîðìè ìîäåëþâàëèñÿ â çàëåæíîñò³ â³ä êîîðäèíàòè âçäîâæ òðàºêòîð³¿
ñó ïóòíèêà. Öå ìîæå áóòè êîðèñíî äëÿ ³íòåðïðåòàö³¿ ñóïóòíèêîâèõ
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ñïî ñòå ðåæåíü õâèëüîâèõ çáóðåíü â àòìîñôåð³. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþ âàí -
íÿ äâî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ óçãîäæóþòüñÿ ç ðåàëüíèìè ñóïóòíèêîâèìè âè -
ì³ðþ âàííÿìè.

2. ÌÎÄÅËÜ ÀÃÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÄÂÎÕ ÇÂ’ßÇÀÍÈÕ ÎÑÖÈËßÒÎÐ²Â

Äîñë³äèìî ìàë³ çáó ðåí íÿ ó âåð òè êàëü íî ñòðà òèô³êî âàí³é àò ìîñ ôåð³ ó
ïîë³ ñèëè òÿæ³ííÿ. Ââà æàºìî àò ìîñ ôå ðó ñòèñ ëè âîþ, áåç äè ñè ïà òèâ -
íîþ, íå ðó õî ìîþ ³ îä íîð³äíîþ â ãî ðè çîí òàëüí³é ïëî ùèí³. Âè êî ðèñ òî -
âó ºìî ïðÿ ìî êóò íó ñèñ òå ìó êî îð äè íàò (x, y, z), äå âåð òè êàëü íà â³ñü z
ñïðÿ ìî âà íà âãî ðó, à ïðè ñêî ðåí íÿ â³ëüíî ãî ïàä³ííÿ g íà ïðÿì ëå íå âíèç. 
Íàñ áó äóòü ö³êà âè òè çáó ðåí íÿ ç äîâ æè íîþ õâèë³, çíà÷ íî ìåí øîþ çà
ðàä³óñ Çåìë³, òîìó âïëèâîì êðèâèçíè ïîâåðõí³ Çåìë³ íà çáóðåííÿ
çíåõ òóºìî.

Çà ëó ÷è ìî äëÿ äîñë³äæåí íÿ ÀÃÕ òå îð³þ êî ëèâ íèõ ñèñ òåì. Äëÿ öüî -
ãî ðîç ãëÿ íå ìî õâèëü îâ³ ðó õè åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà â³ä -
íîñ íî éî ãî ïî ëî æåí íÿ ð³âíî âà ãè. Éî ãî çì³ùåí íÿ ïî êî îð äè íà òàõ x ³ z
ïî çíà ÷è ìî hx , hz . Çà ëåæí³ñòü â³ä êî îð äè íà òè y âè ëó ÷è ìî â³äïîâ³äíèì
ïî âî ðî òîì ñèñ òå ìè êî îð äè íàò íà âêî ëî îñ³ z òàê, ùîá â³ñü x áó ëî ñïðÿ -
ìî âà íî âçäîâæ ãî ðè çîí òàëü íî ãî çì³ùåí íÿ îá’ºìó. Âíàñë³äîê öüî ãî
çáó ðå í³ ðó õè îá’ºìó â³äáó âà þòü ñÿ ó ïëî ùèí³ (x, z) ïî äâîõ ñòó ïå íÿõ
ñâîáî äè. Ó òàê³é ìîäåë³ ÀÃÕ îïèñóþòüñÿ â³äîìèìè ð³âíÿííÿìè [16]

r r r
¶

¶
-

¶

¶

¶

¶
+

¶

¶

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú +

¶

¶
=

2

2

2 0
h

t x
C

h

x

h

z
g

h

x
x

s
x z z , (1)

r r r
¶

¶
-

¶

¶

¶

¶
+

¶

¶

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú -

¶

¶
=

2

2

2 0
h

t z
C

h

x

h

z
g

h

x
z

s
x z x , (2)

äå r( )z  — ù³ëüí³ñòü ñåðåäîâèùà, C s  — øâèäê³ñòü çâóêó. 
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìó (1), (2) ìîæíà ðîçãëÿíóòè ÿê äâîâèì³ðíèé

ãàðìîí³÷íèé îñöèëÿòîð, ùî îïèñóºòüñÿ êëàñè÷íîþ ñèñòåìîþ äâîõ
ë³í³é íèõ ð³âíÿíü ç ïîñò³éíèìè êîåô³ö³ºíòàìè âèãëÿäó [1, 2]

( )- + + =w c2 2 0W x x z zh h , (3)

( )- + + =w c2 2 0W z z x xh h , (4)

òóò W x , W z  — ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè, c z , c x  — êîåô³ö³ºíòè çâ’ÿçêó. Îäèí
ñòó ï³íü ñâîáîäè îá’ºìó, ùî êîëèâàºòüñÿ, â³äïîâ³äàº ãîðèçîíòàëüíîìó
îñöè ëÿòîðó, à äðóãèé — âåðòèêàëüíîìó. 

Äëÿ ïðè âå äåí íÿ âè ðàç³â (1), (2) äî âèã ëÿ äó (3), (4) çðî áè ìî ðÿä
ïðè ïó ùåíü. Ðîç ãëÿ äàºìî òåð ìîñ ôå ðó, äå ( / )( / ) – /1 1r r¶ ¶ =z H = const
(òóò H — âè ñî òà îä íîð³äíî¿ àò ìîñ ôå ðè). Ïðèé ìå ìî, ùî çì³ùåí íÿ hx , 
hz  çì³íþ þòü ñÿ â ÷àñ³ òà âçäîâæ êî îð äè íà òè x çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì: 

h h z i t ik xx x x= -( )exp( )w ,       h h z i t ik xz z x= -( )exp( )w , (5)

äå w — ÷àñòîòà, à k x  — ãîðèçîíòàëüíà ñêëàäîâà õâèëüîâîãî âåêòîðà.
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Çàëåæíîñò³ h zx z, ( ) â³ä êîîðäèíàòè z íå êîíêðåòèçóºìî. Ð³âíÿííÿ
(1), ç óðàõóâàííÿì (5), ëåãêî ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ôîðìó (3), îñê³ëüêè
÷àñ òîòà W x  âèçíà÷àºòüñÿ â³äðàçó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷àñòîòè W z  âèêî -
ðèñòîâóºìî ó ð³âíÿíí³ (2) âèðàç äëÿ ïîõ³äíî¿ ¶ ¶h zz / , çíàéäåíî¿ ç ð³â -
íÿííÿ (1). Âðàõóºìî òàêîæ ð³âíîñò³ C gHs

2 = g , N g C s
2 2 21= -( ) /g , äå g

— ïîêàçíèê àä³àáàòè, N — ÷àñòîòà Áðåíòà — Âÿéñÿëÿ (ÁÂ). Â ðåçóëü -
òàò³ ç ñèñòåìè (1), (2) îòðèìóºìî
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ùî â³äïîâ³äàº â³äîìîìó âèäó (3), (4). ßê âèäíî ç ð³âíÿíü (6), (7), ïðè
ïåâíèõ çàëåæíîñòÿõ h z h zx z( ), ( ) çíèêàþòü çâ’ÿçêè ì³æ îñöèëÿòîðàìè,
òîìó ùî ñòàº c cx z= =0 0, . Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (6), (7) ðîçïà -
äàºòüñÿ íà äâ³ îêðåì³ õâèë³ íà äâîõ ð³çíèõ ÷àñòîòàõ. Ãîðèçîíòàëüíîìó
ïàðö³àëüíîìó îñöèëÿòîðó â³äïîâ³äàº ìîäà Ëåìáà (8), à âåðòèêàëüíîìó
— õâèëÿ íà ÷àñòîò³ ÁÂ (9): 

wx x s xC k= =W ,     h z h z Hx x( ) exp[( ) / ( )]= -0 1g g , (8)

w z z N= =W ,    h z h z Hz z( ) exp[ / ( )]= 0 g . (9)

Ðîçâ’ÿçêè (8), (9) â³äïîâ³äàþòü ãîðèçîíòàëüíèì ìîäàì [8, 17]. ßê -
ùî çâ’ÿçîê ì³æ îñöèëÿòîðàìè ïðîïàäàº ò³ëüêè â îäíîìó ç ð³âíÿíü (6),
(7), òî ðåàë³çóºòüñÿ ðåçîíàíñíà ìîäà ç âèä³ëåíîþ ÷àñòîòîþ ³ äîâæè -
íîþ õâèë³ [6].

Âèïàäêó c x  ¹ 0, c z  ¹ 0 â³äïîâ³äàþòü òàê çâàí³ â³ëüíî ïîøèðþâàí³

ÀÃÕ, ÿê³ ìè äàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè. Äëÿ òàêèõ ÀÃÕ ðîçâ’ÿçêè (5)
çàçâè÷àé ïðåäñòàâëÿþòü ó âèãëÿä³ ïëîñêèõ õâèëü [11] 

h h z H ix x= 0 2exp( / ( ))exp( )j , 
(10)

h h z H iz z= 0 2exp( / ( ))exp( )j , 

j w= - -t k x k zx z , 
äå j — ôàçà, à k z  — âåðòèêàëüíà ñêëàäîâà õâèëüîâîãî âåêòîðà. 

Ï³äñòàíîâêà öèõ ð³øåíü ó äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ðóõó (6), (7)
ïðè âîäèòü ¿õ äî àëãåáðà¿÷íî¿ ôîðìè (3), (4):

( ) ( / )- + + - =w e2 2 2 2 0C k h C k k i H hs x x s x z z , (11)

( ) ( / )( / )- + + + =w w e2 2 2 0N h k k i H hz x z x , (12)
äå e g= -1 1 2/ / . Êîæíå ç öèõ ð³âíÿíü çàäàº àìïë³òóäíî-ôàçîâèé çâ’ÿ -
çîê ì³æ ñêëàäîâèìè çì³ùåíü. Îñê³ëüêè äëÿ ñêëàäîâèõ øâèäêîñòåé
ñïðà âåäëèâî V i h V i hx x z z= =w w, , ç (11) âèïëèâàº 

h

h

V

V

h

h

V

V

k i H

k C k
x

z

x

z

x

z

x

z

z

x s x

= = = =
- +

-
0

0

0

0
2 2 21

e

w

/

[ / ( )]
. (13)
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Ç (12) âèïëèâàº

h

h

V

V

h

h

V

V
k

N k i H

k
x

z

x

z

x

z

x

z

x
z

z

= = = = -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

- +0

0

0

0

2

2
1

w

e /
2 2 2+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷e / H
. (14)

Ïðèð³âíþþ÷è âèðàçè (13) ³ (14), îòðèìóºìî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ
ÀÃÕ:

N

C k
k k

Hs x

x z

2

2

2

2 2

2 2
2

2
1 1

w

w e
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ -
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = + ,

ÿêå º êâàäðàòíèì ð³âíÿííÿì â³äíîñíî çì³ííî¿ w2 . Âîíî ìàº äâà ðîç â’ÿç -
êè: w1

2  ³ w2
2 . Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî äèñïåðñ³éí³ êðèâ³ â³ëüíèõ ÀÃÕ ó

áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èíàõ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ Hk z . ×àñòîòó w1  > N íà -
çè âàþòü àêóñòè÷íîþ, à ÷àñòîòó w2  < N — ãðàâ³òàö³éíîþ. ×àñòîòè w1  ³ 
w2  íå çá³ãàþòüñÿ ç ïàðö³àëüíèìè ³ íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè, àáî íîð -
ìàëü íèìè ÷àñòîòàìè ñèñòåìè. Ç (3), (4) ³ (11), (12) âèïëèâàº, ùî âåëè -
÷è íà k z  âèçíà÷àº êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçêó ì³æ äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáî äè ðó -
õî ìîãî îá’ºìó ãàçó. Äëÿ â³ëüíèõ ÀÃÕ, ùî ïîøèðþþòüñÿ ï³ä êóòîì äî
ãîðèçîíòó, k z  º ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ. Â³äçíà÷èìî, ùî êðèâ³ íà ðèñ. 1
â³ä ïîâ³äàþòü ãðàô³êàì Â³íà ó çâ’ÿçàíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåìàõ. Â òåî -
ð³¿ êîëèâàíü òàê³ ãðàô³êè íàî÷íî äåìîíñòðóþòü çàëåæíîñò³ ì³æ ÷àñòî -
òà ìè ñèñòåìè ³ êîåô³ö³ºíòîì çâ’ÿçêó [2]. 

 Àìïë³òóäíî-ôàçîâèé çâ’ÿçîê h hx z/  àáî V Vx z/  äëÿ îäíî÷àñòîòíî¿
ÀÃÕ ç ÷àñòîòîþ w1  îòðèìàºìî, ï³äñòàâèâøè â (13) àáî (14) âåëè÷èíó 
w2  = w1

2 . Àíàëîã³÷íî, äëÿ îäíî÷àñòîòíî¿ ÀÃÕ ç ÷àñòîòîþ w2  ó ö³ âèðàçè
ïî òð³áíî ï³äñòàâèòè w2  = w2

2 . Öèìè äâîìà ñïîñîáàìè ìîæóòü áóòè ðåà -
ë³çîâàí³ ÀÃÕ ç îäí³ºþ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ. Çâ’ÿçêè (13), (14) º ô³êñî âà -
íè ìè ³ íå çì³íþþòüñÿ ïðîòÿãîì âñüîãî êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó. 
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Ðèñ. 1. Çàëåæíîñò³ âëàñíèõ ÷àñòîò w1, w2 â³ä Hkx  ïðè Hkz = 0.1, 0.5, 1. Ïðÿìèìè òîíêèìè
ë³í³ÿìè ïîêàçàí³ ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè: Wx s xC k= , Wz N=



Çã³äíî ç òåîð³ºþ êîëèâàíü äëÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü (3), (4) ÷è (11), (12) 
çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì º ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ íåçàëåæíèõ âëàñíèõ êîëè -
âàíü, ùî â³äáóâàþòüñÿ îäíî÷àñíî [1]. Îòæå, ïðè îäí³é äîâæèí³ õâèë³
ñï³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÀÃÕ º ñóïåðïîçèö³ºþ äâîõ êîëèâàíü íà äâîõ âëàñ -
íèõ ÷àñòîòàõ. Áóäåìî íàçèâàòè öå äâî÷àñòîòíîþ ÀÃÕ. Àìïë³òóä -
íî-ôàçîâ³ çâ’ÿçêè â òàêèõ ÀÃÕ âèçíà÷àþòüñÿ íå âèðàçàìè (13), (14), à
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, â³äïîâ³äíî äî çàãàëüíèõ ïðèíöèï³â òåîð³¿
êîëèâàíü [1, 2]. Ñïåö³àëüíèì âèáîðîì öèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç äâî÷àñ -
òîò íî¿ ìîæíà îòðèìàòè îäíî÷àñòîòíó ÀÃÕ íà ÷àñòîò³ w1  àáî w2 , ùî áó -
äå ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó ðîçä³ë³. 

Ïðîàíàë³çóºìî ðèñ. 1 ç ïîçèö³é òåîð³¿ çâ’ÿçàíèõ êîëèâàíü. ßê âèä -
íî ç (11), (12), ç³ çá³ëüøåííÿì k z  çá³ëüøóºòüñÿ çâ’ÿçîê ì³æ îñöèëÿòî ðà -
ìè, ùî ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ â³äñòàí³ ì³æ âëàñíèìè òà ïàðö³àëü -
íè ìè ÷àñòîòàìè. Ïðè öüîìó, âèõîäÿ÷è ç (13), (14), â îäíî÷àñòîòíèõ
ÀÃÕ çìåíøóþòüñÿ çñóâè ôàç ì³æ êîëèâàííÿìè hx  ³ hz , Vx  ³ V z .

Á³ëüø ö³êàâà ñèòóàö³ÿ ñêëàäàºòüñÿ ç êâàç³ãîðèçîíòàëüíèìè ÀÃÕ
ïðè Hk z  < e (äèâ. êðèâ³ ïðè Hk z  = 0.1). Âèõîäÿ÷è ç âèðàç³â (13), (14), ç³

çìåíøåííÿì k z  â îäíî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ çñóâè ôàç ì³æ êîëèâàííÿìè hx  ³ 
hz , Vx  ³ V z  ïðÿìóþòü äî p/2.

Â îáëàñòÿõ ìàëèõ ³ âåëèêèõ Hk x  â³äáóâàºòüñÿ çáëèæåííÿ ÷àñòîò w1 , 
w2  ç ïàðö³àëüíèìè, ³ âîäíî÷àñ ö³ ÷àñòîòè w1 , w2  ðîçõîäÿòüñÿ ì³æ ñî -
áîþ. Îñöèëÿòîðè ñòàþòü ñëàáî ïîâ’ÿçàíèìè. Ç (13) âèïëèâàº, ùî ïðè
w ® C ks x  ïåðåâàæàþòü àìïë³òóäè ãîðèçîíòàëüíèõ êîëèâàíü hx  >> hz , 

Vx  >> V z . Âèõîäÿ÷è ç âèðàçó (14), ïðè w ® N ïåðåâàæàþòü àìïë³òóäè

âåðòèêàëüíèõ êîëèâàíü hz  >> hx , V z  >> Vx . Òàê â³äáóâàºòüñÿ â îäíî ÷àñ -
òîò íèõ ÀÃÕ. Ó äâî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ öå ïðèçâåäå äî åôåêòó «ðîçä³ëåííÿ
÷àñòîò»: êîëèâàííÿ hx , Vx  â³äáóâàþòüñÿ â îñíîâíîìó íà ÷àñòîò³ w » 

C ks x , à êîëèâàííÿ hz , V z  — íà ÷àñòîò³ w » N. 

Â îáëàñò³ Hk x  » 0.5 ÷àñòîòè w1 , w2  â³äõîäÿòü â³ä ïàðö³àëüíèõ (â³ä -

íîâ ëþºòüñÿ çâ’ÿçîê ì³æ îñöèëÿòîðàìè), ³ âîäíî÷àñ âîíè íàáëè æà þòü -
ñÿ îäíà äî îäíî¿. Â ðåçóëüòàò³ öüîãî íàñòàº åôåêò «çëèòòÿ ÷àñòîò», àáî
«áèò òÿ». Ó äâî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ áóäå ñïîñòåð³ãàòèñÿ îäíà ñåðåäíÿ
÷àñòîòà. Åôåêòè «ðîçä³ëåííÿ» ³ «çëèòòÿ» ÷àñòîò º îçíàêàìè äâî÷àñ òîò -
íèõ ÀÃÕ, ùî òàêîæ ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ [5, 9].

3. ÐÎÇÂ’ßÇÊÈ ÀÃÕ Ó Ä²ÉÑÍ²É ÔÎÐÌ²

Âèêîðèñòàíå ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ êîìïëåêñíå ïðåäñòàâëåííÿ ãàð -
ìî í³÷íî çì³ííèõ â ÷àñ³ ³ ó ïðîñòîð³ ñèãíàë³â ³ñòîòíî ñïðîñòèëî ðîçâ’ÿ -
çó âàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Îäíàê ìîäåëþâàííÿ õâèëüî âèõ
ôîðì ÀÃÕ ñïðîùóºòüñÿ, ÿêùî ðîçâ’ÿçêè çàäàíî â ä³éñíèõ ôóíê ö³ÿõ.
Äà ë³ ìè îòðèìàºìî ä³éñí³ ðîçâ’ÿçêè ÀÃÕ.
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Îäíî ÷àñ òîòí³ ÀÃÕ. Ðîç â’ÿ çîê ñèñ òå ìè (6), (7) çà äà ìî ñïî ÷àò êó â
çà ãàëü íî ìó ä³éñíî ìó âèã ëÿä³:

h z H A Bz = +exp( / )[ cos sin ]2 j j , (15)

h z H C Dx = +exp( / )[ cos sin ]2 j j , (16)

äå ôàçà j = wt k x k zx z- - , à À, Â, Ñ ³ D — äîâ³ëüí³ ñòàë³ âåëè÷èíè. Ö³

ñòàë³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó âèçíà÷àþòüñÿ ç ÷îòèðüîõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ
— äâà çì³ùåííÿ ³ äâ³ øâèäêîñò³ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó [1, 2]. Àëå
îñê³ëüêè â îäíî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ íà çì³ùåííÿ ³ øâèäêîñò³ íàêëàäåíî
çâ’ÿçêè (13), (14), òî ç ÷îòèðüîõ ñòàëèõ íåçàëåæíèìè ìîæóòü áóòè ò³ëü -
êè äâ³. Ñïðàâä³, ï³äñòàíîâêà âèðàç³â (15), (16) â (6) äàº

cos [( ) ( / ) ]j w g- + + - + +2 2 2 22 1C k C Bgk AC k ks x x s x z

+ - + - - + =sin [( ) ( / ) ]j w g2 2 2 22 1 0C k D Agk BC k ks x x s x z . (17)

Ïðè äîâ³ëüí³é ôàç³ j ð³âíÿííÿ (17) âèêîíóºòüñÿ ò³ëüêè ïðè îäíî -
÷àñ íîìó ïåðåòâîðåíí³ â íóëü îáîõ âèðàç³â ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ, ùî
ïðèçâîäèòü äî ñï³ââ³äíîøåíü

C A B D B A= + = -a b a b, , (18)

äå ïîçíà÷åíî

a
w

b
e

w
=

-

-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=

-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

k

k
C k

Hk
C k

z

x

s x

x

s x

1 1
2

2 2

2

2 2

, . (19)

Ç (18) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿçîê (16) äëÿ çì³ùåííÿ hx  ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿä³

h z H A B B Ax = + + -exp( / )[ ( cos sin ) ( cos sin )]2 a j j b j j . (20)

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ïî ÷àñó âèðàçè (15) ³ (20), îòðèìàºìî
âèðàçè äëÿ øâèäêîñòåé V z  ³ Vx . Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî çì³ùåííÿ ³
øâèäêîñò³ çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè

h h V

V V h

x z z

x z z

= +

= -

a b w

a bw

/ ,

.
(21)

Ó îäíî÷àñòîòíîìó ðåæèì³ äëÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü ó âèðàçè (19) ³
(21) ï³äñòàâëÿºòüñÿ çíà÷åííÿ w = w1 , à äëÿ ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü — çíà -

÷åí íÿ w = w2 . Çàóâàæèìî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (21) ³ êîìïëåêñí³ ñï³â -

â³ä íîøåííÿ (13), (14) åêâ³âàëåíòí³. Ñïðàâä³, ÿêùî (13) ïîäàòè ó âè ãëÿ -
ä³ hx  = ahz  + i hzb , Vx  = aV z  + i V zb  ³ âðàõóâàòè, ùî V z  = i hzw , îòðèìàºìî
âèðàçè (21).

Ó îä íî ÷àñ òîò íèõ ÀÃÕ ó áóäü-ÿêèé ìî ìåíò ÷à ñó ³ â äîâ³ëüí³é òî÷ö³
ïðî ñòî ðó ïî âèíí³ âè êî íó âà òè ñÿ ñï³ââ³äíî øåí íÿ (21) ì³æ ìèòòºâè ìè
çíà ÷åí íÿ ìè çì³ùåíü ³ øâèä êîñ òåé. Òî ìó äîâ³ëüíè ìè òóò ìî æóòü áó òè
ò³ëü êè äâ³ âå ëè ÷è íè, ïðè ïóñò³ìî çì³ùåí íÿ. Òîä³ îò ðè ìàí³ â öåé æå ìî -
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ìåíò ÷à ñó äâà çíà ÷åí íÿ øâèä êîñ òåé ïî âèíí³ çà äî âîëü íÿ òè ñï³ââ³äíî -
øåí íÿ (21). 

Äâî ÷àñ òîòí³ ÀÃÕ. Ç óðà õó âàí íÿì (15) ³ (20) ñï³ëüíèé ðîç â’ÿ çîê
ð³âíÿíü (6), (7) ìàº âèã ëÿä

h z H A B B Ax = + + -exp( / )[ ( cos sin ) ( cos sin2 1 1 1 1 1 1 1 1 1a j j b j j1 )] +

+ + + -exp( / )[ ( cos sin ) ( cos sin )z H A B B A2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a j j b j j ],

(22)
 h z H A B A Bz = + + +exp( / )[ cos sin cos sin ]2 1 1 1 1 2 2 2 2j j j j .

Òóò âå ëè ÷è íè j a b1 2 1 2 1 2, , ,, ,  âèç íà ÷à þòü ñÿ, â³äïîâ³äíî, ïðè ï³äñòà íîâö³ 
÷àñ òî òè w1  àáî w2  ïðè çà äà íèõ k x , k z . Äâà ð³âíÿí íÿ (22) äëÿ çì³ùåíü
äî ïîâ íþ þòü ñÿ äâî ìà ð³âíÿí íÿ ìè äëÿ øâèä êîñ òåé (ï³ñëÿ äè ôå ðåí -
ö³þâàí íÿ ïî t). Òîä³ ÷î òè ðè íåâ³äîì³ êîí ñòàí òè A1 , B1 , A2 , B2  áó äóòü
âèç íà ÷åí³ ç ÷î òèðü îõ äîâ³ëüíèõ ïî ÷àò êî âèõ óìîâ: äâà çì³ùåí íÿ hx0 , 
hz 0  ³ äâ³ øâèä êîñò³ Vx0 , V z 0  ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïðî ñòî ðó â îá ðà íèé ìî -
ìåíò ÷àñó. Âèç íà ÷èâ øè êîí ñòàí òè, ìîæ íà çíàé òè çíà ÷åí íÿ hx , hz , Vx , 
V z  â óñ³ íà ñòóïí³ ìî ìåí òè ÷àñó ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðî ñòî ðó. Â³äçíà ÷è -
ìî, ùî ñï³ââ³äíî øåíü òèïó (13), (14), (21) äëÿ äâî ÷àñ òîò íèõ ÀÃÕ
íåìàº. Ó öèõ ÀÃÕ âè áî ðîì ÷î òèðü îõ ïî ÷àò êî âèõ óìîâ ìîæ íà çìî äå -
ëþ âà òè äî â³ëüí³ àìïë³òóä íî-ôà çîâ³ çâ’ÿç êè. Öå äîç âî ëÿº äî ñÿã íó òè
óçãîä æåí íÿ ìî äåëü íèõ õâèëü î âèõ ôîðì ç åê ñïå ðè ìåí òàëü íî âèì³ðÿ -
íèìè.

Çàóâàæìî, ùî ç äâî÷àñòîòíîãî ðîçâ’ÿçêó (22) ïðè âðàõóâàíí³ çâ’ÿç -
ê³â (21) ìîæíà îòðèìàòè îäíî÷àñòîòí³ ÀÃÕ. ßêùî ó âèðàçè (21) ï³ä -
ñòà âè òè w = w2 , òî îòðèìàºìî òàê³ çíà÷åííÿ hx , hz , Vx , V z , ïðè ÿêèõ ó
(22) ìàòèìåìî A1  = B1  = 0, òîáòî ó (22) çàëèøèòüñÿ ò³ëüêè ãðàâ³òàö³éíà
ìîäà w2 . ßêùî æ ó âèðàçè (21) ï³äñòàâèòè w = w1 , òîä³ â (22) ìàòèìåìî 
A2  = B2  = 0, òîáòî çàëèøèòüñÿ ò³ëüêè àêóñòè÷íà ìîäà w1 .

4. ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÑÓÏÓÒÍÈÊÎÂÈÕ ÂÈÌ²ÐÞÂÀÍÜ ÀÃÕ 

Ñóïóòíèêîâ³ êîíòàêòí³ âèì³ðþâàííÿ äàþòü íàéá³ëüø ïîâíó ³íôîð ìà -
ö³þ ïðî ïàðàìåòðè ñåðåäîâèùà. Íà ñóïóòíèêó ìîæíà âèì³ðþâàòè îä -
íî ÷àñíî ð³çí³ ïàðàìåòðè â îêðåì³é òî÷ö³ ïðîñòîðó â êîíêðåòíèé ìî -
ìåíò ÷àñó. ßê ïîêàçàíî â ðîáîòàõ [3, 4, 10, 12, 13], öå äîçâîëÿº âèçíà -
÷èòè ð³çí³ õàðàêòåðèñòèêè ÀÃÕ â íåéòðàëüí³é àòìîñôåð³: ÷àñòîòó, ãî -
ðè çîíòàëüíó ôàçîâó øâèäê³ñòü, íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ òà ³í. Çà äîïî -
ìîãîþ âèðàç³â (22) çìîäåëþºìî õàðàêòåðí³ ïðèêëàäè õâèëüîâèõ ôîðì, 
ÿê³ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ç ñóïóòíèêà, ³ ïîð³âíÿºìî ¿õ ç ðåçóëüòàòàìè ñóïóò -
íèêîâèõ âèì³ðþâàíü ÀÃÕ. 

Ïðèïóñòèìî, ùî ñó ïóò íèê ëåòèòü ãîðèçîíòàëüíî â íàïðÿìêó îñ³ õ.
Ïðè öüîìó éîãî øâèäê³ñòü (» 8 êì/ñ) íà ïîðÿäîê á³ëüøà çà ãîðè çîí -
òàëüíó ôàçîâó øâèäê³ñòü ÀÃÕ (ñîòí³ ì/ñ). Òîìó çà êîðîòêèé ïðîì³æîê
÷àñó âèì³ðþºòüñÿ ïðîñòîðîâèé ïðîô³ëü ôàçè j, ³ â äàíèõ âèì³ðþâàíü
â³äîáðàæàºòüñÿ ãîðèçîíòàëüíà äîâæèíà õâèë³. Êóò ó ãîðèçîíòàëüí³é
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ïëîùèí³ ì³æ îðá³òîþ ñóïóòíèêà ³ â³ññþ õ â³çüìåìî 45°. ×åðåç öåé êóò
äîâæèíà õâèë³ ó ñóïóòíèêîâèõ âèì³ðþâàííÿõ ïåðåâèùóº ñïðàâæ íþ.
Äëÿ çìåíøåííÿ ö³º¿ ðîçá³æíîñò³ íàïðàâèìî õâèëþ íàçóñòð³÷ ñóïóòíè -
êó (ïîêëàäåìî k x  < 0). 

Íà ðèñ. 2¾5 ïðè âå äå íî õà ðàê òåðí³ õâèëü îâ³ ôîð ìè êâàç³ ãî ðèçîí -
òàëüíèõ ÀÃÕ (Hk z  < e). Âçäîâæ îñåé ãðàô³ê³â â³äêëà äå íî: ïî âåð òè êàë³
— øâèä êîñò³ ó ìåò ðàõ çà ñå êóí äó ³ çì³ùåí íÿ ó ìåò ðàõ, à ïî ãî ðè çîí òà -
ë³ — áåç ðîçì³ðíó â³äñòàíü L/H, äå L — â³äñòàíü óçäîâæ îðá³òè ñó ïóò -
íè êà. Âàð³àö³¿ øâèä êîñ òåé ïî êà çà íî ñóö³ëüíè ìè êðè âè ìè, à çì³ùåíü
— ïóí êòèð íè ìè. 

Â îáëàñò³ Hk x  > 1 âëàñí³ ÷àñòîòè ïðàêòè÷íî çìèêàþòüñÿ ç ïàð -
ö³ àëü íèìè (äèâ. ðèñ. 1 ïðè Hk z  = 0.1). Îäíî÷àñòîòí³ ÀÃÕ ç ÷àñòîòîþ 
w2  » N ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Äâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè âçÿòî äîâ³ëüíî (hz 0  =
= 100 ì, V z 0  = 20 ì/ñ), äâ³ ³íø³, âèçíà÷åí³ ç (21), äîð³âíþþòü hx0  »
» –268 ì, Vx0  » 2.1 ì/ñ. Ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ ó âèðàç³ (22) ìàºìî A1  =

B1=   0, òîáòî çàëèøàºòüñÿ ò³ëüêè ãðàâ³òàö³éíà ìîäà w2 . Ç ðèñ. 2 âèäíî,
ùî àìïë³òóäè âåðòèêàëüíèõ êîëèâàíü â öüîìó âèïàäêó íàáàãàòî á³ëü -
ø³ çà àìïë³òóäè ãîðèçîíòàëüíèõ êîëèâàíü.

Ç ðèñ. 2 â³äðàçó âèçíà÷àºòüñÿ äîâæèíà õâèë³. Òàêîæ âèäíî, ùî õâè -
ëÿ ðóõàºòüñÿ ñïðàâà íàë³âî íàçóñòð³÷ ñóïóòíèêó, îñê³ëüêè âàð³àö³¿
øâèä êîñò³ çàâæäè âèïåðåäæàþòü çì³ùåííÿ ïî ôàç³ íà p /2 â íàïðÿìêó
ïîøèðåííÿ õâèë³. ×àñòîòà õâèë³ â ñóïóòíèêîâèõ äàíèõ âèçíà÷àºòüñÿ
çà àìïë³òóäàìè øâèäêîñòåé ³ çì³ùåíü [10, 13]. Çàçâè÷àé âèêîðèñ òî âó -
þòü óñåðåäíåí³ çíà÷åííÿ öèõ àìïë³òóä çà ê³ëüêà ïåð³îä³â.

Äëÿ õâèë³ íà ðèñ. 2 ÷àñòîòà äîð³âíþº w2  =  V hz z/  = V hx x/  » N

» 0.009 c–1, äå êóòîâèìè äóæêàìè ïîçíà÷åíî óñåðåäíåííÿ. Çàóâàæèìî,
ùî ïðè òèõ æå ïàðàìåòðàõ äëÿ àêóñòè÷íî¿ ìîäè w1  » C ks x  áóäå
íàâïàêè: àìïë³òóäè âåðòèêàëüíèõ êîëèâàíü áóäóòü çíà÷íî ìåí øè ìè
çà àìïë³òóäè ãîðèçîíòàëüíèõ êîëèâàíü. 

Îáèäâà öèõ âèïàäêè îäíî÷àñíî ðåàë³çóþòüñÿ ó äâî÷àñòîòí³é ÀÃÕ, 
ïîêàçàí³é íà ðèñ. 3. Òóò íàÿâíèé åôåêò ðîçä³ëåííÿ ÷àñòîò çà ñòóïåíÿìè 
ñâîáîäè. Ãîðèçîíòàëüí³ êîëèâàííÿ â³äáóâàþòüñÿ íà ÷àñòîò³ w1= 
= V hx x/  » C ks x , à âåðòèêàëüí³ — íà ÷àñòîò³ w2  = V hz z/  » N. Òàêå

ðîçä³ëåííÿ ÷àñòîò º ïðîñòèì ìåòîäîì ³äåíòèô³êàö³¿ îäíî- àáî
äâî÷àñòîòíèõ êâàç³ãîðèçîíòàëüíèõ ÀÃÕ.

 Â îáëàñò³ k x  » 0.5 ðåàë³çóºòüñÿ «çëèòòÿ» áëèçüêèõ ÷àñòîò, òàê çâà -
íèé åôåêò áèòòÿ. Êîëèâàííÿ çà äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè â³äáóâà þòü -
ñÿ íà îäí³é ÷àñòîò³ áëèçüêî ÁÂ: V hx x/  » V hz z/  » (w1  + w2)/2 » N.

Õâèëüîâ³ ôîðìè äâî÷àñòîòíî¿ ÀÃÕ ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Îáèäâ³ áëèçüê³
ìîäè ñòàþòü íåðîçð³çíþâàíèìè. Ïðè îäíàêîâ³é äîâæèí³ õâèë³ â íèõ
îäíà ÷àñòîòà, ³ âîíè ïîøèðþþòüñÿ ç³ ñï³ëüíîþ ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ.
Â³äçíà÷èìî, ùî õâèëüîâ³ ôîðìè hz  ³ V z  íà ðèñ. 4 â³äïîâ³äàþòü åêñïå -
ðèìåíòàëüíî âèì³ðÿíèì ïî àìïë³òóäàõ ³ çñóâàõ ôàç [3, 4, 10]. 

Íàâåäåìî ïðèêëàä, êîëè äâî÷àñòîòíèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº ïîÿñíèòè
åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³, ùî íå âêëàäàþòüñÿ â ðàìêè ñó÷àñíèõ òåîðå -
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òè÷ íèõ óÿâëåíü. Âèì³ðþâàííÿ íà ñóïóòíèêó Dy nam ics Ex plorer 2
(DE2) ïîêàçóþòü, ùî ó ïîëÿðí³é òåðìîñôåð³ Çåìë³ ïåðåâàæíî ñïîñòå -
ð³ ãàþòüñÿ êâàç³ãîðèçîíòàëüí³ ÀÃÕ ç äîâæèíîþ õâèë³ Hk x  » 0.5 ³ ÷àñòî -
òîþ, áëèçüêîþ äî ÷àñòîòè ÁÂ [10, 12]. Ïðè öüîìó øâèäêîñò³ Vx  ³ V z  º
ïðàêòè÷íî ñèíôàçíèìè (äèâ. ðèñ. 5à ³ ðîáîòó [4]). Äëÿ îäíî÷àñòîòíèõ
ÀÃÕ, çã³äíî ç (13), (14) ïðè Hk z  < e, çñóâè ôàç ì³æ øâèäêîñòÿìè ïî -
âèí í³ áóòè áëèçüêèìè äî p/2. Ñïîñòåðåæóâàí³ ñèíôàçí³ õâèëüîâ³ ôîð -
ìè ìîæóòü ðåàë³çîâóâàòèñÿ ó äâîõ÷àñòîòíîìó ðåæèì³ ó âèïàäêó áèòòÿ
ñà ìå íà ÷àñòîò³ áëèçüêî ÁÂ, ùî ïåðåâ³ðåíî çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî
ìî äåëþâàííÿ òà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5á. 
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Ðèñ. 2. Õâèëüîâ³ ôîðìè ãðàâ³òàö³éíî¿ ìîäè w2 ïðè Hkz = 0.1 ³ Hkx  = –1.2: à — âåðòèêàëüí³
êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ ³ çì³ùåííÿ, á — ãîðèçîíòàëüí³ (L — â³äñòàíü óçäîâæ îðá³òè)

Ðèñ. 3. Õâèëüîâ³ ôîðìè äâî÷àñòîòíî¿ ÀÃÕ ç ðîçä³ëåíèìè ÷àñòîòàìè w1 ³ w2 ïðè Hkz = 0.1 ³ Hkx  = 
–1.2: à — âåðòèêàëüí³ êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ ³ çì³ùåííÿ, á — ãîðèçîíòàëüí³. Ïî÷àòêîâ³
óìîâè: hz0 = hx0 = 100 ì, Vz0 = Vx0 = 20 ì/ñ



5. ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïîêàçàíî, ùî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó ÀÃÕ ïîä³áí³ äî ìåòîä³â
îïè ñó êîëèâàíü, ùî â³äáóâàþòüñÿ â ñèñòåì³ äâîõ çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿ òî -
ð³â. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ÀÃÕ ðîçãëÿíóòî ÿê êîëèâàëüíèé ïðîöåñ, ùî â³äáó -
âà ºòüñÿ íà äâîõ âëàñíèõ ÷àñòîòàõ îäíî÷àñíî. Çíàéäåíî óìîâè, ïðè âè -
êî íàíí³ ÿêèõ ÀÃÕ ðåàë³çóþòüñÿ íà îäí³é ÷àñòîò³. Ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî
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Ðèñ. 4. Õâèëüîâ³ ôîðìè äâî÷àñòîòíî¿ ÀÃÕ ç îäí³ºþ ñï³ëüíîþ ÷àñòîòîþ ïðè Hkz = 0.1 ³ Hkx  =
–0.5, åôåêò «çëèòòÿ ÷àñòîò»: à — âåðòèêàëüí³ êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ ³ çì³ùåííÿ, á —
ãîðèçîíòàëüí³. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äèâ. ðèñ. 3

Ðèñ. 5. Ñèíôàçí³ êîëèâàííÿ Vx , Vz ó ïîëÿðíèõ ÀÃÕ: à — äàí³ âèì³ðþâàíü íà ñóïóòíèêó DE2,
âèòîê 8132, á — ìîäåëüí³ õâèëüîâ³ ôîðìè äâî÷àñòîòíèõ ÀÃÕ ïðè Hkz = 0.1, Hkx  = –0.5



äëÿ ³çîòåðì³÷íî¿ àòìîñôåðè â ä³éñíèõ ôóíêö³ÿõ. ×èñåëüíî çìî äå ëü î -
âàíî õâèëüîâ³ ôîðìè ÀÃÕ â îäíî÷àñòîòíîìó ³ äâî÷àñòîòíèõ ðåæèìàõ.

Ãîëîâíà â³äì³ííà ðèñà çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó â³ä â³äîìîãî îä -
íî ÷àñòîòíîãî ïîëÿãàº ó ìîæëèâîñò³ âàð³þâàòè ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ
îò ðèìàííÿ á³ëüø òî÷íî¿ â³äïîâ³äíîñò³ òåîðåòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â ç äà -
íè ìè âèì³ðþâàíü. Öå äîñÿãàºòüñÿ çà ðàõóíîê ðîçøèðåííÿ ä³àïàçîíó
äîïóñòèìèõ àìïë³òóäíî-ôàçîâèõ çâ’ÿçê³â ì³æ çáóðåíèìè âåëè÷èíàìè. 
Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ìîäåëüíèõ õâèëüîâèõ ôîðì ç âèì³ðÿíèìè ç
êîñ ì³÷íîãî àïàðàòà ³ îòðèìàíî äîáðå óçãîäæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèêî -
ðèñ òàííÿ äâî÷àñòîòíîãî ðîçãëÿäó ÀÃÕ â³äêðèâàº íîâ³ ìîæëèâîñò³ â
àíà ë³ç³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ.

Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâî¿ ï³äòðèìêè Ö³ëüîâî¿ êîìïëåêñíî¿
ïðî ãðàìè ÍÀÍ Óêðà¿íè ç íàóêîâèõ êîñì³÷íèõ äîñë³äæåíü íà 2018— 
2022 ðîêè. 
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Å. È. Êðþ÷ êîâ, È. Ò. Æóê, Î. Ê. ×å ðåì íûõ

Èíñòè òóò êîñ ìè ÷åñ êèõ èñ ñëå äî âà íèé Íà öè î íàëü íîé àêà äå ìèè íà óê Óêðà è íû 
è Ãî ñó äà ðñòâåí íî ãî êîñ ìè ÷åñ êî ãî àã åíòñòâà Óêðà è íû, Êèåâ, Óêðàèíà 

ÄÂÓÕ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÀÊÓÑÒÈÊÎ-ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ, 
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÏÓÒÍÈÊÎÂÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

Òå î ðèÿ àêóñ òè êî-ãðà âè òà öè îí íûõ âîëí (ÀÃÂ) ðàñ ñìàò ðè âà åò ñâî áîä íûå
ñî áñòâåí íûå âîë íî âûå âîç ìó ùå íèÿ àò ìîñ ôå ðû â ðàì êàõ îä íî ÷àñ òîò íî ãî ïîä õî äà.
Ïðè ýòîì èç òå î ðèè ñëå äó åò ñó ùåñ òâî âà íèå äâóõ îò äåëü íûõ òè ïîâ âîëí ñ ðàç íû ìè
ñî áñòâåí íû ìè ÷àñ òî òà ìè — àêóñ òè ÷åñ êèõ è ãðà âè òà öè îí íûõ. Â îä íî ÷àñ òîò íîì
ïîä õî äå âîë íî âûå ôëóê òó à öèè ïëîò íîñ òè, òåì ïå ðà òó ðû, ñêî ðîñ òè ñâÿ çà íû ìåæ äó
ñî áîé ÷å ðåç ñïåê òðàëü íûå õà ðàê òå ðèñ òè êè âîë íû, ïðè ÷åì ýòè ñâÿ çè íå èç ìåí íû.
Îäíà êî ñïóò íè êî âûå íà áëþ äå íèÿ ïà ðà ìåò ðîâ ÀÃÂ íå âñåã äà ìîæ íî îá ú ÿñ íèòü â
ðàì êàõ îä íî ÷àñ òîò íî ãî ïîä õî äà. Â äàí íîé ðà áî òå ïðåä ñòàâ ëåí äâóõ ÷àñ òîò íûé
ïîä õîä ê èñ ñëå äî âà íèþ ÀÃÂ ñ ïî ìîùüþ ìî äå ëè äâóõ ñâÿ çàí íûõ îñöèë ëÿ òî ðîâ.
Ïî êà çà íî, ÷òî âîç ìó ùåí íûå äâè æå íèÿ ýëå ìåí òàð íî ãî îá ú å ìà ñðå äû ïðî èñ õî äÿò
îä íî âðå ìåí íî íà äâóõ ñî áñòâåí íûõ ÷àñ òî òàõ. Â ýòîì ñëó ÷àå ñâÿ çè ìåæ äó âîë íî âû ìè 
ôëóê òó à öè ÿ ìè ïà ðà ìåò ðîâ îïðå äå ëÿ þò ñÿ íà ÷àëü íû ìè óñëî âè ÿ ìè, êî òî ðûå ìî ãóò
áûòü ïðî èç âîëü íû ìè. Ïî ëó ÷å íû ðå øå íèÿ â âå ùåñ òâåí íûõ ôóíê öè ÿõ äëÿ
èçî òåð ìè ÷åñ êîé àò ìîñ ôå ðû. Èññëå äî âà íû óñëî âèÿ, ïðè êî òî ðûõ èç îá ùå ãî
äâóõ ÷àñ òîò íî ãî ðå øå íèÿ ïî ëó ÷à þò ñÿ îä íî ÷àñ òîò íûå ÀÃÂ. ×èñ ëåí íî
ñìî äå ëè ðî âà íû èç ìå ðÿ å ìûå ñî ñïóò íè êà âîë íî âûå ôîð ìû ÀÃÂ äëÿ ñêî ðîñ òåé è
ñìå ùå íèé â îä íî ÷àñ òîò íîì è äâóõ ÷àñ òîò íîì ðå æè ìàõ. Ðå çóëü òà òû ìî äå ëè ðî âà íèÿ
äâóõ ÷àñ òîò íûõ ÀÃÂ ñî ãëà ñó þò ñÿ ñ äàí íû ìè ñïóò íè êî âûõ èç ìå ðå íèé.
Äâóõ ÷àñ òîò íûå ÀÃÂ íå âñåã äà ðå à ëè çó þò ñÿ íà äâóõ ðàç íûõ ÷àñ òî òàõ. Ïî êà çà íî, ÷òî
ïðè ñáëè æå íèè ÷àñ òîò ðå à ëè çó åò ñÿ ýô ôåêò áè å íèé, è äâå áëèç êèå ìî äû ñòà íî âÿò ñÿ
íå ðàç ëè ÷è ìû ìè. Ïðè îäè íà êî âîé äëè íå âîë íû ó íèõ îäè íà êî âûå ñðåä íèå ÷àñ òî òû è
îäè íà êî âûå ôà çî âûå ñêî ðîñ òè. Ãëàâ íàÿ îñî áåí íîñòü äâóõ ÷àñ òîò íî ãî ïîä õî äà ê
èç ó÷å íèþ ÀÃÂ ñî ñòî èò â ðàñ øè ðå íèè ñâÿ çåé ìåæ äó âîë íî âû ìè ïà ðà ìåò ðà ìè ñðå äû.
Ýòî ïî çâî ëÿ åò äîñ òè÷ü óäîâ ëåò âî ðè òåëü íî ãî ñî ãëà ñî âà íèÿ ìî äåëü íûõ âîë íî âûõ
ôîðì ñ äàí íû ìè ñïóò íè êî âûõ èç ìå ðå íèé. Òà êèì îá ðà çîì, èñ ïîëü çî âà íèå
äâóõ ÷àñ òîò íî ãî ðàñ ñìîò ðå íèÿ ÀÃÂ îò êðû âà åò íîâûå âîçìîæíîñòè â èíòåðïðåòàöèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
Êëþ ÷å âûå ñëî âà: àêóñ òè êî-ãðà âè òà öè îí íàÿ âîë íà, ñâÿ çàí íûå îñöèë ëÿ òî ðû,
ñî áñòâåí íûå ÷àñ òî òû.
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Space Research Institute of the National Academy of Sciences of Ukraine 
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TWO-FREQUENCY ACOUSTIC-GRAVITATIONAL WAVES, 
SIMULATION OF SATELLITE MEASUREMENTS
 
The theory of acoustic gravity waves (AGW) considers free disturbances of the
atmosphere within the framework of a single-frequency approach. In this case, the theory
implies the existence of two separate types of waves with different natural frequencies -
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acoustic and gravitational. In the single-frequency approach, wave fluctuations of density,
temperature, and velocity are related to each other through the spectral characteristics of
the wave, and these relationships are unchanged. However, satellite observations of AGW
parameters cannot always be explained within the framework of a single-frequency
approach. This paper presents a two-frequency approach to the study of AGWs using the
model of two coupled oscillators. It is shown that the perturbed movements of the
elementary volume of the medium occur simultaneously at two natural frequencies. In this
case, the connections between the wave fluctuations of the parameters are determined by
the initial conditions, which can be arbitrary. Solutions in real functions for an isothermal
atmosphere are obtained. The conditions under which single-frequency AGWs are
obtained from the general two-frequency solution are investigated. The AGW waveforms
measured from the satellite for velocities and displacements in single-frequency and
dual-frequency modes are numerically simulated. The results of simulating two-frequency
AGWs agree with the data of satellite measurements. Two-frequency AGWs are not
always implemented at two different frequencies. It is shown that when the frequencies
approach each other, the beat effect occurs and two closely related modes become
indistinguishable. At the same wavelength, they have one center frequency and one phase
velocity. The main feature of the two-frequency approach to the study of AGW is the
expansion of the relationships between the wave parameters of the medium. This makes it
possible to achieve satisfactory agreement of the model waveforms with the data of
satellite measurements. Thus, the use of a two-frequency AGW treatment opens up new
possibilities in the interpretation of experimental data.
Keywords: acoustic-gravity wave, coupled oscillators, natural frequencies.
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