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Âåðèô³êàö³ÿ ôîðìóëè Åéíøòåéíà 
äëÿ ãðàâ³òàö³éíîãî â³äõèëåííÿ ñâ³òëà 
çà ñïîñòåðåæåííÿìè ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ

Çà ãàëü íà òåîð³ÿ â³äíîñ íîñò³ (ÇÒÂ) ìàº ñîë³äíó åê ñïå ðè ìåí òàëü íó áà -
çó, ÿêà âêëþ ÷àº ï³äòâåð äæåí íÿ íèç êè ãðàâ³òàö³éíî-ðå ëÿ òèâ³ñòñüêèõ
åôåêò³â. Ïðî òå ïî ÿ âà íî âèõ åê ñïå ðè ìåí òàëü íèõ ìîæ ëè âîñ òåé òà íå -
çà ëåæ íî¿ ñïîñ òå ðåæ íî¿ ³íôîð ìàö³¿ ñòè ìó ëþº ïðî äîâ æåí íÿ ïå ðå -
â³ ðîê ÇÒÂ. Ìåòà äà íî¿ ðî áî òè — îö³íèòè ïî òåíö³àë ãðàâ³òàö³éíî ãî
ì³êðîë³íçó âàí íÿ â³ääà ëå íèõ äæå ðåë íà çî ðÿõ íà øî¿ Ãà ëàê òè êè äëÿ ïå -
ðåâ³ðêè ôîð ìó ëè Åéíøòåé íà, ùî îïè ñóº åôåêò ãðàâ³òàö³éíî¿ ðåô ðàê -
ö³¿. Öåé åôåêò íå îäíî ðà çî âî ïå ðåâ³ðÿâ ñÿ ó Ñî íÿ÷í³é ñèñ òåì³ â åê ñïå -
ðè ìåí òàõ ç ïî øè ðåí íÿì ðàä³îõâèëü, êîëè íàéá³ëüø åôåê òèâ íè ìè º
âèì³ðþ âàí íÿ ç â³äñòà íÿ ìè â³ä òðàºêòîð³¿ ñèã íàë³â äî ãðàâ³òó þ ÷î ãî
öåí òðó ïî ðÿä êó äåê³ëüêîõ ñî íÿ÷ íèõ ðàä³óñ³â. Ó âè ïàä êó ãà ëàê òè÷ íî ãî
ì³êðîë³íçó âàí íÿ âè íè êàº ïðè íöè ïî âî ³íøèé òèï ñïîñ òå ðåæ íèõ äà íèõ
òà ³íø³ õà ðàê òåðí³ â³äñòàí³, ÿê³ ó ïîä³ÿõ ç âå ëè êèì ï³äñè ëåí íÿì âè ç íà -
÷à þòü ñÿ ðàä³óñîì ê³ëüöÿ Åéíøòåé íà, ùî ìàº ïî ðÿ äîê 1 à. î. Ãðàâ³ -
òàö³éíå â³äõè ëåí íÿ ñâ³òëà çî ðÿ ìè ñòà íî âèòü äóæå ìàëó âå ëè ÷è íó, ÿêà 
íà öåé ÷àñ ïðàê òè÷ íî íå äîñ òóï íà ïðÿ ìèì âèì³ðþ âàí íÿì, ïðî òå çà -
âäÿ êè âå ëè êèì â³äñòà íÿì äî ì³êðîë³íç ïîò³ê âèï ðîì³íþ âàí íÿ â³ä äæå -
ðå ëà ó ïîä³ÿõ ñèëü íî ãî ì³êðîë³íçó âàí íÿ ìîæå çá³ëüøó âà òè ñÿ ó

äåê³ëüêà ðàç³â. Äëÿ ïå ðåâ³ðêè ôîð ìó ëè Åéíøòåéíà ìè ðîç ãëÿ äàºìî
á³ëüø çà ãàëü íó çà ëåæí³ñòü êóòà a â³äõè ëåí íÿ ïðî ìå íÿ â³ä éîãî
ïðèö³ëüíî¿ â³äñòàí³ p â³äíîñ íî äåô ëåê òî ðà: a eµ +1 1/ p  ³ â³äïîâ³äíî
ìî äèô³êóºìî ð³âíÿí íÿ ãðàâ³òàö³éíî ãî ë³íçó âàí íÿ. Çà äà ÷à ïî ëÿ ãàº â
òîìó, ùîá îö³íèòè îá ìå æåí íÿ íà ïà ðà ìåòð e íà îñíîâ³ ñïîñ òå ðåæ -
íèõ äà íèõ. Âè êî ðèñ òî âó âà ëèñü äàí³ ïàò ðóëü íèõ ñïîñ òå ðå æåíü, îò ðè -
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ìàí³ â 2018 ð. ãðó ïîþ Optical Gravitational Lensing Experiment (OGLE).
Ñôîð ìî âà íî âèá³ðêó ç³ 100 êðè âèõ áëèñ êó ç öèõ äà íèõ. Êîæ íà êðè âà
áëèñ êó áóëà àï ðîê ñè ìî âà íà â ðàì êàõ ìî äèô³êî âà íî¿ ìî äåë³
ãðàâ³òàö³éíî ãî ë³íçó âàí íÿ ç ïà ðà ìåò ðîì e. Ó ðå çóëü òàò³ áóëè îò ðè -
ìàí³ 100 çíà ÷åíü e òà îö³í êè ¿õí³õ äèñ ïåðñ³é. Ìè îò ðè ìà ëè, ùî ñå ðåäíº 
çíà ÷åí íÿ e íå ñó ïåðå ÷èòü çà ãàëüí³é òåîð³¿ â³äíîñ íîñò³ ó ìåæ àõ îä -
íîâ³äñîò êî âî¿ ñå ðåä íüî¿ êâàä ðà òè÷ íî¿ ïî õèá êè. Ó ïåð ñïåê òèâ³ çà ëó -
÷åí íÿ á³ëüøî¿ ê³ëüêîñò³ êðè âèõ áëèñ êó ç ÷èñ ëåí íî¿ áàçè äà íèõ OGLE
äîç âî ëÿº ñïîä³âà òè ñÿ íà ñóòòºâå çìåí øåí íÿ ïî õèá êè âèç íà ÷åí íÿ e çà
ðà õó íîê ñòàòèñòè÷íîãî óñåðåäíåííÿ.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ãðàâ³òàö³éíå â³äõèëåííÿ ñâ³òëà, ïåðåâ³ðêà çàãàëüíî¿
òåîð³¿ â³äíîñíîñò³, ãðàâ³òàö³éíå ì³êðîë³íçóâàííÿ, êðèâ³ áëèñêó.

ÂÑÒÓÏ

Çàãàëüíà òåîð³ÿ â³äíîñíîñò³ (ÇÒÂ), ÿêà íåùîäàâíî äîñÿãëà ñâîãî ñòî -
ð³÷÷ÿ, ìàº ñîë³äíó åêñïåðèìåíòàëüíî-ñïîñòåðåæíó áàçó, ÿêà âêëþ÷àº
ïåðåâ³ðêè íèçêè ãðàâ³òàö³éíî-ðåëÿòèâ³ñòñüêèõ åôåêò³â ç äîñèòü âèñî -
êîþ òî÷í³ñòþ [1, 21]. Äîòåïåð íåìàº ñåðéîçíèõ äàíèõ, ÿê³ ìîãëè á ïî -
ñòàâèòè ï³ä ñóìí³â çàñòîñóâàííÿ ÇÒÂ â àñòðîô³çèö³. Ïðîòå ïðèðîäíî,
ùî ïîÿâà íîâèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ìîæëèâîñòåé ñòèìóëþº ïðîäîâ -
æåí íÿ ïîä³áíèõ ïåðåâ³ðîê. Ó öüîìó ïëàí³ ìîæëèâ³ñòü çàëó÷åííÿ ãðà -
â³òàö³éíîãî ë³íçóâàííÿ äëÿ òåñòóâàííÿ ð³çíèõ òåîð³é ãðàâ³òàö³¿ âæå íå
ðàç ïðèâåðòàëà óâàãó [7, 9—13].

Òåîð³ÿ ãðàâ³òàö³éíîãî ë³íçóâàííÿ áàçóºòüñÿ íà ôîðìóë³ Åéíøòåé -
íà [6] äëÿ êóòà â³äõèëåííÿ ñâ³òëà a ó ãðàâ³òàö³éíîìó ïîë³ òî÷êîâî¿
ìàñè M, ÿêà º îäíèì ç êëàñè÷íèõ ïåðåäáà÷åíü ÇÒÂ [4, 16]:

a( )p
GM

c p
=

4
2

,  (1)

äå p — ïðèö³ëüíèé ïàðàìåòð. Âàæëèâèì íàïðÿìêîì äîñë³äæåíü ó ö³é
îáëàñò³ º âèâ÷åííÿ ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ, ïðè ÿêîìó â³ääàëå -
íå äæåðåëî ë³íçóºòüñÿ á³ëüø áëèçüêîþ ç³ðêîþ íàøî¿ Ãàëàêòèêè [14]. 

Äëÿ ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè Åéíøòåéíà äîö³ëüíî çàëó÷èòè çíà÷íèé
ìà ñèâ äàíèõ ñïîñòåðåæåíü ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ, çîêðåìà íà -
êî ïè÷åíèé ó õîä³ åêñïåðèìåíòó OGLE (Op ti cal Grav i ta tional Lensing
Ex per i ment) ç 1992 ð. [19, 20]. Çðîçóì³ëî, ùî â³äõèëåííÿ ñâ³òëà ç³ðêàìè
º äóæå ìàëèì ó ïîð³âíÿíí³ ç àíàëîã³÷íèìè åôåêòàìè â Ñîíÿ÷í³é ñè -
ñòåì³ ³ í³êîëè íå ñïîñòåð³ãàëîñÿ (à âò³ì, äèâ. [5]). Îäíàê çàâäÿêè âåëè -
÷åçíèì àñòðîíîì³÷íèì â³äñòàíÿì íàáóâàº âàãè ³íøèé åôåêò — ï³ä -
ñèëåííÿ áëèñêó â³ääàëåíîãî äæåðåëà (ç³ðêè ó Ìàãåëëàíîâèõ õìàðàõ
àáî ó áàëäæ³ Ãàëàêòèêè), êîëè ïîáëèçó ïðîìåíÿ çîðó ïðîõîäèòü ç³ðêà
ïåðåäíüîãî ïëàíó.

Ìåòà ö³º¿ ðîáîòè ïîëÿãàº â òîìó, ùîá îö³íèòè ïîòåíö³àë ãàëàêòè÷ -
íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ äëÿ ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè ðåëÿòèâ³ñòñüêîãî â³äõè -
ëåííÿ ñâ³òëà. Òî÷í³ñòü òàêî¿ ïåðåâ³ðêè ç âèêîðèñòàííÿì îäí³º¿ êðèâî¿
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áëèñêó äàëåêîãî äæåðåëà áóäå î÷³êóâàíî çíà÷íî íèæ÷îþ, í³æ, íàïðè -
êëàä, çà ðåçóëüòàòàìè â³äîìèõ ïåðåâ³ðîê ó Ñîíÿ÷í³é ñèñòåì³. Àëå íà -
ÿâ í³ñòü çíà÷íîãî ³ äîñèòü îäíîð³äíîãî ìàñèâó ôîòîìåòðè÷íèõ ñïîñòå -
ðåæåíü [19, 20] äîçâîëÿº ñïîä³âàòèñÿ íà ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ çà ðàõó -
íîê íàêîïè÷åííÿ äàíèõ. Ïðè öüîìó ïîòð³áíî çàçíà÷èòè, ùî ó ïîð³â -
íÿíí³ ç äîñë³äæåííÿìè ãðàâ³òàö³éíîãî â³äõèëåííÿ ïðîìåí³â òà çàòðèì -
êè ñèãíàë³â ó ïîë³ Ñîíöÿ äàí³ ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ º ö³ëêî -
âèòî íåçàëåæíèìè, îñê³ëüêè áàçóþòüñÿ íà ³íøîìó ï³äõîä³ òà ³íøîìó
ñïîñòåðåæíîìó ìàòåð³àë³.

Ó ïåðåâàæí³é á³ëüøîñò³ ïîä³é ì³êðîë³íçóþ÷à ìàñà ³ äæåðåëî âè -
ïðî ì³íþâàííÿ ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê òî÷êîâ³. Ó ö³é ðîáîò³ ìè ðîç -
ãëÿäàºìî ìîäåëü ì³êðîë³íçóâàííÿ, äå âíåñêàìè ³íøèõ îá’ºêò³â (ïëàíåò 
÷è êîìïàíüéîí³â ïîäâ³éíèõ ç³ð) ìîæíà çíåõòóâàòè, à â³äíîñíèé ðóõ
òî÷êîâîãî äæåðåëà ³ òî÷êîâî¿ ìàñè ìîæíà ââàæàòè ³íåðö³àëüíèì. Äëÿ
ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè ãðàâ³òàö³éíîãî â³äõèëåííÿ ñâ³òëà ìè âèêîðèñòî -
âóºìî â³äêðèò³ äàí³ ñèñòåìè ðàííüîãî ïîïåðåäæåííÿ ÷åòâåðòîãî åòàïó
OGLE-IV çà 2018 ð. (http://ogle.astrouw.edu.pl/ogle4/ews/ews.html).

ÎÑÍÎÂÍ² ÑÏ²ÂÂ²ÄÍÎØÅÍÍß 

Ó òåîð³¿ ãðàâ³òàö³éíî ãî ë³íçó âàí íÿ êëþ ÷î âó ðîëü â³ä³ãðàº òàê çâà íå
ë³íçî âå â³äîá ðà æåí íÿ (lens mapping), ÿêå ïî â’ÿ çóº êó òî âå ïî ëî æåí íÿ
äæå ðå ëà y íà íå áåñí³é ñôåð³ ç êó òî âèì ïî ëî æåí íÿì x éîãî çîá ðà æåí íÿ
[4, 16]. Ó âè ïàä êó òî÷ êî âî¿ ìàñè M (òàê çâà íà ë³íçà Øâàð öøèëü äà)
íîð ìî âà íå ë³íçî âå â³äîá ðà æåí íÿ ìîæå áóòè ïîäàíî ó òàêîìó âèãëÿä³:

y x
x

= -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷1

2

2

RE

| |
,      R GMD c D DE LS S L= [ / ( )] /4 2 1 2 , (2)

äå RE  — êóòîâèé ðàä³óñ ê³ëüöÿ Åéíøòåéíà, DS  ³ DL  — â³äñòàí³ â³ä
ñïîñòåð³ãà÷à äî äæåðåëà ³ äî ë³íçè, DLS  — â³äñòàíü â³ä ë³íçè äî
äæåðåëà; y òà x ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâîâèì³ðí³ âåêòîðè â³äïîâ³äíî ó
ïëîùèíàõ äæåðåëà ³ ë³íçè, ùî º äîòè÷íèìè äî îäèíè÷íî¿ ñôåðè.
Ïî÷àòîê êîîðäèíàò îáðàíî â òî÷ö³ ðîçòàøóâàí íÿ ì³êðîë³íçè.

Äëÿ ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè (1) ìîäèô³êóºìî ôîðìóëó (2). Ïîêëàäåìî

y x x= º =F( , ), / , | |x e x R r r0 , (3)

äå R0  — àíàëîã RE  (ó êóòîâ³é ì³ð³), áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð e îïèñóº
â³äõèëåííÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè (2) â³ä âèðàçó ÇÒÂ F( , )x x0 1 2= - . Ç óðàõó -
âàííÿì íàÿâíèõ åêñïåðèìåíò³â (äèâ. îãëÿäè [1, 21]) ïðèðîäíî ââàæà -
òè, ùî çàçíà÷åíå â³äõèëåííÿ ³ ïàðàìåòð e º ìàëèìè. Íàøå çàâäàííÿ
ïîëÿãàº ó òîìó, ùîá äëÿ îáðàíî¿ ôóíêö³¿ F( , )x e  îòðèìàòè îáìåæåííÿ
íà ïàðàìåòð â³äõèëåííÿ e (à ìîæëèâî, ³ äîñòîâ³ðíó îö³íêó â³äõèëåííÿ,
ÿêùî òàêå ìàº ì³ñöå). 

Êîåô³ö³ºíò ï³äñèëåííÿ îêðåìîãî çîáðàæåííÿ òî÷êîâîãî äæåðåëà,
ùî ïåðåáóâàº ó òî÷ö³ y, äîð³âíþº [7]
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1 1

F R r( / , )0 e , (4)

äå x âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ ë³íçè (3); r =| |x . Ïðè e = 0 ð³âíÿííÿ (3)

åêâ³âàëåíòíå ð³âíÿííþ (2), ÿêå ïðè r ¹ 0 ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè, ùî â³ä -
ïîâ³äàþòü äâîì çîáðàæåííÿì. ßêùî F( , )x e  — ãëàäêà ôóíêö³ÿ ñâî¿õ
çì³ííèõ ïðè r ¹ 0, òî ïðè ìàëèõ e ÷èñëî çîáðàæåíü íå çì³íþºòüñÿ,
òîáòî çíîâó ìàºìî äâà çîáðàæåííÿ x x1 2( , ), ( , )y ye e . Îñê³ëüêè ó âèïàä -
êó ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ ð³çí³ çîáðàæåííÿ â³ääàëåíîãî äæå -
ðå ëà îïòè÷íî íå ðîçä³ëÿþòüñÿ, äëÿ ïðèïàñóâàííÿ êðèâèõ áëèñêó ïî -
òð³á íî ìàòè ñóìàðíèé êîåô³ö³ºíò ï³äñè ëåí íÿ îáîõ çîáðàæåíü:

K y K Ktot ( , ) (| ( , )|, ) (| ( , )|, )e e e e e= +x y x y1 2 .  (5)

Ç îãëÿäó íà êîëîâó ñèìåòð³þ ç ð³âíÿíü (2) ³ (3) î÷åâèäíî, ùî 
K ytot ( , )e  çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ìîäóëÿ y =| |y , àëå íå â³ä íàïðÿìêó âåê -
òîðà y. Ïðè ïðÿìîë³í³éíîìó ð³âíîì³ðíîìó ðóñ³ ì³êðîë³íçè â³äíîñíî
äæåðåëà

y t Y t p V t p V t t( ) ( , , , ) ( )= º + -0
2 2

0
2 , 

äå p — ïðèö³ëüíà â³äñòàíü, V — øâèäê³ñòü, t0  — ìîìåíò ìàêñè ìàëü -
íîãî áëèñêó. 

Ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî çîðÿíèõ âåëè÷èí ìàºìî

m t p V t C K Y t p V t Ctot( , , , , , ) . ( ( , , , ), )e e0 025= - +lg , 

äå C — êîíñòàíòà, ïîâ’ÿçàíà ç ÿñêðàâ³ñòþ äæåðåëà ïðè â³äñóòíîñò³
ë³íçóâàííÿ ³ ç âèáîðîì ñòàíäàðòó ÿñêðàâîñò³. 

Íàøà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿

H p V t C W m K Y t p V ti
i

N

i tot i( , , , , ) { . ( ( , , , ), )e e0
1

025= +
=
å lg - C}2 , (6)

â ðåçóëüòàò³ ÷îãî âèçíà÷àºìî ïàðàìåòðè p, V, t0 , C, e. Òóò N — ê³ëüê³ñòü
òî÷îê íà êðèâ³é áëèñêó, m i  — ñïîñòåðåæí³ äàí³ ùîäî áëèñêó, ÿê³
â³äïîâ³äàþòü ìîìåíòàì t Wi i,  — âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ
â³äïîâ³äíî äî óìîâ ñïîñòåðåæåíü, i = 1, ..., N. Ìè ðîçãëÿäàëè äâà âà -
ð³àíòè ïðèïàñóâàííÿ: 1) ç îäíàêîâèìè âàãàìè, 2) ç W mi iµ -D 2 , äå Dm i

— îö³íêè ïîõèáîê â îêðåìèõ âèì³ðþâàííÿõ ç áàçè äàíèõ OGLE. Àíà -
ëîã³÷íó ïðîöåäóðó ìîæíà ïðîâåñòè ç äàíèìè ñòîñîâíî çàëåæ íîñò³ ïî -
òîêó âèïðîì³íþâàííÿ â³ä ÷àñó ïðè â³äïîâ³äíîìó ïåðåðàõóíêó âàã.

ÂÈÁ²Ð ÌÎÄÅË² Ë²ÍÇÎÂÎÃÎ Â²ÄÎÁÐÀÆÅÍÍß 

Äàë³ ìè îáìåæèìîñÿ òàêîþ ìîäèô³êàö³ºþ ôîðìóëè (1) äëÿ êóòà â³äõè -
ëåííÿ

a

e

( )p
GM

c p
=

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+
4

2

1

. (7)
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Ç íå¿ âèïëèâàº ð³âíÿííÿ ë³íçè ç ôóíêö³ºþ F( , )x e , ùî ô³ãóðóº ó ôîðìóë³ 
ë³íçîâîãî â³äîáðàæåííÿ (3):

F R r R R
GM

c D
E

L

( , ) , / ,x e x xe e

e

= - º =
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

+ +1
42

0 0
2 2

2
. (8)

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ñòàíäàðòíèé ïàðàìåòðèçîâàíèé ïîñòíüþòîí³â -
ñüêèé (ÏÏÍ) ôîðìàë³çì, ùî ÷àñòî çàñòîñîâóºòüñÿ ïðè îáãîâîðåíí³
ïåðåâ³ðîê ÇÒÂ, íå ìîæíà áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè äî ôîðìóëè (8) ç
îãëÿäó íà ¿¿ íåàíàë³òè÷í³ñòü çà çì³ííîþ x. 

Ð³âíÿííÿ (3), ùî â³äïîâ³äàº (7), ó çì³ííèõ x, y íà íåáåñí³é ñôåð³
ìàº âèãëÿä

y x= -
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= +1 20R

r
a

a

, e. (9)

Çâ³äñè

y r
R

r
y

a

= -
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=1 0 , | |y .  (10)

Åëåìåíòàðíèé àíàë³ç ïîêàçóº, ùî ïðè ìàëèõ e äëÿ áóäü-ÿêîãî y > 0
³ñíóþòü äâà ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (10) â³äíîñíî r: îäèí ïðè r1Î( , )0 0R ,
äðóãèé — ïðè r R2 0> , ÿêèé ïåðåõîäèòü ó r y»  ïðè âåëèêèõ y. Ö³
ðîçâ’ÿçêè ëåãêî âèçíà÷àþòüñÿ ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Â³äïîâ³äíî äëÿ
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (9) ïðè  y ¹ 0 ìàºìî

x n x n n y y1 1 2 2= - = =r r, , /| |. 

Êîåô³ö³ºíò ï³äñèëåííÿ îêðåìîãî çîáðàæåííÿ (4) íàáóâàº âèãëÿäó

K r
R

r
a

R

r

a a

( , ) ( )e = -
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

+ -
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

-

1 1 10

1

0
ù

û
ú
ú

-1

. (11)

Ïîâíèé êîåô³ö³ºíò ï³äñèëåííÿ K ytot ( , )e  äàºòüñÿ ñóìîþ (5) ï³äñè -
ëåíü äâîõ çîáðàæåíü, êîîðäèíàòè ÿêèõ x y x y1 2( , ), ( , )e e  º ðîçâ’ÿç êàìè
ð³âíÿííÿ (9). 

Â ðîáîò³ [2] ìè çàïðîïîíóâàëè âèêîðèñòîâóâàòè ðîçâèíåííÿ ïî e,
ÿêå áóëî ðåàë³çîâàíî äëÿ êîíêðåòíîãî âèäó (8) ôóíêö³¿ F. Ó ë³í³éíîìó
íàáëèæåíí³ çà e áóëè îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ x y x y1 2( , ), ( , )e e
òà êîåô³ö³ºíòà ïîñèëåííÿ (11). Òàêèé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü ÿâíî
ïîäàòè ïîïðàâêó äî êðèâî¿ áëèñêó, çóìîâëåíó íàÿâí³ñòþ e. Â³í ìîæå
áóòè êîðèñíèé ïðè ïîð³âíÿíí³ ð³çíèõ âàð³àíò³â ôóíêö³¿ F.

ÎÏÐÀÖÞÂÀÍÍß ÊÐÈÂÈÕ ÁËÈÑÊÓ

Äàí³ ïðîåêòó OGLE [19, 20] âèêîðèñòîâóþòüñÿ, êð³ì äîñë³äæåíü
âëàñíå ì³êðîë³íçóâàííÿ, íèçêîþ ñïîñòåðåæíèõ ïðîãðàì, çîêðåìà äëÿ
âèÿâëåííÿ òà êëàñèô³êàö³¿ çì³ííèõ ç³ð, âèÿâëåííÿ êàðëèêîâèõ íîâèõ,

ISSN 0233-7665. Ê³íåìàòèêà ³ ô³çèêà íåáåñ. ò³ë. 2020. Ò. 36, ¹ 5 7

ÂÅÐÈÔ²ÊÀÖ²ß ÔÎÐÌÓËÈ ÅÉÍØÒÅÉÍÀ



ïîøóêó åêçîïëàíåò, äîñë³äæåííÿ Ìàãåëëàíîâèõ Õìàð. Ó ö³é ðîáîò³
ìè çàñòîñîâóâàëè äàí³ ñèñòåìè ðàííüîãî ïîïåðåäæåííÿ ç ïðîºêòó
OGLE çà 2018 ð., ç ÿêèõ â³çóàëüíî áóëà ñôîðìîâàíà âèá³ðêà ç³ ñòà ïîä³é 
ñèëüíîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ (òàáë. 1). Êðèòåð³ÿìè äëÿ âèá³ðêè áóëè
äîñòàòíº ïîñèëåííÿ áëèñêó â ìàêñèìóì³, òî÷í³ñòü ñïîñòåðåæåíü ³
÷èñëî òî÷îê íà êðèâ³é áëèñêó ó ïðîöåñ³ ì³êðîë³íçóâàííÿ, à òàêîæ
â³äñóòí³ñòü îçíàê, ùî âêàçóþòü íà êîìïàíüéîíà ïîð³âíÿíî¿ ìàñè àáî
ïëàíåòè [3, 8, 18] òà â³äñóòí³ñòü åôåêò³â ïàðàëàêñó [15, 17]. 

Ïðîöåäóðà îïðàöþâàííÿ êðèâî¿ áëèñêó ç íîìåðîì j (j = 1,..., K, K
— îáñÿã âèá³ðêè) ïîëÿãàëà â íàñòóïíîìó. Íà ïåðøîìó åòàï³ ïðîâîäè -
ëîñÿ ïðèïàñóâàííÿ ïàðàìåòð³â â ñòàíäàðòí³é ìîäåë³ ë³íçè Øâàðö -
øèëü äà [16] (e = 0). Ïðè öüîìó ìè çíàõîäèëè ïàðàìåòðè íóëüîâîãî
íàáëèæåííÿ p V t Cj j j j

( ) ( ) ( ) ( ), , ,0 0
0
0 0  äëÿ ïðèïàñóâàííÿ j-¿ êðèâî¿ áëèñêó. Íà

äðóãîìó åòàï³ ö³ ïàðàìåòðè âèêîðèñòîâóâàëèñü ÿê ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ
äëÿ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ (6). Â ðåçóëüòàò³ âèçíà÷àëîñÿ ì³í³ìàëüíå çíà -
÷åííÿ íåâ’ÿçêè (çàëèøêîâà ñóìà êâàäðàò³â)

RSS H p V t Cj j= min ( , , , , )e 0 , (12)

òà çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â e j j j j jp V t C, , , ,0 . 
Àïðîêñèìàö³þ êðèâèõ áëèñêó ìè ïðîâåëè òðüîìà ìåòîäàìè, ÿê³ â

îñíîâíîìó â³äð³çíÿþòüñÿ âèáîðîì âàã. 
Ìåòîä I. Ó ïåðøîìó ï³äõîä³ äàí³ OGLE, íàâåäåí³ â çîðÿíèõ âåëè -

÷èíàõ, áóëè ïåðåðàõîâàí³ ó ïîòîêè âèïðîì³íþâàííÿ; äëÿ ðîç â’ÿçàí íÿ
ð³âíÿííÿ (9) òà ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòà ï³äñèëåííÿ (11) âèêî ðèñòî -
âóâàëîñÿ ë³í³éíå íàáëèæåííÿ çà e [2]; âàãè áðàëèñÿ ð³âíèìè ì³æ ñî -
áîþ. 

Ó ³íøèõ äâîõ ìåòîäàõ ìè ïðîâîäèëè ðîçðàõóíêè áåçïîñåðåäíüî â
çîðÿíèõ âåëè÷èíàõ, à ð³âíÿííÿ (10) ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíî. 

Ìåòîä II. Íà êîæí³é êðèâ³é áëèñêó âàãè îêðåìèõ ñïîñòåðåæåíü
ââàæàëèñÿ îäíàêîâèìè ì³æ ñîáîþ. Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó îäíà êî -
âèì Wi  â³äïîâ³äàþòü íåîäíàêîâ³ âàãè ìå òî äó I. 

Ìåòîä III. Âèá³ð âàã ó (6) äëÿ êîæíî¿ êðèâî¿ áëèñêó áóëî çðîáëåíî
çã³äíî ç ôîðìóëîþ W mi iµ -D 2 , äå Dm i  — îö³íêè ïîìèëîê â îêðåìèõ
âèì³ðþâàííÿõ ç áàçè äàíèõ OGLE.
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Òàáëèöÿ 1. Ïåðåë³ê âèêîðèñòàíèõ êðèâèõ áëèñêó ó ïîä³ÿõ ì³êðîë³íçóâàííÿ ç áàçè OGLE
(OGLE-2018-BLG-XXXX)



Ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðà  e j  äëÿ K êðèâèõ áëèñêó âèá³ðêè ìè

âèçíà÷àëè ñåðåäíüîçâàæåíå çíà÷åííÿ e  =  w j
j

K

j
=

å
1

e  òà éîãî ñåðåäíº

êâàäðàòè÷íå (ñòàíäàðòíå) â³äõèëåííÿ s; âàãè w j  îáèðàëèñÿ òàê: 

w RSSj jµ 1 / ,  w j
j

K

=
å

1

 = 1. Òàêèé âèá³ð âàã ïðèñêîðþº îá÷èñëåííÿ, àëå,

ñòðîãî êàæó÷è, â³äïîâ³äàº ë³í³éíèì ìîäåëÿì ó ìåòîä³ íàéìåíøèõ êâà -
ä ðàò³â, òîä³ ÿê ó íàøîìó âèïàäêó ìîæëèâèé âíåñîê íåë³í³éíîñò³. Òîìó 
ìè ïîð³âíÿëè éîãî áåçïîñåðåäíüî ç âèáîðîì âàã çã³äíî ç w j jµ -( )De 2 ,
äå (De j )2  — ìàðã³íàëüíà îö³íêà äèñïåðñ³¿, îòðèìàíà ìîíòå-êàðë³â -
ñüêèì ìîäåëþâàííÿì ç j-¿ êðèâî¿ áëèñêó â ðàìêàõ ìåòîäó II. Ïîð³â -
íÿííÿ äâîõ ï³äõîä³â äî âèáîðó âàã ïîêàçàëî ¿õíº çàäîâ³ëüíå óçãîä -
æåííÿ.

Ðîçïîä³ëè ïî ä³é ïî çíà÷åííÿõ e j  ó âèá³ðö³, îòðèìàí³ òðüîìà ìåòî -
äàìè, ïðåä ñòàâ ëåíî ó âèãëÿä³ ã³ñòîãðàì íà ðèñ. 1. Òóò p(e) ïîçíà÷àº
÷àñòêó òèõ ïî ä³é, äëÿ ÿêèõ çíà÷åííÿ çì³ííî¿ e ïîòðàïëÿº ó â³äïîâ³äíèé
á³í. Âèÿâè ëîñü, ùî çã³äíî ç I ìåòîäîì 97 % ïîä³é ïîïàäàþòü â ³íòåðâàë 
e Î [–0.242, 0.259], çã³äíî ç II ìåòîäîì — 98 % ïîä³é ïîïàäàþòü â
³íòåðâàë [–0.250, 0.263], çã³äíî ç III ìåòîäîì — 99 % ïîä³é ïîïàäàþòü
â ³íòåðâàë [–0.257, 0.248].

Ñòàòèñòè÷í³ îö³íêè, îòðèìàí³ òðüîìà ñïîñîáàìè, ïîäàíî ó òàáë. 2.
Òóò ïðèâåäåí³ çíà÷åííÿ ìåä³àíè, ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ e  ³ éîãî
ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ s äëÿ ðîçïîä³ë³â, îòðèìàíèõ òðüîìà îïèñà -
íèìè ñïîñîáàìè. 

ßê âèäíî, ïîìèëêè îêðåìèõ âèì³ðþâàíü ìîæóòü áóòè ïîð³âíÿíî
âåëèêèìè, îäíàê çíà÷åííÿ e  ìàº ïîðÿäîê (1...2)s, òîáòî º ñòàòèñòè÷íî 
íåñóòòºâèì. 

ÎÁÃÎÂÎÐÅÍÍß ÐÅÇÓËÜÒÀÒ²Â

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè áóëî îö³íèòè ìîæëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ êðèâèõ
áëèñêó, ñïîñòåðåæóâàíèõ ïðè ãàëàêòè÷íîìó ì³êðîë³íçóâàíí³, çàäëÿ
ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè Åéíøòåéíà äëÿ ãðàâ³òàö³éíîãî â³äõèëåííÿ ñâ³òëà.
ßê âèäíî ç òàáë. 2, ó âñ³õ òðüîõ ðîçãëÿíóòèõ ï³äõîäàõ ñåðåäíÿ êâàä -
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Ã³ñòîãðàìè çíà÷åíü e j, îòðèìàíèõ ìåòîäàìè I...III (ôðàãìåíòè à — â â³äïîâ³äíî)



ðàòè÷íà ïîìèëêà s ³ e  ìàþòü ïðèáëèçíî òîé ñàìèé ïîðÿäîê âåëè÷èíè
(10–2). Òîìó â³äõèëåííÿ e â³ä íóëÿ ñë³ä ââàæàòè ñòàòèñòè÷íî íåñóò -
òº âèì. Öå ùå îäíå ï³äòâåðäæåííÿ ôîðìóëè Åéíøòåéíà, ùî âêàçóº íà
àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä ïåðåâ³ðêè ðåëÿòèâ³ñòñüêî¿ ãðàâ³òà ö³éíî¿ òåîð³¿.

Ó ïîðÿäêó îáãîâîðåííÿ íàøèõ ðåçóëüòàò³â â³äçíà÷èìî, ùî âîíè
îòðèìàí³ íà ñïîñòåðåæíîìó ìàòåð³àë³, ö³ëêîì íåçàëåæíîìó â³ä åêñïå -
ðè ìåíò³â ó Ñîíÿ÷í³é ñèñòåì³. Ó ö³é ðîáîò³ ìè îáìåæèëèñÿ ðîçãëÿäîì
êîíêðåòíî¿ íàéïðîñò³øî¿ ìîäèô³êàö³¿ (6) ë³íçîâîãî â³äîáðàæåííÿ, ùî
çâîäèòüñÿ äî çì³íè ñòå ïå íå âî¿ çàëåæíîñò³ â³ä ïðèö³ëüíîãî ïàðàìåòðà.
Ðàçîì ç òèì âèêîðèñòàííÿ êðèâèõ áëèñêó äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè é ³íø³
ôîðìè ë³íçîâîãî â³äîáðàæåííÿ ç ìåòîþ ïåðåâ³ðêè ÇÒÂ.

Çàóâàæèìî, ùî â åôåêòàõ ñèëüíîãî ãàëàêòè÷íîãî ì³êðîë³íçóâàííÿ
â³ääàëåíîãî äæåðåëà ç D DS L>>  òèïîâà êóòîâà â³äñòàíü ì³æ äæåðåëîì 
³ ì³êðîë³íçîþ ìàº ïîðÿäîê R M M DE = × -14 10 8 1 2 1 2. ( / ) ( / )/ /

8 êïñ , ùî
ïðèáëèçíî â³äïîâ³äàº ïðèö³ëüíîìó ïàðàìåòðó ïîðÿäêó äåê³ëüêîõ àñò -
ðî íîì³÷íèõ îäèíèöü. Öÿ ñïîñòåðåæíà ñèòóàö³ÿ ³ õàðàêòåð äàíèõ â³ä -
ì³íí³ â³ä åêñïåðèìåíò³â ó Ñîíÿ÷í³é ñèñòåì³, äå îñíîâíó ³íôîðìàö³þ
ïðî ïîøèðåííÿ ñâ³òëà ³ ðàä³îñèãíàë³â îòðèìàíî ïðè ñïîñòåðåæåííÿõ ³ç 
ïðèö³ëüíèìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêó äåê³ëüêîõ R8. Ìàþ÷è íà óâàç³
îö³íêó ÏÏÍ-ïàðàìåòðà g, ìîæíà ââàæàòè, ùî íàéêðàùà â³äíîñíà ïî -
ìèë êà åêñïåðèìåíò³â ç âèì³ðþâàííÿ ãðàâ³òàö³éíîãî â³äõèëåííÿ ñâ³òëà
ó Ñîíÿ÷í³é ñèñòåì³ ìàº ïîðÿäîê 10–5 [1, 21]. Ïðîòå, ÿêùî ïåðåðàõóâàòè 
¿¿ íà ïðèö³ëüí³ â³äñòàí³, áëèçüê³ äî ïàðàìåòð³â ãàëàêòè÷íîãî ì³êðî -
ë³íçóâàííÿ, â³äáóäåòüñÿ âòðàòà òî÷íîñò³ íà äâà ïîðÿäêè. Âñå æ öÿ
òî÷í³ñòü íà ïîðÿäîê âèùà, í³æ ó íàøèõ îö³íêàõ. Òîìó âèíèêàº çàïè -
òàííÿ: ÿê ïîë³ïøèòè îòðèìàíó îö³íêó â ðàìêàõ ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³?
Î÷åâèäíà â³äïîâ³äü ïîëÿãàº â òîìó, ùîá çàëó÷èòè â àíàë³ç á³ëüøå
äàíèõ. Ó ö³é ðîáîò³ ìè ïåðåãëÿíóëè ïðèáëèçíî 700 ïåðøèõ ïîä³é
OGLE ç äàíèõ 2018 ð. ùîá ñêëàñòè âèá³ðêó ç³ 100 ïðèäàòíèõ ïîä³é.
Íàâ³òü íå çâåðòàþ÷èñü äî ìàéáóòí³õ ñïîñòåðåæåíü, çàçíà÷èìî, ùî
÷åòâåðòà ôàçà ïðîåêòó OGLE âæå ì³ñòèòü äàí³ ïðèáëèçíî ø³ñòíàäöÿòè 
òèñÿ÷ ïîä³é ì³êðîë³íçóâàííÿ (ïîïåðåäí³ ôàçè — íàáàãàòî ìåíøå). Ö³
äàí³, çà íàøèìè îö³íêàìè, äîçâîëÿþòü çá³ëüøèòè âèá³ðêó ëèøå çà
2018 ð³ê ó 23 ðàçè ³ â³äïîâ³äíî çìåíøèòè s ïðèáëèçíî ó ï’ÿòü ðàç³â.
Îòæå, îáãîâîðþâàíèé ï³äõ³ä äî ïåðåâ³ðêè ÇÒÂ ìàº íåïîãàí³
ïåðñïåêòèâè.
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Ìåòîä Ìåä³àíà e s

I 0.0053 0.0066 0.0085
II 0.0079 0.015 0.0087
III 0.0003 –0.0036 0.011

Òàáëèöÿ 2. Ìåä³àíà, ñåðåäíº çíà÷åííÿ ³ ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ðîçïîä³ë³â e j , îòðèìàíèõ
òðüîìà ìåòîäàìè
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À. Í. Àëåêñàíäðîâ, Â. È. Æäàíîâ, Â. Í. Ñëþñàð
Àñòðîíîìè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ, Óêðàèíà

ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈß ÔÎÐÌÓËÛ ÝÉÍØÒÅÉÍÀ ÄËß ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ 
ÎÒÊËÎÍÅÍÈß ÑÂÅÒÀ ÏÎ ÍÀÁËÞÄÅÍÈßÌ 
ÃÀËÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÈÊÐÎËÈÍÇÈÐÎÂÀÍÈß

Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) èìååò ñîëèäíóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ áàçó.
Îäíàêî ïîÿâëåíèå íîâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé è íåçàâèñèìîé íàáëþ -
äàòåëüíîé èíôîðìàöèè ñòèìóëèðóåò ïðîäîëæåíèå ïðîâåðîê ÎÒÎ. Öåëü äàííîé
ðàáîòû — îöåíèòü ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ óäàëåííûõ èñ -
òî÷ íèêîâ íà çâåçäàõ íàøåé Ãàëàêòèêè äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû Ýéíøòåéíà, îïè -
ñûâàþùåé ýôôåêò ãðàâèòàöèîííîé ðåôðàêöèè. Ýòîò ýôôåêò íåîäíîêðàòíî ïðîâå -
ðÿëñÿ â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ðàäèîâîëí, êîãäà
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿ ñ ðàññòîÿíèÿìè îò òðàåêòîðèé ñèãíà -
ëîâ äî ãðàâèòèðóþùåãî öåíòðà ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîëíå÷íûõ ðàäèóñîâ. Â ñëó÷àå
ãàëàêòè÷åñêîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé òèï íàáëþ -
äàòåëüíûõ äàííûõ è äðóãèå õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûå â ñîáûòèÿõ ñ áîëüøèì 
óñèëåíèåì îïðåäåëÿþòñÿ ðàäèóñîì êîëüöà Ýéíøòåéíà, èìåþùèì ïîðÿäîê 1 à. å.
Ãðàâèòàöèîííîå îòêëîíåíèå ñâåòà çâåçäàìè î÷åíü ìàëî è ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïíî
ïðÿìûì èçìåðåíèÿì, îäíàêî áëàãîäàðÿ áîëüøèì ðàññòîÿíèÿì äî ìèêðîëèíç ïîòîê
èçëó÷åíèÿ îò óäàëåííîãî èñòî÷íèêà â ñîáûòèÿõ ñèëüíîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ ìî -
æåò óâåëè÷èâàòüñÿ â íåñêîëüêî ðàç. Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû Ýéíøòåéíà ìû ðàññìàò -
ðèâàåì áîëåå îáùóþ çàâèñèìîñòü óãëà a îòêëîíåíèÿ ëó÷à îò åãî ïðèöåëüíîãî ðàñ -
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ñòîÿíèÿ p îòíîñèòåëüíî äåôëåêòîðà: a eµ +1 1/ p  è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîäèôèöèðóåì
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòð e íà îñíîâå íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ. Ìû èñïîëüçóåì
äàííûå ïàòðóëüíûõ íàáëþäåíèé, ïîëó÷åííûå â 2018 ã. ãðóïïîé Op ti cal Grav i ta tional
Lensing Ex per i ment (OGLE). Íàìè ñôîðìèðîâàíà âûáîðêà èç 100 êðèâûõ áëåñêà èç
ýòèõ äàííûõ. Êàæäàÿ êðèâàÿ áëåñêà áûëà ïîäîãíàíà â ðàìêàõ ìîäèôèöèðîâàííîé
ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì e. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû 
100 çíà÷åíèé e è îöåíêè èõ äèñïåðñèé. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèÿ e íå
ïðîòèâîðå÷èò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ïðåäåëàõ îäíîïðîöåíòíîé ñðåäíåé
êâàäðàòè÷íîé îøèáêè. Â ïåðñïåêòèâå ïðèâëå÷åíèå áîëüøåãî ÷èñëà êðèâûõ áëåñêà
èç îáøèðíîé áàçû äàííûõ OGLE ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ e çà ñ÷åò ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàâèòàöèîííîå îòêëîíåíèå ñâåòà, ïðîâåðêà îáùåé òåîðèè îò íî -
ñèòåëüíîñòè, ãðàâèòàöèîííîå ìèêðîëèíçèðîâàíèå, êðèâûå áëåñêà. 

A. N. Alexandrov, V. I. Zhdanov, V. M. Slusar
As tro nom i cal Ob ser va tory of Taras Shevchenko Na tional Uni ver sity of Kyiv, 
Kyiv, Ukraine

VER I FI CA TION OF EIN STEIN’S FOR MULA 
FOR GRAV I TA TIONAL DE FLEC TION OF LIGHT 
US ING OB SER VA TIONS OF GA LAC TIC MICROLENSING

Gen eral rel a tiv ity (GR) has a solid ex per i men tal base. How ever, the emer gence of new ex -
per i men tal ca pa bil i ties and in de pend ent ob ser va tional in for ma tion stim u lates the con tin u -
a tion of tests of gen eral rel a tiv ity. The pur pose of this work is to eval u ate the po ten tial of
grav i ta tional microlensing of dis tant sources on the stars of our Gal axy and to ver ify the
Ein stein for mula of the grav i ta tional re frac tion. This ef fect has been re peat edly tested in
the So lar Sys tem in the high-ac cu racy ex per i ments with the prop a ga tion of ra dio waves,
when the mea sure ments are most ef fec tive for the dis tances from the sig nal tra jec tory to the 
Sun of the or der of sev eral so lar ra dii. In the case of ga lac tic microlensing, a quite dif fer ent
type of ob ser va tional data and other char ac ter is tic dis tances are used that in the high mag -
ni fi ca tion events are de ter mined by the Ein stein ring ra dii, which is typ i cally of the or der of 
1 au. It should be noted that, al though the grav i ta tional de flec tions of light by stars are very
small and cur rently prac ti cally in ac ces si ble by di rect mea sure ments, how ever, due to the
large dis tances to the microlenses, the ra di a tion flux from the source in strong microlensing 
events of can in crease sev eral times. To ver ify Ein stein’s for mula, we con sider a more gen -
eral de pend ence of the beam de flec tion an gle on its im pact dis tance p rel a tive to the de flec -
tor: and, ac cord ingly, mod ify the equa tions of grav i ta tional lensing. The chal lenge is to
limit based on ob ser va tional data. We use the Early Warn ing Sys tem data ob tained in 2018
within Op ti cal Grav i ta tional Lensing Ex per i ment (OGLE) (http://ogle.astrouw.edu.pl/
ogle4/ews/2019/ews.html). We formed a sam ple of 100 light curves from the data ob tained 
by the OGLE group in 2018. Each light curve was fit ted as part of a mod i fied model of
grav i ta tional lensing with pa ram e ter e. As a re sult, 100 val ues of e and es ti mates of their
vari ances were ob tained. We found that the mean value of e does not con tra dict GR within
the lim its of a one per cent stan dard de vi a tion. In the fu ture, us ing a larger num ber of light
curves al lows us to hope for a sig nif i cant de crease in the er ror of e due to sta tis ti cal av er ag -
ing. 
Key words: grav i ta tional light de flec tion, Gen eral Rel a tiv ity tests, grav i ta tional micro -
lensing, light curves. 
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