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Äâî÷àñòîòíèé ðåæèì ïîøèðåííÿ
àêóñòèêî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü â àòìîñôåð³ Çåìë³

Ç áà ãà òîð³÷íèõ òå î ðå òè÷ íèõ ³ åê ñïå ðè ìåí òàëü íèõ äîñë³äæåíü àêóñ -
òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü (ÀÃÕ) â³äîìî, ùî âîíè çíà÷ íîþ ì³ðîþ âèç -
íà ÷à þòü äè íàì³êó ³ åíåð ãå òè÷ íèé áà ëàíñ àò ìîñ ôåð ïëà íåò ³ Ñîí öÿ.
Ë³í³éí³ õâèëü îâ³ çáó ðåí íÿ â àò ìîñ ôåð³ ìî æóòü áóòè îïè ñàí³ çà äî ïî -
ìî ãîþ ñèñ òå ìè ð³âíÿíü äðó ãî ãî ïî ðÿä êó äëÿ âåð òè êàëü íî¿ ³ ãî ðè çîí -
òàëü íî¿ ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³. Ç ö³º¿ ñèñ òå ìè âèï ëè âàº, ùî
ìàë³ çáó ðåí íÿ â àò ìîñ ôåð³ ìîæ íà ðîç ãëÿ äà òè ÿê êî ëè âàí íÿ çâ’ÿ çà íèõ
îñöè ëÿ òîð³â ç äâî ìà ñòó ïå íÿ ìè ñâî áî äè. Öå ñïî íó êàº äî á³ëüø äå -
òàëü íî ãî âèâ ÷åí íÿ ë³í³éíèõ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü î âèõ ìîä â
àò ìîñ ôåð³ çà äî ïî ìî ãîþ äîá ðå ðîç ðîá ëå íèõ ìå òîä³â òåîð³¿ êî ëè âàíü.
Äëÿ âèâ ÷åí íÿ ìà ëèõ çáó ðåíü â àò ìîñ ôåð³ Çåìë³ â ðî áîò³ âè êî ðèñ òà íî
ìå òî äè òåîð³¿ çâ’ÿ çà íèõ êî ëè âàëü íèõ ñèñ òåì. Ïî êà çà íî, ùî àêóñ òè -
êî-ãðàâ³òàö³éí³ õâèë³ â ³çî òåðì³÷í³é àò ìîñ ôåð³ ìîæ íà ðîç ãëÿ äà òè ÿê 
ñó ïåðïî çèö³þ êî ëè âàíü, ÿê³ â³äáó âà þòü ñÿ îä íî ÷àñ íî íà äâîõ âëàñ íèõ
÷àñ òî òàõ: àêóñ òè÷í³é òà ãðàâ³òàö³éí³é. Îòðè ìà íî ð³âíÿí íÿ äëÿ
âëàñ íèõ ÷àñ òîò êî ëè âàíü, à òà êîæ äëÿ ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³
ïðè çà äà íèõ ïî ÷àò êî âèõ óìî âàõ. Ïðî à íàë³çî âà íî çì³íè ñêëà äî âèõ çáó -
ðå íî¿ øâèä êîñò³ â çà ëåæ íîñò³ â³ä ÷àñó ³ âè ÿâ ëå íî íîâ³ îñîá ëè âîñò³
¿õíüî¿ ïî âåä³íêè. Âñ³ ðîç â’ÿç êè ïðè âå äå íî ç âè êî ðèñ òàí íÿì ò³ëüêè
ä³éñ íèõ âå ëè ÷èí. Öå çðó÷í³øå äëÿ ç³ñòàâ ëåí íÿ ç äà íè ìè ñïîñ òå ðå æåíü, 
í³æ çà çâè ÷àé ïðè é íÿ òå â òåîð³¿ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü êîì -
ïëåê ñíå ïîäàííÿ. Âèâ ÷å íî óìî âè, ïðè ÿêèõ â àò ìîñ ôåð³ ìîæå ðåàë³çó -
âà òè ñÿ çâè ÷àé íèé îä íî ÷àñ òîò íèé ðå æèì êî ëè âàíü. Ðå çóëü òà òè ðî -
áî òè ìî æóòü áóòè âè êî ðèñ òàí³ äëÿ ïî ÿñ íåí íÿ äå ÿ êèõ îñîá ëè âîñ òåé
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ñó ïóò íè êî âèõ ñïîñ òå ðå æåíü õâèëü î âèõ çáó ðåíü â àò ìîñ ôåð³ Çåìë³,
ÿê³ âè õî äÿòü çà ðàì êè â³äî ìèõ òå î ðå òè÷ íèõ óÿâ ëåíü. 
Êëþ ÷îâ³ ñëî âà: àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíà õâè ëÿ, àò ìîñ ôå ðà Çåìë³,
çâ’ÿ çàí³ îñöè ëÿ òî ðè.  

ÂÑÒÓÏ

Àêóñòèêî-ãðàâ³òàö³éí³ õâèë³ (ÀÃÕ) çíà÷ íîþ ì³ðîþ âèç íà ÷à þòü äè -
íàì³êó ³ åíåð ãå òè÷ íèé áà ëàíñ àò ìîñ ôåð ïëà íåò ³ Ñîí öÿ [21, 22, 35—
37]. Â õîä³ áà ãà òîð³÷íèõ òå î ðå òè÷ íèõ ³ åê ñïå ðè ìåí òàëü íèõ äîñë³ä -
æåíü öèõ õâèëü áóëî âñòà íîâ ëå íî, ùî ÀÃÕ º âàæ ëè âè ìè òðàíñ ïîð òíè -
ìè àãåí òà ìè, ùî çà áåç ïå ÷ó þòü âïëèâ íà ³îíîñ ôå ðó äæå ðåë «çíè çó»
(òðî ïîñ ôåð íèõ ³ ñåéñì³÷íèõ ïðî öåñ³â) ³ «çâåð õó» (ãå î ìàãí³òíà ³ ñî íÿ÷ -
íà àê òèâí³ñòü). Çíà÷ íèé âíå ñîê ÀÃÕ ó àò ìîñ ôåðí³ äè íàì³÷í³ ïðî öå ñè
ïî â’ÿ çà íèé, ç îä íî ãî áîêó, ç åôåê òèâ íèì ïå ðåíå ñåí íÿì åíåðã³¿ òà ³ì -
ïóëü ñó çà äî ïî ìî ãîþ öèõ õâèëü ÿê ó ãî ðè çîí òàëüí³é ïëî ùèí³, òàê ³ ì³æ 
ð³çíè ìè âè ñîò íè ìè ð³âíÿ ìè àò ìîñ ôå ðè. Ç ³íøî ãî áîêó, ÀÃÕ ìî æóòü
ñëó æè òè äæå ðå ëà ìè êîí âåêö³¿ ³ àò ìîñ ôåð íî¿ òóð áó ëåí òíîñò³, ñïðè ÿ þ -
÷è ïå ðå ðîç ïîä³ëó åíåðã³¿ çáó ðåíü â àò ìîñ ôåð³ ì³æ ð³çíè ìè ìàñ øòà áà -
ìè â³ä äåê³ëüêîõ òè ñÿ÷ ê³ëî ìåòð³â äî ñî òåíü ìåòð³â. 

Ïðî òÿ ãîì îñòàíí³õ òðüîõ äå ñÿ òèë³òü áó ëè äî ñÿã íóò³ çíà÷í³ óñï³õè
â ðîç âèò êó íåë³í³éíî¿ òå îð³¿ ÀÃÕ [23—26, 29, 31], à òà êîæ ó ÷è ñåëü íî -
ìó ìî äå ëþ âàíí³ öèõ õâèëü â ðå àë³ñòè÷í³é àò ìîñ ôåð³ ç óðà õó âàí íÿì
â’ÿç êîñò³ ³ òåï ëîï ðîâ³äíîñò³ [17, 27, 34]. Îäíàê â îñòàíí³é ÷àñ íà ìè áóâ 
îò ðè ìà íèé ðÿä ö³êà âèõ ðå çóëü òàò³â â ðàì êàõ ïðî ñòî¿ ë³í³éíî¿ òå îð³¿
ÀÃÕ. Íàï ðèê ëàä, âðà õó âàí íÿ âçàºìîä³¿ ÀÃÕ ç íå îäíîð³äíè ìè â ãî ðè -
çîí òàëüí³é ïëî ùèí³ òå÷³ÿìè ìî æå ïðè çâî äè òè äî ïî ñè ëåí íÿ àìïë³òóä
õâèëü ³ âèä³ëå íèõ àçè ìóò³â ¿õíüî ãî ðó õó [9, 20]. Âðà õó âàí íÿ âåð òè -
êàëü íî¿ íå³çî òåðì³÷íîñò³ àò ìîñ ôå ðè òà êîæ äó æå âïëè âàº íà ïî øè ðåí -
íÿ ÀÃÕ [6, 7]. Êð³ì öüî ãî, â ðàì êàõ ë³í³éíî¿ òå îð³¿ áó ëî ïî êà çà íî ìîæ -
ëèâ³ñòü ³ñíó âàí íÿ íî âî¿ åâà íåñ öåí òíî¿ õâèëü î âî¿ ìî äè [19]. Ö³ ðå çóëü -
òà òè âêà çó þòü íà ìîæëèâ³ñòü íàÿâíîñò³ â ³çîòåðì³÷í³é àòìîñôåð³ ùå íå 
âèâ÷åíèõ ë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ ðåæèì³â. 

Ë³í³éí³ õâèëü îâ³ çáó ðåí íÿ â àò ìîñ ôåð³ ìî æóòü áó òè îïè ñàí³ çà äî -
ïî ìî ãîþ ñèñ òå ìè ð³âíÿíü äðó ãî ãî ïî ðÿä êó äëÿ âåð òè êàëü íî¿ ³ ãî ðè -
çîí òàëü íî¿ ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ [32]. Ç ö³º¿ ñèñ òå ìè âèï ëè -
âàº, ùî ìàë³ çáó ðåí íÿ â àò ìîñ ôåð³ ìîæ íà ðîç ãëÿ äà òè ÿê êî ëè âàí íÿ
çâ’ÿ çà íèõ îñöè ëÿ òîð³â ç äâî ìà ñòó ïå íÿ ìè ñâî áî äè. Öå ñïî íó êàº äå -
òàëüí³øå âèâ ÷è òè ë³í³éí³ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éí³ õâèëü îâ³ ìî äè â àò -
ìîñ ôåð³ ç äî ïî ìî ãîþ äîá ðå ðîç ðîá ëå íèõ ìå òîä³â òå îð³¿ êî ëè âàíü [1, 4, 
10, 12, 14]. Ñë³ä â³äçíà ÷è òè òà êîæ ñõîæ³ñòü ïî âåä³íêè äèñ ïåðñ³éíèõ
êðè âèõ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü íà ñïåê òðàëüí³é ïëî ùèí³ «÷àñ -
òî òà — ãî ðè çîí òàëü íå õâèëü î âå ÷èñ ëî ( , )w k x »  [22, 35] ³ äîá ðå â³äî ìèõ
ç òå îð³¿ êî ëè âàíü ãðàô³ê³â Â³íà [4]. Öÿ ñõîæ³ñòü äî äàò êî âî âêà çóº íà
ìîæ ëèâ³ñòü çà ñòî ñó âàí íÿ òå îð³¿ êî ëè âàíü äëÿ âèâ ÷åí íÿ ÀÃÕ. Òî ìó â
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äàí³é ðî áîò³ ìè äîñë³äæóºìî ÀÃÕ ó ³çî òåðì³÷í³é àò ìîñ ôåð³ ç âè êî ðèñ -
òàí íÿì ìå òîä³â òå îð³¿ êîëèâàíü. 

Ìà òå ìà òè÷ íèé ðîç ãëÿä õâèëü î âî ãî ðó õó çà çâè ÷àé ïðî âà äèòü ñÿ çà
äî ïî ìî ãîþ ìå òî äó íîð ìàëü íèõ ìîä [10, 13]. Ó â³äïîâ³äíîñò³ ç öèì ìå -
òî äîì ñïî ÷àò êó ðîç ãëÿ äàºòüñÿ ð³âíî âàæ íèé ñòàí ñå ðå äî âè ùà, à ïîò³ì
ââî äèòü ñÿ ìà ëå çì³ùåí íÿ åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà ç ïî ëî -
æåí íÿ ð³âíî âà ãè. Çà äî ïî ìî ãîþ ë³íå à ðè çî âà íèõ ð³âíÿíü ã³äðî äè -
íàì³êè äîñë³äæóºòüñÿ ïî øè ðåí íÿ çáó ðåíü ó âèã ëÿä³ ïëîñ êèõ õâèëü 
exp ( )i t k rw - ×

r r
, äå w ³ 

r
k  — ÷àñ òî òà ³ õâèëü î âèé âåê òîð. Ìå òîþ ö³º¿ ïðî -

öå äó ðè º çíà õîä æåí íÿ äèñ ïåðñ³éíî ãî ð³âíÿí íÿ, ùî âèç íà ÷àº çâ’ÿçîê w
ç õâèëü î âèì âåê òî ðîì 

r
k  ³ ïà ðà ìåò ðà ìè ñå ðå äî âè ùà. Ïðî òå çà ðàì êà ìè

òà êî ãî ðîç ãëÿ äó çà ëè øàºòüñÿ ïè òàí íÿ ïðî çà ëåæí³ñòü ñêëà äî âèõ çáó -
ðå íèõ ô³çè÷ íèõ âå ëè ÷èí â³ä âëàñ íèõ ÷àñ òîò êî ëè âàíü. Ç òå îð³¿ ÀÃÕ
â³äî ìî, ùî ö³ õâèë³ ìîæ íà îõà ðàê òå ðè çó âà òè äâî ìà ÷àñ òî òà ìè —
«àêóñ òè÷ íîþ» ³ «ãðàâ³òàö³éíîþ» [22, 36]. Çàç âè ÷àé ïå ðå äáà ÷àºòüñÿ,
ùî àêóñ òè÷í³ òà ãðàâ³òàö³éí³ êî ëè âàí íÿ ðå àë³çó þòü ñÿ íå çà ëåæ íî, ³
êîæ íå íà ñâî¿é ÷àñ òîò³ [3, 22]. Ïðè öüî ìó â òå î ðå òè÷ íèõ ìî äå ëÿõ àêóñ -
òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü â îä íî ÷àñ òîò íî ìó íà áëè æåíí³ âè íè êà þòü
òàê çâàí³ «ïî ëÿ ðè çàö³éí³ ñï³ââ³äíî øåí íÿ», ùî çâ’ÿ çó þòü ñïåê òðàëüí³
õà ðàê òå ðèñ òè êè ç àìïë³òó äà ìè çáó ðåíü [3, 22]. Ö³ ïî ëÿ ðè çàö³éí³ ñï³â -
â³äíî øåí íÿ çàïèñàí³ ó ïðî ñòîð³ êîì ïëåê ñíèõ ÷è ñåë, ùî óñêëàä íþº
¿õíº ïîð³âíÿí íÿ ç ðå çóëü òà òà ìè ñïîñ òå ðå æåíü çáó ðå íèõ ô³çè÷ íèõ âå -
ëè ÷èí. Ó äàí³é ðî áîò³ ìè áó äå ìî âè êî ðèñ òî âó âà òè ò³ëüêè ä³éñí³ çì³í -
í³, çàïèñóþ÷è çáó ðåí íÿ ó âèã ëÿä³ ñó ïåðïî çèö³¿ ñè íóñ³â ³ êî ñè íóñ³â. 

ßê â³äî ìî, ñó ìàðíå êî ëè âàí íÿ ó ô³çè÷í³é ñèñ òåì³ º ñó ìîþ êî ëè -
âàíü íà âñ³õ âëàñ íèõ ÷àñ òî òàõ [1, 10, 12]. Äàë³ ìè áó äå ìî ââà æà òè, ùî
çáó ðåí íÿ ç äâî ìà ÷àñ òî òà ìè (àêóñ òè÷í³é ³ ãðàâ³òàö³éí³é) çà ðîä æó þòü -
ñÿ ³ ïî øè ðþ þòü ñÿ îä íî ÷àñ íî. Òî ìó ó â³äïîâ³äíîñò³ ç çà ãàëü íè ìè
ï³äõî äà ìè îïè ñó ô³çè÷ íèõ ñèñ òåì ïî êëà äå ìî, ùî ÷à ñîâ³ çì³íè çáó ðå -
íèõ øâèä êîñ òåé º ñó ïåðïî çèö³ºþ êî ëè âàíü íà öèõ ÷àñ òî òàõ. Îñê³ëü êè
ó âè ïàä êó àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü âëàñí³ ÷àñ òî òè ìî æóòü çíà÷ -
íî â³äð³çíÿ òè ñÿ çà âå ëè ÷è íîþ, òî â çà ãàëü íî ìó âè ïàä êó ñó ìàðíå êî ëè -
âàí íÿ ìî æå áó òè íå ãàð ìîí³÷íèì ³ îïè ñó âà òè äî ñèòü ñêëàä íèé ðóõ åëå -
ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà. Äëÿ äîñë³äæåí íÿ äâî ÷àñ òîò íî ãî êî -
ëè âàëü íî ãî ðå æè ìó ÀÃÕ ìå òîä íîð ìàëü íèõ ìîä çäàºòüñÿ äî ñèòü
ñêëàä íèì. Òîä³, çã³äíî ³ç äà íè ìè [13, 28], íà é êðà ùèé ðåçóëüòàò ìîæå
äàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Òîìó â äàí³é ðîáîò³ ìè
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè öåé ï³äõ³ä. 

ÂÈÕ²ÄÍ² Ð²ÂÍßÍÍß 

Ðîç ãëÿ íå ìî ìàë³ âëàñí³ êî ëè âàí íÿ íåñê³í÷åí íî¿ ñòèñ ëè âî¿ ³çîòåð ì³÷ -
íî¿ áåç äè ñè ïà òèâ íî¿ àò ìîñ ôå ðè ó íå î áåð òîâ³é äå êàð òîâ³é ñèñ òåì³ êî -
îð äè íàò x, y, z ç âåð òè êàëü íîþ êî îð äè íà òîþ z, ñïðÿ ìî âà íîþ ïðî òè
ïðè ñêî ðåí íÿ â³ëüíî ãî ïàä³ííÿ 

r
g, ³ ãî ðè çîí òàëü íîþ êî îð äè íà òîþ x, ïà -
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ðà ëåëü íîþ ïî âåðõí³ Çåìë³. Ââà æàºìî, ùî ð³âíî âàæ íà ã³äðî äè íàì³÷íà
øâèäê³ñòü ñå ðå äî âè ùà äîð³âíþº íó ëåâ³, à àò ìîñ ôå ðà ó ãî ðè çîí òàëüí³é 
ïëî ùèí³ — îä íîð³äíà. Âïëè âîì ìàãí³òíî ãî ïîëÿ íå õ òóºìî ÷å ðåç ìàëó
ù³ëüí³ñòü çà ðÿä æå íèõ ÷àñ òè íîê. Íàñ áó äóòü ö³êà âè òè çáó ðåí íÿ ç äîâ -
æè íîþ õâèë³, íà áà ãà òî ìåíø³ çà ðàä³óñ Çåìë³, òîìó âïëè âîì êðè âèç íè
ïî âåðõí³ Çåìë³ íà êî ëè âàí íÿ òà êîæ çíåõ òóºìî. Îñê³ëü êè âñþ äè äàë³
òåì ïå ðà òó ðà T ââà æàºòüñÿ âå ëè ÷è íîþ ïîñò³éíîþ, òî ð³âíî âàæí³ òèñê p
³ ù³ëüí³ñòü r ñå ðå äî âè ùà çà äî âîëü íÿ þòü íà ñòóïí³ ð³âíÿí íÿ ã³äðîñ òà -
òè÷ íî¿ ð³âíî âà ãè:

¶

¶
= -

p

z
gr ,  p RT= r ,  

p z

p

z z

H

( )

( )

( )

( )
exp

0 0
= = -

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

r
, (1)

äå R — óí³âåð ñàëü íà ãà çî âà ïîñò³éíà, H RT g= /  — âè ñî òà îä íîð³äíî¿
àò ìîñ ôå ðè. Çíà ÷åí íÿ z = 0 âè áè ðàºìî âñå ðå äèí³ øàðó òåð ìîñ ôå ðè.

Õâèëü îâ³ ïðî öå ñè ó ñòðà òèô³êî âàí³é àò ìîñ ôåð³ îïè ñó þòü ñÿ â³äî -
ìè ìè ë³íå à ðè çî âà íè ìè ð³âíÿí íÿ ìè ã³äðî äè íàì³êè [8, 11]:

r r
¶

¶
= -Ñ ¢+ ¢

r
rV

t
p g,

¶ ¢

¶
= - ×Ñ -

p

t
V p p V
r r

g div , (2)

¶ ¢

¶
= - ×Ñ -

r
r r

t
V V
r r

div . 

Òóò t — ÷àñ, 
r

V  — çáó ðå íà ã³äðî äè íàì³÷íà øâèäê³ñòü, g — ïî êàç íèê

àä³àáà òè, øòðè õîì ïî çíà ÷å íî çáó ðåí³ âå ëè ÷è íè òèñ êó ³ ù³ëüíîñò³. 
Äëÿ ïîä àëü øî ãî ðîç ãëÿ äó êî ðèñ íî çà ïè ñà òè ð³âíÿí íÿ (2) â òåð -

ì³ íàõ âåê òî ðà çì³ùåí íÿ åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà ç ïî ëî æåí -
íÿ ð³âíîâàãè: 

r r r r
x( , ) ( , )r t V r t dt

t

= ¢ ¢ò
0

. (3)

Â ðå çóëü òàò³ â äå êàð òî âèõ êî îð äè íà òàõ x, z ç âåð òè êàëü íîþ êî îð äè íà -
òîþ z îò ðè ìàºìî 

¶

¶
= -

¶ ¢

¶

2

2

1x

r
x

t

p

x
 ,

¶

¶
= -

¶ ¢

¶
-

¢2

2

1x

r

r

r
z

t

p

z
g, 

r x
r

r x¢ = -
¶

¶
-z

z
div

r
, 

( )4

p
p

z
pz¢ = -

¶

¶
-x g xdiv

r
. 

ISSN 0233-7665. Ê³íåìàòèêà ³ ô³çèêà íåáåñ. ò³ë. 2020. Ò. 36, ¹ 2 37

ÄÂÎ×ÀÑÒÎÒÍÈÉ ÐÅÆÈÌ ÏÎØÈÐÅÍÍß ÀÊÓÑÒÈÊÎ-ÃÐÀÂ²ÒÀÖ²ÉÍÈÕ ÕÂÈËÜ



Òóò x x  ³ x z  — ãî ðè çîí òàëü íà ³ âåð òè êàëü íà ñêëà äîâ³ âåê òî ðà çì³ùåí íÿ.
Ìè çíåõ òó âà ëè ó ð³âíÿí íÿõ (4) çà ëåæí³ñòþ â³ä êî îð äè íà òè y, îñê³ëüêè
¿¿ ìîæ íà óñó íó òè ç ð³âíÿíü ïî âî ðî òîì ñèñ òå ìè êî îð äè íàò íà âêî ëî îñ³
z. Ïðè îò ðè ìàíí³ äðó ãî¿ ïàðè ð³âíÿíü (4) âèêîíóâàëîñÿ ³íòåã ðó âàí íÿ
ïî ÷àñó ó ïðè ïó ùåíí³, ùî ó ïî ÷àò êî âèé ìî ìåíò ÷àñó çáó ðåí³ âå ëè ÷è íè 
p¢, r¢ ³ çì³ùåí íÿ 

r
x äîð³âíþ þòü íóëþ. Öå ïðè ïó ùåí íÿ çà çâè ÷àé âè êî -

ðèñ òî âóºòüñÿ ïðè âèâ ÷åíí³ õâèëü î âèõ ïðî öåñ³â ó ñóö³ëüíèõ ñå ðå äî âè -
ùàõ [2, 8, 11]. Ó êëà ñè÷í³é ìå õàí³ö³ âîíî â³äïîâ³äàº çà äà÷³ ïðî êî ëè -
âàí íÿ ÷àñ òêè ïî áëè çó ì³í³ìóìó ïî òåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ [10, 13], à â
òåîð³¿ êî ëè âàíü — çà äà÷³ ïðî êî ëè âàí íÿ äâîõ ïî â’ÿ çà íèõ ìà ÿò íèê³â,
ÿêèì ðàï òî âî íàä à ëè øâèä êîñò³ [1]. 

Ï³ñëÿ äå ÿ êèõ àë ãåá ðà¿ ÷íèõ ïå ðå òâî ðåíü ð³âíÿí íÿ (4) çâî äÿòü ñÿ äî
îä íîð³äíî¿ ñèñ òå ìè äâîõ ë³í³éíèõ äè ôå ðåíö³àëü íèõ ð³âíÿíü 

rx r
x

r
x x&&

x
z

S
x zg

x x
c

x z
= -

¶

¶
+

¶

¶

¶

¶
+

¶

¶

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú

2 ,

(5)

rx r
x

r
x x&&

z
x

s
x zg

x z
c

x z
=

¶

¶
+

¶

¶

¶

¶
+

¶

¶

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú

2 ,

ÿê³ îïè ñó þòü äâà òèïè êî ëè âàíü ³çî òåðì³÷íî¿ àò ìîñ ôå ðè [19, 32]. Òóò 
c RTS = ( ) /g 1 2  — ³çî òåðì³÷íà øâèäê³ñòü çâó êó. Çà ãàëü íèé âèã ëÿä ð³â -
íÿí íÿ (5) äîç âî ëÿº ðîç ãëÿ íó òè ÀÃÕ ÿê ñèñ òå ìó äâîõ çâ’ÿ çà íèõ îñöè ëÿ -
òîð³â. 

Äëÿ àíàë³òè÷ íî ãî äîñë³äæåí íÿ çà ëåæ íîñò³ âåê òî ðà çì³ùåííÿ
(øâèä êîñò³) â³ä ÷à ñó çà äî ïî ìî ãîþ ð³âíÿíü (5) íå îáõ³äíî çà äà òè ïî ÷àò -
êîâ³ óìî âè. Äëÿ öüî ãî âè êî ðèñ òî âóºìî ì³ðêó âàí íÿ, äîá ðå â³äîì³ ç
ô³çè êè ñóö³ëüíèõ ñå ðå äî âèù. ßê â³äî ìî, âëàñ íè ìè êî ëè âàí íÿ ìè º ðóõ
êî ëè âàëü íî¿ ñèñ òå ìè, ÿêà ï³ñëÿ êî ðîò êî ÷àñ íî ãî çîâí³øíüî ãî âïëè âó
íàä à íà ñàì³é ñîá³. Ïðè ïóñ òè ìî, ùî ñèñ òåì³, ÿêà ïå ðå áó âàº â ñòàí³ ñòà -
òè÷ íî¿ ð³âíî âà ãè, ó ìî ìåíò ÷à ñó t = 0 íàä à íî äîâ³ëüíî¿ ïî ÷àò êî âî¿
øâèä êîñò³ 

r
V0 , òàê ùî ¶ ¶ ==

r r
x / t Vt 0 0 . Ó öåé ìî ìåíò ñèñ òå ìà âñå ùå ìàº

ð³âíî âàæ íó êîíô³ãó ðàö³þ, õî ÷à ¿é çðîá ëå íî «ïî ÷àò êî âèé ïî øòîâõ» ó
âèã ëÿä³ øâèä êîñò³ 

r
V0 . Öå îçíà ÷àº, ùî ïðè t = 0 âñ³ ñè ëè âð³âíî âà æåí³, ³ 

r
x t = =0 0, àëå â³äáó âàºòüñÿ ðóõ çà ³íå ðö³ºþ, âèê ëè êà íèé ïî ÷àò êî âîþ

øâèäê³ñòþ 
r

V0 . Äî äàò êîâ³ ñè ëè, ùî âè íè êà þòü ïðè «ïî ÷àò êî âî ìó ïî -

øòîâ õó», íà ìà ãà þòü ñÿ ïî âåð íó òè åëå ìåí òàð íèé îá’ºì ñå ðå äî âè ùà ó
ïî ÷àò êî âèé ð³âíî âàæ íèé ñòàí (äèâ. ð³âíÿí íÿ (2)). Îäíàê îá’ºì çà ³íå -
ðö³ºþ ïðî ñëè çàº äàë³, ³ öèêë ïî âòî ðþºòüñÿ, ïðè çâî äÿ ÷è äî êî ëè âàíü.
Öåé ï³äõ³ä äî îïè ñó âëàñ íèõ êî ëè âàíü øè ðî êî ïî øè ðå íèé â ã³äðî- ³
ãà çî äè íàì³ö³, à òà êîæ ó ô³çèö³ ïëàç ìè ³ çà çâè ÷àé âè êî ðèñ òî âóºòüñÿ ïðè 
ôîð ìó ëþ âàíí³ åíåð ãå òè÷ íî ãî ïðè íöè ïó ñò³éêîñò³ [2, 8, 33]. Íàéá³ëüø
÷³òêî éî ãî âèê ëà äå íî ó ðî áîò³ [33]. Äîò ðè ìó þ ÷èñü öüî ãî ï³äõî äó, ìè
îò ðè ìà ëè ë³íå à ðè çî âàí³ ð³âíÿí íÿ (4). Òî ìó, çà ëè øà þ ÷èñü â éî ãî ìå-
 æàõ, ìè ìî æå ìî ñôîð ìó ëþ âà òè ïî ÷àò êîâ³ óìî âè ó òà êî ìó âèã ëÿä³: 
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x xx zx z x z( , , ) , ( , , )0 0 0 0= = , 

V x z V e k rx x
z H

x( , , ) cos( )/ ( )0 0
2= × -

r r
j , (6)

V x z V e k rz z
z H

z( , , ) cos( )/ ( )0 0
2= × -

r r
j ,

äå 
r r
k r k x k zx z× = + . Åêñïî íåíö³àëü íèé ìíîæ íèê ó (6) âðà õî âóº âåð òè -

êàëü íó ñòðà òèô³êàö³þ ù³ëüíîñò³ [22], à j x  ³ j z  — ôàçè êî ëè âàíü ñêëà -
äî âèõ øâèä êîñò³. Ïåð øå ³ äðó ãå ð³âíÿí íÿ â (6) â³äïîâ³äà þòü ïðè ïó -
ùåí íþ, ùî ó ïî ÷àò êî âèé ìî ìåíò ÷àñó t = 0 ñèñ òå ìà ïå ðå áó âàº ó ð³âíî -
âàæ íî ìó ñòàí³, ³ çì³ùåí íÿ 

r
x äîð³âíþº íó ëåâ³. Òðåòº ³ ÷åò âåð òå ð³âíÿí -

íÿ äëÿ ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ Vx x= &x , V z z= &x  âèï ëè âà þòü ç

ìå òî äó íîð ìàëü íèõ ìîä [11, 13]. Çã³äíî ç öèì ìå òî äîì [1, 10] ñêëà äîâ³
çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ ç óðà õó âàí íÿì âåð òè êàëü íî¿ ñòðà òèô³êàö³¿ çáó -
ðåíü øó êà þòü ñÿ ó âèãëÿä³ 

V W
z

H
i t k rx z x z, , exp exp ( )=

æ

è
ç

ö

ø
÷ - ×

é

ë
ê

ù

û
úRe

2
w

r r
.

Òóò Re — çíàê ä³éñíî¿ ÷àñ òè íè êîì ïëåê ñíî ãî ÷èñëà, à Wx z,  — êîì -
ïëåêñí³ àìïë³òóäè. Çà ïè ñàâ øè ö³ àìïë³òóäè ó âèã ëÿä³ 

W V e W V ex x
i

z z
ix z= =0 0

j j, , 

äå V Vx z0 0,  — ä³éñí³ ÷èñ ëà, à j jx z,  — ôàçè êîì ïëåê ñíèõ àìïë³òóä, îò -
ðè ìóºìî 

V V e t k rx x
z H

x= - × +0
2/ ( ) cos( )w j

r r
,

V V e t k rz z
z H

z= - × +0
2/ ( ) cos( )w j

r r
. 

Ïðè t = 0 ö³ ð³âíÿí íÿ çá³ãà þòü ñÿ ç âè êî ðèñ òî âó âà íè ìè íàìè ð³âíÿí íÿ -
ìè (6). Çà ó âà æè ìî, ùî ïî ÷àò êîâ³ óìî âè (6) ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äà þòü ïî -
÷àò êî âèì óìî âàì, íà âå äå íèì ó ðî áîò³ [2]. Âîíè ôîð ìó ëþ þòü ñïîñ³á
çíà õîä æåí íÿ ð³øåíü ð³âíÿíü (5) ÿê çà äà ÷ó Êîø³ [15]: ñå ðåä âñ³õ ðîç -
â’ÿçê³â (5) ïîòð³áíî çíàé òè ò³, ÿê³ ïðè t = 0 çâî äÿòü ñÿ äî çà äà íèõ
ôóíêö³é â³ä x ³ z. 

ÂËÀÑÍ² ×ÀÑÒÎÒÈ 

Ðîç â’ÿ çîê ñèñ òå ìè (5) ïîä à ìî ó âèã ëÿä³ ñó ïåðïî çèö³¿ çóñòð³÷íèõ
õâèëü: 

x w wx

z

H
A t k r B t k r=

æ

è
ç

ö

ø
÷ - × + + × +exp [ cos( ) cos( )

2

r r r r

+ - × + + ×C t k r D t k rsin( ) sin( )]w w
r r r r

,

x w wz

z

H
E t k r F t k r=

æ

è
ç

ö

ø
÷ - × + + × +exp [ cos( ) cos( )

2

r r r r
( )7

+ - × + + ×G t k r K t k rsin( ) sin( )]w w
r r r r

,
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äå A B C D E F G K, , , , , , ,  — äîâ³ëüí³ ïîñò³éí³ âå ëè ÷è íè. Òóò ³ äàë³ k x > 0, 
k z > 0. Ç (7) òà ïåð øèõ äâîõ ð³âíÿíü (6) îò ðè ìóºìî 

( )cos( ) ( )sin( )A B k r D C k r+ × + - × =
r r r r

0,

( )cos( ) ( )sin( )E F k r K G k r+ × + - × =
r r r r

0. 
( )8

×å ðåç ë³í³éíó íå çà ëåæí³ñòü ôóíêö³é cos( )
r r
k r×  ³ sin( )

r r
k r×  ç âè ðàç³â (8) 

âèï ëè âàº

B A C D F E G K= - = = - =, , , . (9) 

Ó ðåçóëüòàò³ ç (7) ³ (9) îòðèìóºìî, ùî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (5) ñë³ä øóêà -
òè ó âèãëÿä³ 

x wx
z He t a k r b k r= × + ×/ ( ) sin [ cos( ) sin( )]2

r r r r
,

x wz
z He t c k r d k r= × + ×/ ( ) sin [ cos( ) sin( )]2

r r r r
,

( )10

äå a C b A c G d E= = = =2 2 2 2, , , . 
Ï³äñòàâ ëÿ þ ÷è (10) ó ð³âíÿí íÿ (5), îò ðè ìóºìî 

cos( )[ ( ) ]
r r
k r a c d× - - - +w w w w2

01
2

04
2

03
2

+ × - + - =sin( )[ ( ) ]
r r
k r b c dw w w w2

01
2

03
2

04
2 0,

cos( )[ ( ) ]
r r
k r c a b× - - + +w w w w2

02
2

04
2

03
2  

( )11

+ × - - - =sin( )[ ( ) ]
r r
k r d a bw w w w2

02
2

03
2

04
2 0.

äå 

w01
2 2 2= k cx S ,   w02

2 2

2

21

4
= +

æ

è
ç

ö

ø
÷k

H
cz S , 

w e03
2 2= k c Hx S / ,   w04

2 2= k k cx z S , e
g

= -
1 1

2
.

( )12

Ïðèð³âíþ þ ÷è äî íóëÿ ìíîæ íè êè ïðè cos( )
r r
k r×  ³ sin( )

r r
k r× , ïðè õî äè ìî äî 

ð³âíÿíü 

a c d( )w w w w2
01
2

04
2

03
2 0- - - = ,

b c d( )w w w w2
01
2

03
2

04
2 0- + - = ,

c a b( )w w w w2
02
2

04
2

03
2 0- - + = ,

( )13

d a b( )w w w w2
02
2

03
2

04
2 0- - - = .

Ñèñ òå ìà (13) ìàº íå òðèâ³àëü íèé ðîç â’ÿ çîê ïðè äîâ³ëüíèõ çíà ÷åí -
íÿõ a, b, c ³ d, ÿê ùî ¿¿ äèñ êðèì³íà íò äîð³âíþº íó ëþ: 

[( )( ) ( )]w w w w w w2
01
2 2

02
2

03
4

04
4 2 0- - - + = . (14)

Ç (12) ³ (14) çíà õî äè ìî 
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g( ) ( )( )w w w w w c w w2 2
01
2 2

02
2 2

01
2

02
2 0= - - - = , (15)

äå 

c
+ e

=
+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

k H

k H
z

z

2 2 2

2 2

1 2

1 4/

/

.

Ç (15) âèï ëè âàº g g g( ) , ( ) , ( )w w01
2

02
20 0 0 0< < >  ³ g( )w2 ® ¥ ïðè w2 ® ¥.

Òîìó ð³âíÿí íÿ (15) çà âæäè ìàº äâà ä³éñí³ êî ðåí³: 

w w w1 2
2

01
2

02
21

2
, ( )= + ± D , (16)

D = - +( )w w w w c01
2

02
2 2

01
2

02
2 24 ,

ÿê³ îïè ñó þòü âëàñí³ êî ëè âàí íÿ ñèñ òå ìè ³ çà âæäè ð³çí³. 
Íà ðèñ. 1 ïðåä ñòàâ ëå íî ä³àã ðà ìó ïî âåä³íêè íîð ìî âà íèõ âëàñ íèõ

÷àñòîò 

w

w

w

w

w

w

1 2

02

2

01
2

02
2

01
2

02
2

2

1

2
1 1,æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = + ± -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + 4 2 01

2

02
2

1 2

c
w

w

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

í
ï

îï

ü

ý
ï

þï

/
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k H

k H
x

z /
 ³ â³ä êîåô³ö³ºíòà c. Çàç -

íà ÷è ìî, ùî öÿ ä³àã ðà ìà ÿê³ñíî ñõî æà íà ãðàô³êè Â³íà, äîá ðå â³äîì³ â
òåîð³¿ êî ëè âàíü [4, 14]. ×àñ òî òè âëàñ íèõ êî ëè âàíü ëå æàòü ó ìåæ àõ äâîõ 
îá ëàñ òåé, ùî çà äî âîëü íÿ þòü íåð³âí³ñòü 2 1e c< < . ßê âèä íî ç ä³àã ðà ìè,
ïðè c ® 0 îòðèìàºìî ïðÿì³ w w/ 01  = 1 ³ w w/ 02  = 1. Öåé âè ïà äîê
ðåàë³çó ºòüñÿ ò³ëüêè ïðè ÷èñ òî óÿâ íî ìó k z  (äèâ. [19]), êîëè 
k Hz

2 2 2® -e / . Ùî á³ëüø³ êîåô³ö³ºíòè çâ’ÿç êó ì³æ îñöè ëÿ òî ðà ìè, òî
á³ëüøå â³äð³çíÿ þòü ñÿ îäíà â³ä îä íî¿ âëàñí³ ÷àñ òî òè. ×àñ òî òà w1  çà âæäè 
á³ëüøà â³ä w01 , à ÷àñ òî òà w2  ìåí øà, í³æ w02 . Çàç íà ÷è ìî, ùî w01  º ïàðö³-
àëü íîþ ÷àñ òî òîþ ãî ðè çîí òàëü íî ãî îñöè ëÿ òî ðà, à w02  — âåðòèêàëüíî -
ãî. Ó êîëèâíèõ ñèñ òå ìàõ ïàðö³àëüí³ ÷àñ òî òè ðîç òà øî âàí³ çà âæäè âñå -
ðå äèí³ âëàñ íèõ.

Íà ñïåê òðàëüí³é ïëî ùèí³ (w,k x ) ð³âíÿí íÿ (16) ïðè k z  = 0 âèç íà ÷àº
ãðà íè÷í³ ÷àñ òî òè äëÿ îá ëàñ òåé â³ëüíî ãî ðîç ïîâ ñþä æåí íÿ àêóñ òè÷ íèõ ³ 
âíóòð³øí³õ ãðàâ³òàö³éíèõ çáó ðåíü [22, 36]. Âëàñí³ ÷àñ òî òè ì³í³ìàëü íî
â³äð³çíÿ þòü ñÿ îäíà â³ä ³íøî¿ ïðè k z  = 0, k Hx = 1 2/ ( ) (êî ëè w w01 02= ).
Ïðè öüî ìó âî íè äîð³âíþ þòü 

w w e1 0 1 2
2

= + =
g

H
, 

w w e
g

2 0 1 2
1

2
= - =

-g

H

( )
,    w0

2
=

c

H
s . 

( )17

Ö³ ÷àñ òî òè w1  ³ w2  ïðè k z  = 0, k Hx = 1 2/ ( ) ïî êà çà íî íà ðèñ. 1 òî÷ êà -
ìè A ³ B. Äëÿ íèõ ñïðà âåä ëè âà îö³íêà ( ) minw w w e1 2 02- » , îñê³ëüêè ó
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òåð ìîñ ôåð³ âå ëè ÷è íà e äî ñèòü ìà ëà (e » 0.1) ïðè g = 1.67. 
Äëÿ âåð òè êàëü íî-äð³áíî ìàñ øòàá íèõ çáó ðåíü ç k Hz  >> 1 ç (16) çíà -

õî äè ìî àêóñ òè÷ íó ³ ãðàâ³òàö³éíó ã³ëêè êî ëè âàíü ç ÷àñòîòàìè 

w w1
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2 2

2 21 4
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+
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k N
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/ ( )
 ,     w2

2
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2 21 4
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H
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H
x z a
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2
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2

4

1
= + = =

-
, ,

( )
w

g

g
. 

Äëÿ çáó ðåíü ç k Hz  >> 1 àò ìîñ ôå ðà ìî æå ðîç ãëÿ äà òè ñÿ ÿê âåð òè -
êàëü íî îä íîð³äíà. Òàê³ çáó ðåí íÿ çà çâè ÷àé ðîç ãëÿ äà þòü ñÿ ïðè ïî áó -
äîâ³ ìî äå ëåé íåë³í³éíèõ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü [24, 25, 30]. 

Çà ó âàæ èìî, ùî äèñ ïåðñ³éí³ ñï³ââ³äíî øåí íÿ âèã ëÿ äó (18) ðàí³øå
áó ëè îò ðè ìàí³ â ðî áîò³ [30] ó íà áëè æåíí³ ( ) /g g-1  < 1 (òàê çâà íà ìî -
äåëü àò ìîñ ôå ðè Âàëü õàë ëà). Ñåíñ öüî ãî íà áëè æåí íÿ ëåã êî çðî çóì³òè,
ÿê ùî ïå ðå ïè ñà òè ð³âíÿí íÿ (16) ó òàêîìó åêâ³âàëåíòíîìó âèãëÿä³: 
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Îñê³ëüêè ( ) /g g-1  << 1, òî êâàä ðàò ÷àñ òî òè Áðåí òà — Âÿé ñÿ ëÿ N 2  º ìà -
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Ðèñ. 1. Çà ëåæí³ñòü íîð ìî âà íèõ âëàñ íèõ ÷àñ òîò ( / )w w1 02
2 ³ ( / )w w2 02

2 â³ä â³äíî øåí íÿ ÷àñ òîò 
w w01

2
02
2/  ³ êîåô³ö³ºíòà c (÷èñ ëà á³ëÿ êðè âèõ — çíà ÷åí íÿ k Hz

2 2, ë³òåðè à — ïî ëî æåí íÿ àñèì -
ïòîò)



ëîþ âå ëè ÷è íîþ. Ó öüî ìó íà áëè æåíí³ ç íà âå äå íî ãî ð³âíÿí íÿ â³äðà çó
âè õî äÿòü äèñ ïåðñ³éí³ ð³âíÿí íÿ (18). Çàç íà ÷è ìî, ùî ïðè ïó ùåí íÿ 
( ) /g g-1  << 1 íå çîâñ³ì â³äïîâ³äàº óìî âàì â àò ìîñ ôåð³ Çåìë³. Òàê, íà
âè ñî òàõ òåð ìîñ ôå ðè ç ïå ðå âà æàí íÿì îä íî à òîì íî ãî ãàçó (g = 1.67) çà -
çíà ÷å íèé ïà ðà ìåòð äîð³âíþº 0.4, à äëÿ óìîâ ñå ðåä íüî¿ ³ íè æíüî¿ àò -
ìîñ ôå ðè (g = 1.4) öÿ âå ëè ÷è íà ïðè áëèç íî äîð³âíþº 0.3. Òîìó äàë³ ìè
áó äå ìî ââà æà òè, ùî äèñ ïåðñ³éí³ ð³âíÿí íÿ (18) â³äïîâ³äà þòü ò³ëüêè
âåð òè êàëü íî-äð³áíî ìàñ øòàá íèì çáóðåííÿì. 

Íà ðèñ. 1 ÷àñ òî òè (18) ïî êà çà íî äëÿ âåð òè êàëü íèõ ìàñ øòàá³â k Hz  = 
= 10 ³ k Hz  = 100, ³ º ãðà íè÷ íè ìè ÷àñ òî òà ìè îá ëàñ òåé õâèëü î âî ãî ïî øè -
ðåí íÿ àêóñ òè÷ íèõ ³ ãðàâ³òàö³éíèõ çáó ðåíü. Âî íè ïî çíà ÷åí³ ë³òå ðà ìè C
òà D. Êðèâ³ Ñ çà äî âîëü íÿ þòü ð³âíÿí íÿ 
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= + -
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è
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, 

³ ñëàá êî çà ëå æàòü â³ä k Hz . Êðèâ³ D îïè ñó þòü ñÿ ð³âíÿí íÿì 

w

w

w

w

g

g
2
2

02
2

01
2

02
2 2 2 2

1
=

-( )

k H
, 

³ ïðè çá³ëüøåíí³ k Hz  ïðÿ ìó þòü äî íóëÿ.

ÇÁÓÐÅÍÀ ØÂÈÄÊ²ÑÒÜ

Çã³äíî ç òåîð³ÿìè êî ëè âàíü ³ õâèëü [1, 4, 10] ³ çâè ÷àé íèõ äè ôå ðåíö³àëü -
íèõ ð³âíÿíü [5, 16] çà ãàëü íèé ðîç â’ÿ çîê ë³í³éíî¿ ñèñ òå ìè (5) º ñó ìîþ
äâîõ ë³í³éíî íå çà ëåæ íèõ ð³øåíü (10) ç ÷àñ òî òà ìè (16):

x wx
z H

k
k k ke t a k r b k r= × + ×

=
å / ( ) sin ( cos( ) sin( )]2

1

2 r r r r
, 

x wz
z H

k
k k ke t c k r d k r= × + ×

=
å / ( ) sin ( cos( ) sin( )]2

1

2 r r r r
.

( )19

Ó âè ðà çè (19) âõî äÿòü â³ñ³ì ïîñò³éíèõ, äëÿ âèç íà ÷åí íÿ ÿêèõ º ëèøå ÷î -
òè ðè ïî ÷àò êîâ³ óìî âè (6). Òèì íå ìåíø, âè ðà çè äëÿ x x  ³ x z  ìî æóòü áóòè 
çíàé äåí³, îñê³ëüêè àìïë³òóäè ak , bk , ck  ³ dk  ïî â’ÿ çàí³ ì³æ ñîáîþ. Ëåã êî
âñòà íî âè òè, ùî ï³äñòà íîâ êà ÷àñ òîò (16) ó ñèñ òå ìó (13) ðî áèòü ¿¿ ð³â -
íÿííÿ ë³í³éíî çà ëåæ íè ìè, òîìó ïåðø³ äâà ð³âíÿí íÿ (13) çâî äÿòü ñÿ äî
äâîõ îñòàíí³õ ³ ìà þòü âèã ëÿä 

c a bk k k k( )w w w w2
02
2

04
2

03
2 0- - + = , 

d a bk k k k( )w w w w2
02
2

03
2

04
2 0- - - = .

( )20

Ó öüî ìó ëåã êî ïå ðå êî íà òè ñÿ, ïî ìíî æèâ øè ïåð øå ð³âíÿí íÿ â (13) íà 
w w w03

2 2
02
2( )k - , à äðó ãå — íà w w w04

2 2
02
2( )k -  ³ ñêëàâ øè îò ðè ìàí³ ð³âíÿí íÿ.

Ç óðà õó âàí íÿì (14) îò ðè ìàºìî òðåòº ð³âíÿí íÿ (13). ßêùî â³äíÿ òè â³ä
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äðó ãî ãî îò ðè ìà íî ãî ð³âíÿí íÿ ïåð øå, òî îò ðè ìàºìî ÷åò âåð òå ð³âíÿí íÿ
(13). Ç (20) çíà õî äè ìî êîåô³ö³ºíòè ck  ³ dk   ÷å ðåç  ak  ³ bk  äëÿ êîæ íî¿ ç
âëàñ íèõ ÷àñ òîò: 
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,  . (21)

Ó ðå çóëü òàò³ îò ðè ìóºìî, ùî x x  ³ x z  íå îáõ³äíî øó êà òè ó âèã ëÿä³ 
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å / ( ) sin ( cos( ) sin( )]2
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,
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Òóò ak  ³ bk — äîâ³ëüí³ ïîñò³éí³, ÿê³ ìè âèç íà ÷è ìî ç ïî ÷àò êî âèõ óìîâ. 
Ï³ñëÿ ï³äñòà íîâ êè (22) ó ïî ÷àò êîâ³ óìî âè (6) ³ äå ÿ êèõ àë ãåá ðà¿ -

÷íèõ ïå ðå òâî ðåíü çíàõîäèìî
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( )23
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e jsin ( cos sin )j z ,

äå Q k H k H P Q k H k Hz x x z= + - = + +2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 21 4 4/ , [ ( )] /e .
Ï³äñòàâ ëÿ þ ÷è (23) â (22) ³ âè êî íó þ ÷è äè ôå ðåíö³þâàí íÿ ïî ÷à ñó

îò ðè ìà íèõ âè ðàç³â äëÿ x x  ³ x z , ïðè õî äè ìî äî ð³âíÿíü äëÿ ñêëà äî âèõ
çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³:
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Ð³âíÿí íÿ (24) ïî âí³ñòþ îïè ñó þòü êî ëè âàëüí³ ðóõè ó ñòðà òèô³êî -
âàí³é ³çî òåðì³÷í³é àò ìîñ ôåð³. 

Ðóõ åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà â çà ãàëü íî ìó âè ïàä êó ìî -
æå áó òè ïåð³îäè÷ íèì. Ðîç ãëÿ íå ìî öå ïè òàí íÿ äîêëàäí³øå. 

Ïðè k H k Hz x
2 2 2 21 4+ >>/  ç ð³âíÿíü (24) îò ðè ìóºìî, ùî ñêëà äîâ³

øâèä êîñò³ ³ ÷àñ òî òè â îñíîâ íî ìó ïî ðÿä êó ìà þòü âèãëÿä
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Ó ïðî òè ëåæ íî ìó âè ïàä êó k H k Hx z
2 2 2 2>> + 1/4 ç ð³âíÿíü (24) âèï ëè âàº
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x z0
2 1/ ( ) cos

[ sin( ) cos(
w

e j j
r r r r

z )],

(26)

w
g

g
1
2 2 2

2 2 2 2

1
» =

-
k c

N k H
x s

x ,

w e2
2 2

2

2

2 21

4
» -

æ

è
ç

ö

ø
÷ =k

c

H
Nx

s .

Ç ð³âíÿíü (24) ëåã êî áà ÷è òè, ùî º äå ÿ êèé ïà ðà ìåòð  S = Q/P, ÿêèé
«ïå ðå ìè êàº» ñêëà äîâ³ øâèä êîñò³ ç îäí³º¿ ÷àñ òî òè íà ³íøó. Òàê, ïðè 
S k kz x® ® ¥1 ( / ) ç (25) îò ðè ìóºìî 

V V e t k rx x
z H

x» × -0
2

2
/ ( ) cos cos( )w j

r r
, 

V V e t k rz z
z H

x» × -0
2

1
/ ( ) cos cos( )w j

r r
, 

à ïðè S k kx z® - ® ¥1 ( / ) ç (26) âèï ëè âàº 

V V e t k rx x
z H

x» × -0
2

1
/ ( ) cos cos( )w j

r r
, 

V V e t k rz z
z H

x» × -0
2

2
/ ( ) cos cos( )w j

r r
. 

Òà êèì ÷è íîì, ó ðîç ãëÿ íó òèõ âè ùå âè ïàä êàõ ìè îò ðè ìóºìî ãàð -
ìîí³÷í³ êî ëè âàí íÿ ãî ðè çîí òàëü íî¿ ³ âåð òè êàëü íî¿ ñêëà äî âèõ øâèä -
êîñò³ íà äâîõ ð³çíèõ âëàñ íèõ ÷àñòîòàõ (16). 

Ïðè S k H k Hx z» »0 2 2 2 2(  + 1/4) âëàñí³ ÷àñ òî òè w1  ³ w2  çã³äíî ç (16)
ìà ëî â³äð³çíÿ þòü ñÿ îäíà â³ä ³íøî¿, à ìíîæ íè êè ïðè cosw1 t ³ cosw2 t º âå -
ëè ÷è íà ìè îä íî ãî ïî ðÿä êó ìà ëîñò³. Òî ìó âè ðàç äëÿ Vx  ³ V z  ó öüî ìó âè -
ïàä êó ìîæ íà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

x A t A t= +1 1 2 2cos cosw w . (27)

Çàñ òî ñî âó þ ÷è òðè ãî íî ìåò ðè÷í³ ñï³ââ³äíî øåí íÿ, ïå ðå ïè øå ìî (27) ó
âèã ëÿä³ 

x X t t t= ++( )cos( ( ))w j , (28)

äå 

X A A A A t= + + -( cos ) /
1
2

2
2

1 2
1 22 2w ,  tg tgj w=

-

+
-

A A

A A
t1 2

1 2

, 
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w
w w

w
w w

+ -=
+

=
-1 2 1 2

2 2
,  . 

Îñê³ëüêè âè êî íóºòüñÿ íåð³âí³ñòü w-  < w+ , òî ðóõ (28) ìîæ íà ðîç ãëÿ äà -
òè ÿê êâàç³ïåð³îäè÷ íå êî ëè âàí íÿ ç ñå ðåä íüîþ ÷àñ òî òîþ w+ , àìïë³òóäà
X ³ ôà çî âèé êóò j ÿêî ãî ïîâ³ëüíî çì³íþ þòü ñÿ â ÷àñ³ ç ÷àñ òî òîþ w- . Òàê³ 
êî ëè âàí íÿ çà çâè ÷àé íà çè âà þòü ñÿ áèò òÿ ìè [10, 14]. Ó ðàä³îò åõí³ö³ êî -
ëè âàí íÿ (28) íà çè âà þòü àìïë³òóäíî-ìîäóëüîâàíèìè, àáî êî ëè âàí íÿ -
ìè ç ÷àñ òî òîþ w+ . 

Äëÿ çáó ðåíü ç ÷àñ òî òà ìè (17) ïðè V V V zx z x z0 0 0 0 0= = = = =, , j j
ç (28) îò ðè ìóºìî 

V V t t tx z x z x z, , ,( )cos( ( ))= ++w j , (29)
äå 

V t V t
V

x H tx z( ) ( ) ( cos( / )cos )

/

= = +
é

ë
ê

ù

û
ú-

0
2 1 2

2
1 2w , 

tg tg tgj wx z x H t, ( / ( ))= -m 2 ,

w
w

e e± = + ± -0 1 2 1 2

2
1 2 1 2[( ) ( ) ]/ / . 

Ç (29) âèïëèâàº, ùî ïîâåä³íêà ñêëàäîâèõ øâèäêîñòåé ³ñòîòíî
çàëåæèòü â³ä òîãî, ó ÿê³é òî÷ö³ x ðîçãëÿäàþòüñÿ êîëèâàííÿ. Äëÿ x = 0 ç
(29) îòðèìóºìî êîëèâàííÿ ñêëàäîâèõ øâèäêîñòåé ó âèãëÿä³

V V t tx z, cos cos= + -0 w w . (30)

Â òî÷ êàõ x H= p / 2 ð³âíÿí íÿ (29) îïè ñó þòü ãàð ìîí³÷í³ êî ëè âàí íÿ
âèäó 

V V tx = -0 0 1cos[ ( ) ]w e ,

V V tz = +0 0 1cos[ ( ) ]w e (31)

ç ð³çíè ìè ÷àñ òî òà ìè. 
Äëÿ äð³áíî ìàñ øòàá íèõ çáó ðåíü, ùî çà äî âîëü íÿ þòü óìî âó k Hx »   

» k Hz  >> 1, ç (24) îò ðè ìóºìî

V e t
V

k r
V

k rx
z H x

x
z

x» × - + × -/ ( ) cos cos( ) cos(2
1

0 0

2 2
w j j

r r r r
)

é

ëê
ù

ûú
+

+ × - - × -
é

e t
V

k r
V

k rz H x
x

z
x

/ ( ) cos cos( ) cos( )2
2

0 0

2 2
w j j

r r r r

ëê
ù

ûú
,

V e t
V

k r
V

k rz
z H z

x
x

x» × - + × -/ ( ) cos cos( ) cos(2
1

0 0

2 2
w j j

r r r r
)

é

ëê
ù

ûú
+  

( )32

+ × - - × -
é

e t
V

k r
V

k rz H z
x

x
x

/ ( ) cos cos( ) cos( )2
2

0 0

2 2
w j j

r r r r

ëê
ù

ûú
.
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×àñ òî òè w1  ³ w2  â (32) âèç íà ÷à þòü ñÿ ð³âíÿí íÿì (18). Ó âè ïàä êó 
V Vx z0 0=  ³ j jx z=  ð³âíÿí íÿ (32) îïè ñó þòü êî ëè âàí íÿ øâèä êîñ òåé: 

V V e V t k rx z
z H

x x= » × -/ ( ) cos cos( )2
0 1w j

r r
(33)

ç îäí³ºþ ÷àñ òî òîþ.

ÀÍÀË²Ç ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â 

Ðå çóëü òà òè àíàë³çó ð³âíÿíü (24) íà âå äå íî íà ðèñ. 2—4, äå ïî êà çà íî çà -
ëåæ íîñò³ áåç ðîçì³ðíèõ ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ $ /V V Vx x x= 0  òà 
$ /V V Vz z z= 0  â³ä áåç ðîçì³ðíî ãî ÷àñó t w= 02 t . Äëÿ ñïðî ùåí íÿ àíàë³çó

ïðè îá ÷èñ ëåí íÿõ ïðè é ìà ëè ñÿ çíà ÷åí íÿ V V Vx z0 0 02= = , j jx z= = 0,

z = 0, k xx = p e/ ,4  = 0.125. 
Íà âå äå ìî îò ðè ìàí³ ðå çóëü òà òè îá ÷èñ ëåíü äëÿ âå ëè êèõ ³ ìà ëèõ çíà -

÷åíü âå ëè ÷è íè k z . Âèä íî (ðèñ. 2à), ùî ïðè k z  = 0 ³ ìà ëèõ k x  (k Hx  =
= 0.125) ñêëà äîâ³ øâèä êîñò³ çì³íþ þòü ñÿ â ÷àñ³ ìàé æå çà ãàð ìîí³÷íèì
çà êî íîì. Ïðè öüî ìó ñêëà äî âà $Vx  çã³äíî ç (25) îñöè ëþº ç ïåð³îäîì, ùî

³ñòîò íî ïå ðå âè ùóº ïåð³îä êî ëè âàíü $V z . Ïðè çá³ëüøåíí³ ïà ðà ìåò ðà k Hx

êî ëè âàí íÿ îá îõ ñêëà äî âèõ øâèä êîñò³ ñòà þòü áëèçü êè ìè äî ãàð -
ìîí³÷íèõ, ïðè öüî ìó ¿õí³ ïåð³îäè çáëè æó þòü ñÿ. Ïðè k Hx  = 0.5 ¿õí³
ïåð³îäè ìàé æå çá³ãà þòü ñÿ (ðèñ. 2á), à õà ðàê òåð êî ëè âàíü ïî âí³ñòþ
îïè ñóºòüñÿ ð³âíÿí íÿ ìè (31). Ïðè k Hx  > 0.5 êî ëè âàí íÿ ìà þòü âæå
êâàç³ãàð ìîí³÷íèé âèä, ùî â³äïîâ³äàº âè ðà çó (28). Äëÿ k Hx  = 3 (ðèñ. 2â)
ñêëà äî âà $Vx  îñöè ëþº ç äó æå ìà ëèì ïåð³îäîì, à ñêëà äî âà $V z  çì³íþºòüñÿ 

ç äî ñèòü âå ëè êèì ïåð³îäîì. Ïðè ïîä àëü øî ìó çá³ëüøåíí³ çíà ÷åíü k Hx

êàð òè íà ïî âåä³íêè $Vx  òà $V z  ³ñòîò íî çì³íþºòüñÿ. Âèä íî, ùî ñêëà äî âà $Vx

îñöè ëþº ç äó æå ìà ëèì ïåð³îäîì, à ñêëà äî âà $V z  — ç âå ëè êèì ïåð³îäîì

(ðèñ. 2ã). Òà êà ïî âåä³íêà $Vx  òà $V z  ïî âí³ñòþ â³äïîâ³äàº ð³âíÿí íÿì (26). 

Ïðè k Hz  = 0.2 âå ëè ÷è íè $Vx  òà $V z  çì³íþ þòü ñÿ â ÷àñ³ ó ïî âí³é â³äïî -

â³äíîñò³ ç ð³âíÿí íÿ ìè (25), (26) ³ (28). Âèä íî, ùî íà ðèñ. 3 êàð òè íà ïî -
âåä³íêè ñêëà äî âèõ øâèä êîñ òåé ÿê³ñíî çá³ãàºòüñÿ ç ïî âåä³íêîþ êðè âèõ
íà ðèñ. 2 äëÿ â³äïîâ³äíèõ çíà ÷åíü k Hx . Äëÿ k Hx  = 0.5 (ðèñ. 3á) ïåð³îäè
êî ëè âàíü, ÿê ³ íà ðèñ. 2á, ìàé æå çá³ãà þòü ñÿ, õî ÷à àìïë³òó äè êî ëè âàíü
ð³çí³, ùî çó ìîâ ëå íî ¿õíüîþ çà ëåæí³ñòþ â³ä k Hx  ³ k Hz . 

Êàð òè íà ïî âåä³íêè ñêëà äî âèõ øâèä êîñò³ ³ñòîò íî çì³íþºòüñÿ ïðè 
k Hz  >> 1. Ç ðèñ. 1 âèï ëè âàº, ùî ïðè òà êèõ çíà ÷åí íÿõ k Hz  ï³äñóì êî âèé
êî ëè âàëü íèé ðóõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ ñêëà äàºòüñÿ ³ç øâèä êèõ òà ïî -
â³ëü íèõ îñöè ëÿö³é. ×è ñåëüí³ ðîç ðà õóí êè äëÿ âè ïàä êó k Hz  = 10 öå
ï³äòâåð äæó þòü, ïðè öüî ìó àìïë³òó äè êî ëè âàíü ð³çí³ (äèâ. âè ðà çè
(24)). Ð³çíè öÿ àìïë³òóä ïðè çâî äèòü äî íà éð³çíî ìàí³òí³øèõ ñöå íàð³¿â
ïî âåä³íêè çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³, ùî äîá ðå âèä íî íà ðèñ. 4. 
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Ðèñ. 2. Çà ëåæí³ñòü íîð ìî âà íèõ øâèäêîñòåé $ /V V Vx x x= 0  òà $ /V V Vz z z= 0  â³ä áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó 

t w= 02t  äëÿ k Hz  = 0 (à — k Hx  = 0.125, á — k Hx  = 0.5, â — k Hx  = 3, ã — k Hx  = 50)
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Ðèñ. 3. Òå æ äëÿ k Hz  = 0.2
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Ðèñ. 4. Òå æ äëÿ k Hz  = 10



Ïîç³ðíî ñóö³ëüíèé ôîí íà ðèñ. 2ã, 3ã ³ 4ã çó ìîâ ëå íèé êî ëè âàí íÿ ìè
ñêëà äî âèõ Vx  ç äó æå ìà ëèì ïåð³îäîì. Çàç íà ÷è ìî, ùî ãàð ìîí³éí³ êî ëè -
âàí íÿ ç îäí³ºþ ÷àñ òî òîþ ðå àë³çó þòü ñÿ ³ îïè ñó þòü ñÿ ð³âíÿí íÿì (30) íå
ò³ëüêè ó âè ïàä êó k Hz  = k Hx  = 10 (ðèñ. 4â), àëå òà êîæ ³ äëÿ áóäü-ÿêèõ 
k Hx  ³ k Hz , êîòð³ çà äî âîëü íÿ þòü óìî âó k H k Hz x»  > 1. 

ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Ïî êà çà íî, ùî àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éí³ õâèë³ â ³çî òåðì³÷í³é àò ìîñ ôåð³
ìîæ íà ðîç ãëÿ äà òè ÿê ñó ïåðïî çèö³þ êî ëè âàíü, ÿê³ â³äáó âà þòü ñÿ îä íî -
÷àñ íî íà äâîõ âëàñ íèõ ÷àñ òî òàõ ïðè ô³êñî âàí³é äîâ æèí³ õâèë³. Îòðè -
ìà íî äèñ ïåðñ³éíå ð³âíÿí íÿ (16) äëÿ àêóñ òè÷ íî¿ ³ ãðàâ³òàö³éíî¿ âëàñ íèõ 
÷àñ òîò àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü. 

Äëÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ìà ëèõ çáó ðåíü (5) ñôîð ìóëü î âà íî ïî ÷àò êîâ³
óìî âè (6), ç äî ïî ìî ãîþ ÿêèõ äîñë³äæå íî óìî âè ïî øè ðåí íÿ àêóñ òè -
êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü ó òåð ìîñ ôåð³ Çåìë³. 

Ç âè êî ðèñ òàí íÿì ò³ëüêè ä³éñíèõ âå ëè ÷èí îò ðè ìà íî âè ðà çè (24) äëÿ 
ñêëà äî âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ åëå ìåí òàð íî ãî îá’ºìó ñå ðå äî âè ùà. Ó
çà ãàëü íî ìó âè ïàä êó ðóõ òà êî ãî îá’ºìó íå ãàð ìîí³÷íèé ³ º ñó ìîþ äâîõ
ãàð ìîí³÷íèõ êî ëè âàíü ç ÷àñ òî òà ìè (16). Ïðî à íàë³çî âà íî çì³íè ñêëà äî -
âèõ çáó ðå íî¿ øâèä êîñò³ â çà ëåæ íîñò³ â³ä ÷à ñó ³ âè ÿâ ëå íî íîâ³ îñîá ëè -
âîñò³ ¿õíüî¿ ïî âåä³íêè. Îêðå ìî ðîç ãëÿ íó òî äâà âè ïàä êè: êî ëè çíà ÷åí íÿ 
âå ëè ÷è íè k Hz  ìàë³, ³ êî ëè âî íè âå ëèê³. Ïî êà çà íî, ùî äëÿ âåð òè êàëü íî
äð³áíî ìàñ øòàá íèõ çáó ðåíü ïðè âè êî íàíí³ óìî âè k Hz » k Hx  > 1 ìî æå
ðå àë³çî âó âà òè ñÿ îä íî ÷àñ òîò íèé ðå æèì ãàð ìîí³÷íèõ êî ëè âàíü. 

Âñòà íîâ ëå íî, ùî ó äâî ÷àñ òîò íî ìó ðå æèì³ º ïà ðà ìåòð S = Q/P (äèâ.
(23)), ÿêèé âèç íà ÷àº ÷àñ òîòí³ õà ðàê òå ðèñ òè êè çáó ðå íèõ øâèä êîñ òåé.
Ïðè S k kx z® - >>1 ( ) ðóõ â³äáó âàºòüñÿ ç³ øâèä êîñ òÿ ìè V tx µ cosw2 , 
V tz µ cosw1 , à ïðè S k kx z® <1( ) — ç³ øâèä êîñ òÿ ìè V tx µ cosw1 , 
V tz µ cosw2 . Ó âè ïàä êó S k H k Hx z= »0 2 2 2 2(  + 1/4), êî ëè ÷àñ òî òè w1  ³ w2

ìà ëî â³äð³çíÿ þòü ñÿ îäíà â³ä îä íî¿, ðå àë³çó þòü ñÿ êâàç³ãàð ìîí³÷í³ êî -
ëè âàí íÿ (28) ç ÷àñ òî òîþ w w w+ » +( ) /1 2 2, ùî ëå æèòü ó «çà áî ðî íåí³é»
äëÿ â³ëüíî ãî ïî øè ðåí íÿ îá ëàñò³ ÷àñ òîò. 

Òà êèì ÷è íîì, ç ïðî âå äå íî ãî ðîç ãëÿ äó âèï ëè âàº, ùî äâî ÷àñ òîò íèé
ðå æèì ìî æå â³ä³ãðà âà òè âàæ ëè âó ðîëü ó ïî øè ðåíí³ àêóñ òè êî-ãðàâ³òà -
ö³éíèõ õâèëü â àò ìîñ ôåð³ Çåìë³. Îäíàê ó ñó ÷àñ íèõ ðî áî òàõ ïðè àíà -
ë³òè÷ íî ìó ³ ÷è ñåëü íî ìó àíàë³ç³ àêóñ òè êî-ãðàâ³òàö³éíèõ õâèëü öåé ðå -
æèì ðàí³øå íå ðîçãëÿäàâñÿ. 

Ô²ÍÀÍÑÓÂÀÍÍß ÐÎÁÎÒÈ

Ðî áî òó âè êî íà íî çà ÷àñ òêî âî¿ ï³äòðèì êè Ö³ëüî âî¿ êîì ïëåê ñíî¿ ïðî -
ãðà ìè ÍÀÍ Óêðà¿ íè ç íà óêî âèõ êîñì³÷íèõ äîñë³äæåíü íà 2018—2022
ðîêè.
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Î. Ê. ×å ðåì íûõ, Å. È. Êðþ÷ êîâ, À. Ê. Ôå äî ðåí êî, Ñ. Î. ×å ðåì íûõ 

Èíñòè òóò êîñ ìè ÷åñ êèõ èñ ñëå äî âà íèé Íà öè î íàëü íîé àêà äå ìèè íà óê Óêðà è íû 
è Ãî ñó äà ðñòâåí íî ãî êîñ ìè ÷åñ êî ãî àã åíòñòâà Óêðà è íû, Êèåâ, Óêðàèíà 

ÄÂÓÕ×ÀÑÒÎÒÍÛÉ ÐÅÆÈÌ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß 
ÀÊÓÑÒÈÊÎ-ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÂÎËÍ Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ ÇÅÌËÈ

Èç ìíîãîëåòíèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé àêóñòèêî-ãðàâè -
òàöèîííûõ âîëí (ÀÃÂ) èçâåñòíî, ÷òî îíè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿþò äèíàìèêó 
è ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ àòìîñôåð ïëàíåò è Ñîëíöà. Ëèíåéíûå âîëíîâûå âîçìó -
ùåíèÿ â àòìîñôåðå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà äëÿ âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ âîçìóùåííîé ñêîðîñòè.
Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ â àòìîñôåðå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êîëåáàíèÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòî íàâîäèò íà
ìûñëü áîëåå äåòàëüíî èçó÷èòü ëèíåéíûå àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíîâûå ìîäû
â àòìîñôåðå ñ ïîìîùüþ õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ òåîðèè êîëåáàíèé. Äëÿ
èçó÷åíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â àòìîñôåðå Çåìëè â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû  ìåòîäû
òåîðèè ñâÿçàííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîííûå
âîëíû â èçîòåðìè÷åñêîé àòìîñôåðå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ êîëå -
áàíèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî íà äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ: àêóñòè -
÷åñ êîé è ãðàâèòàöèîííîé. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé,
à òàêæå äëÿ êîìïîíåíò âîçìóùåííîé ñêîðîñòè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
Ïðîàíàëèçèðîâàíû èçìåíåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ âîçìóùåííîé ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè 
îò âðåìåíè è îáíàðóæåíû íîâûå îñîáåííîñòè èõ ïîâåäåíèÿ. Âñå ðåøåíèÿ ïðåä ñòàâ -
ëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ âåëè÷èí. Ýòî áîëåå óäîáíî äëÿ ñî -
ïîñòàâëåíèÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé, ÷åì îáû÷íî èñïîëüçóåìîå â òåîðèè àêóñòè -
êî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Èçó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êî òî -
ðûõ â àòìîñôåðå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ îáû÷íûé îäíî÷àñòîòíûé ðåæèì êîëå áàíèé.
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Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñî áåí -
íîñòåé ñïóòíèêîâûõ íàáëþäåíèé âîëíîâûõ âîçìóùåíèé â àòìîñôåðå Çåìëè, êî -
òîðûå íå óêëàäûâàþòñÿ â ðàìêè èçâåñòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. 
Êëþ ÷å âûå ñëî âà: àêóñ òè êî-ãðà âè òà öè îí íàÿ âîë íà, àò ìîñ ôå ðà Çåì ëè, ñâÿ çàí íûå
îñöèë  ëÿ òî ðû. 
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TWO-FREQUENCY PROPAGATION MODE OF ACOUSTIC-GRAVITY WAVES 
IN THE EARTH ATMOSPHERE

As known from long-term the o ret i cal and ex per i men tal stud ies of acous tic-grav ity waves
(AGW), they largely de ter mine the dy nam ics and en ergy bal ance of the at mo spheres of
plan ets and the Sun. Lin ear wave per tur ba tions in the at mo sphere can be de scribed us ing a
sys tem of sec ond-or der equa tions for the ver ti cal and hor i zon tal com po nents of the per -
turbed ve loc ity. It fol lows from this sys tem that small per tur ba tions in the at mo sphere can
be con sid ered as os cil la tions of cou pled os cil la tors with two de grees of free dom. This sug -
gests the idea of   a more de tailed study of lin ear acous tic-grav i ta tional wave modes in the
at mo sphere us ing well-de vel oped meth ods of the os cil la tions the ory. To study small per -
tur ba tions in the Earth’s at mo sphere, the meth ods of the the ory of cou pled os cil la tory sys -
tems are used. It is shown that acous tic-grav ity waves in an iso ther mal at mo sphere can be
con sid ered as a su per po si tion of os cil la tions that oc cur si mul ta neously at two nat u ral fre -
quen cies: acous tic and grav i ta tional. Equa tions are ob tained for the nat u ral os cil la tion’s
fre quen cies, as well as for the com po nents of the per turbed ve loc ity un der given ini tial con -
di tions. Changes in the com po nents of the per turbed ve loc ity as a func tion of time are an a -
lyzed and new fea tures of their be hav ior are dis cov ered. All so lu tions are pre sented us ing
real val ues   only. This is more con ve nient for com par i son with ob ser va tional data than the
com plex rep re sen ta tion com monly used in the the ory of acous tic-grav ity waves. The con -
di tions are stud ied un der which the usual sin gle-fre quency os cil la tion mode can be re al ized 
in the at mo sphere. The re sults of the work can be used to explain some features of satellite
observations of wave disturbances in the Earth’s atmosphere, which do not fit into the
framework of the known theoretical concepts.
Keywords: acoustic-gravitational wave, Earth’s atmosphere, coupled oscillators.
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