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Âèíòîâàÿ ìîäà m = 1 â òîíêîì ïëàçìåííîì øíóðå 
ñ ðàçðûâíûì âåðòèêàëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì

Ðàñ ñìàò ðè âà þò ñÿ óñëî âèÿ ðå à ëè çà öèè è óñòîé ÷è âîñ òè âèí òî âûõ ìîä 
ñ àçè ìó òàëü íû ìè âîë íî âû ìè ÷èñ ëà ìè m = ±1 â öè ëèí äðè ÷åñ êîì ïëàç -
ìåí íîì øíó ðå ñ êðè âî ëè íåé íûì ìàã íèò íûì ïî ëåì, ïî êî òî ðî ìó òå -
÷åò îä íî ðîä íûé òîê âäîëü îñè øíó ðà. Ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ, ÷òî âíóò ðè è
ñíà ðó æè øíó ðà åñòü ïî ñòî ÿí íûå âåð òè êàëü íûå ìàã íèò íûå ïîëÿ,
øíóð îêðó æåí áåñ òî êî âîé ïëàç ìîé, à   çà åãî ãðà íè öåé àçè ìó òàëü íîå
ìàã íèò íîå ïîëå óìåíü øà åò ñÿ îá ðàò íî ïðî ïîð öè î íàëü íî ðàñ ñòî ÿ íèþ 
îò ãðà íè öû øíó ðà. Â ïðè áëè æå íèè «òîí êî ãî» ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà ïî -
ëó ÷å íû äèñ ïåð ñè îí íûå óðàâ íå íèÿ äëÿ óñòîé ÷è âûõ è íå óñòîé ÷è âûõ
ìîä. Àíàëèç ýòèõ óðàâ íå íèé ïðî âå äåí äëÿ ñëó ÷àÿ ðàç ðûâ íî ãî âåð òè -
êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïîëÿ íà ãðà íè öå øíó ðà. Îïðå äå ëå íû óñëî âèÿ ðàñ -
ïðîñ òðà íå íèÿ óêà çàí íûõ âîë íî âûõ ìîä. Ïî ëó ÷å íî, ÷òî íå óñòîé ÷è âûå
ìîäû ñ m = ±1 íå ðå à ëè çó þò ñÿ. Ðå çóëü òà òû ðà áî òû ìî ãóò áûòü èñ -
ïîëü çî âà íû äëÿ èí òåð ïðå òà öèè ïî âå äå íèÿ ñî ëíå÷ íûõ ìàã íèò íûõ òðó -
áîê ïî èç ìå ðå íè ÿì ñ êîñ ìè ÷åñ êèõ àï ïà ðà òîâ.

ÃÂÈÍÒÎÂÀ ÌÎÄÀ m = 1 Â ÒÎÍÊÎÌÓ ÏËÀÇÌÎÂÎÌÓ ÄÆÃÓÒ² Ç
ÐÎÇÐÈÂÍÈÌ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÈÌ ÌÀÃÍ²ÒÍÈÌ ÏÎËÅÌ, ×å ðåì -
íèõ Î. Ê., Êðèø òàëü O. Í., Òêà ÷åí êî À. Î. — Ðîç ãëÿ äà þòü ñÿ óìî âè ðå -
à ë³ çàö³¿ ³ ñò³éêîñò³ ãâèí òî âèõ ìîä ç àçè ìó òàëü íè ìè õâèëü î âè ìè ÷èñ -
ëà ìè m = ±1 â öèë³íäðè÷ íî ìó ïëàç ìî âî ìó äæãóò³ ç êðè âîë³í³éíèì
ìàãí³òíèì ïî ëåì, ïî ÿêî ìó òå÷å îä íîð³äíèé ñòðóì âçäîâæ îñ³ äæãó -
òà. Ïðè ïóñ êàºòüñÿ, ùî âñå ðå äèí³ òà çîâí³ äæãó òà º ïîñò³éí³ âåð òè -
êàëüí³ ìàãí³òí³ ïîëÿ, äæãóò îòî ÷å íèé áå çñòðó ìî âîþ ïëàç ìîþ, à çà
éîãî ìåæ àìè àçè ìó òàëü íå ìàãí³òíå ïîëå çìåí øóºòüñÿ îá åð íå íî ïðî -
ïîðö³éíî â³äñòàí³ â³ä ãðà íèö³ äæãó òà. Ó íà áëè æåíí³ «òîí êî ãî» ïëàç -
ìî âî ãî äæãó òà îò ðè ìà íî äèñ ïåðñ³éí³ ð³âíÿí íÿ äëÿ ñò³éêèõ òà íå -
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ñò³é êèõ ìîä. Àíàë³ç öèõ ð³âíÿíü ïðî âå äå íî äëÿ âè ïàä êó ðîç ðèâ íî ãî âåð -
òè êàëü íî ãî ìàãí³òíî ãî ïîëÿ íà ãðà íèö³ äæãó òà. Âèç íà ÷å íî óìî âè ðîç -
ïîâ ñþä æåí íÿ âêà çà íèõ õâèëü î âèõ ìîä. Îòðè ìà íî, ùî íåñò³éê³ ìî äè ç 
m = ±1 íå ðåàë³çó þòü ñÿ. Ðå çóëü òà òè ðî áî òè ìî æóòü áóòè âè êî ðèñ -
òàí³ äëÿ ³íòåð ïðå òàö³¿ ïî âåä³íêè ñî íÿ÷ íèõ ìàãí³òíèõ òðó áîê çà
âèì³ðàìè ç êîñì³÷íèõ àïà ðàò³â.

KINK MODE m = 1 IN THIN PLASMA FLEX WITH DISCONTINUOUS
VERTICAL MAGNETIC FIELD, by Cheremnykh Î. Ê., Êryshtal À. N.,
Tkachenko À. À. — In this paper, we study conditions of realization and
stability of kink modes with azimuthal wave numbers m = ±1 in cylindrical
plasma flex with twisted magnetic field and homogeneous current along its
axis. We assume permanent vertical magnetic fields inside and outside the
flex, which is surrounded by currentless plasma, and outside its boundary
azimuthal magnetic field decreases inversely proportional to the distance
from the flex’s border. We derive dispersion equations for stable and
unstable modes in approximation of «thin» plasma flex. Analysis of
equations for the case of discontinuous vertical magnetic field on flex’s
boundary is provided. Conditions of propagation of wave modes have been
defined. We have obtained that unstable modes with m = ±1 can’t be
realized. Results can be applied for interpretation of solar magnetic tubes
behavior, using measurements provided by the spacecrafts.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàã íèò íûå ñè ëî âûå òðóá êè ÿâ ëÿ þò ñÿ õî ðî øî èç âåñ òíû ìè ýëå ìåí òàð -
íû ìè îá ú åê òà ìè ñî ëíå÷ íîé ôè çè êè [10]. Ýòè îá ú åê òû îá û÷ íî ðàñ -
ñìàò ðè âà þò ñÿ êàê èçî ëè ðî âàí íûå ïëàç ìåí íûå ñòðóê òó ðû, êî òî ðûå
ñëà áî âçà è ìî äå éñòâó þò ñ îêðó æà þ ùèì èõ ìàã íèò íûì ïî ëåì è ïëàç -
ìîé. Òå î ðå òè ÷åñ êèå èñ ñëå äî âà íèÿ ìàã íè òî ãèä ðî äè íà ìè ÷åñ êèõ (ÌÃÄ) 
âîç ìó ùå íèé â ñî ëíå÷ íûõ ìàã íèò íûõ òðóá êàõ, êàê è â âû ñî êî òåì ïå ðà -
òóð íîé ïëàç ìå òåð ìî ÿ äåð íûõ óñòà íî âîê, îá û÷ íî ïðî âî äÿò â ðàì êàõ 
ìî äå ëè öè ëèí äðè ÷åñ êî ãî ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà ñ êðóã ëûì ïî ïå ðå÷ íûì
ñå ÷å íè åì ñ êðè âî ëè íåé íûì ìàã íèò íûì ïî ëåì, ñî ñòî ÿ ùèì èç äâóõ ñî -
ñòàâ ëÿ þ ùèõ [5, 6, 9, 23—25, 30]. Â öè ëèí äðè ÷åñ êîé ñèñ òå ìå êî îð äè -
íàò (r, j, z) ýòî àçè ìó òàëü íîå ïîëå Bj  è âåð òè êàëü íîå ïîëå B z . Óêà çàí -
íàÿ ìî äåëü ÷àñ òî èñ ïîëü çó åò ñÿ äëÿ ðàñ ñìîò ðå íèÿ ôóí äà ìåí òàëü íûõ
ïðî áëåì ôè çè êè ïëàç ìû [17, 19, 20, 21, 26], ôè çè êè êîñ ìî ñà [3, 10—13, 
15, 27, 29] è ïëàç ìåí íîé äè íà ìè êè [7, 22, 28]. Ïðèí öè ïè àëü íîå îò ëè -
÷èå èñ ïîëü çî âà íèÿ ýòîé ìî äå ëè äëÿ ìàã íèò íûõ ñè ëî âûõ òðó áîê îò åå
èñ ïîëü çî âà íèÿ â âû ñî êî òåì ïå ðà òóð íîé òåð ìî ÿ äåð íîé ïëàç ìå â òî êà -
ìà êàõ ñî ñòî èò â òîì, ÷òî â ñëó ÷àå ìàã íèò íûõ òðó áîê çà èõ ãðà íè öåé íà -
õî äèò ñÿ áåñ òî êî âàÿ ïëàç ìà, à íå âà êó óì [16]. Ýòî îá ñòî ÿ ò åëüñòâî ïðè -
âî äèò ê òîìó, ÷òî åñòü äâå òî÷ êè çðå íèÿ íà ïî âå äå íèå àçè ìó òàëü íî ãî
ìàã íèò íî ãî ïîëÿ çà ãðà íè öåé ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà. Ñîã ëàñ íî ïåð âîé



òî÷ êå çðå íèÿ ýòî ïîëå óáû âà åò ñ ðàñ ñòî ÿ íè åì îò ãðà íè öû òðóá êè [24,
32]. Âòî ðàÿ òî÷ êà çðå íèÿ ñî ñòî èò â òîì, ÷òî àçè ìó òàëü íîå ìàã íèò íîå
ïîëå íå ïðî íè êà åò çà ãðà íè öó ïëàç ìåí íîé òðóá êè [18, 25, 30].

Â íå äàâ íèõ ðà áî òàõ [23, 32] áû ëî ïî êà çà íî, ÷òî íå óñòîé ÷è âûå âèí -
òî âûå ìî äû â ìàã íèò íûõ ñè ëî âûõ òðóá êàõ â ïðåä ïî ëî æå íèè îò ñó -
òñòâèÿ àçè ìó òàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ çà ãðà íè öåé ïëàç ìåí íî ãî øíó -
ðà íå ðå à ëè çó þò ñÿ. Ýòî îá ñòî ÿ ò åëüñòâî íà âî äèò íà ìûñëü èñ ñëå äî âàòü
âîï ðîñ î ðàñ ïðîñ òðà íå íèè è óñòîé ÷è âîñ òè âèí òî âûõ âîç ìó ùå íèé â
ñè ëî âûõ òðóá êàõ â ïðåä ïî ëî æå íèè íà ëè ÷èÿ ñïà äà þ ùå ãî àçè ìó òàëü -
íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ çà ãðà íè öåé øíó ðà. Â ðàì êàõ óêà çàí íîé âû øå
ìî äå ëè ìû ðàñ ñìîò ðèì âîï ðîñ ðàñ ïðîñ òðà íå íèÿ íå ñæè ìà å ìûõ âèí òî -
âûõ âîç ìó ùå íèé [1, 2, 4] ñ àçè ìó òàëü íû ìè âîë íî âû ìè ÷èñ ëà ìè
m = ±1. Îòìå òèì, ÷òî òà êàÿ ïðî áëå ìà íå äàâ íî áû ëà ðàñ ñìîò ðå íà â [31]
äëÿ ñëó ÷àÿ íå ïðå ðûâ íî ãî âåð òè êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ. Â ýòîé ðà -
áî òå áû ëî ïî êà çà íî, ÷òî ñó ùåñ òâó þò òîëü êî óñòîé ÷è âûå âèí òî âûå ìî -
äû. Î÷å âèä íî, ïðåä ñòàâ ëÿ åò èí òå ðåñ ðàñ ñìîò ðåòü òàê æå ñëó ÷àé ðàç -
ðûâ íî ãî âåð òè êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ. Ìû îãðà íè ÷èì ñÿ ðàñ ñìîò -
ðå íè åì ìîä ñ m = ±1, ïî ñêîëü êó õî ðî øî èç âåñ òíî [1, 16], ÷òî ýòè ìî äû
íà è áî ëåå íå óñòîé ÷è âû, îá ëà äà þò ìàê ñè ìàëü íûì èí êðå ìåí òîì è äå -
ôîð ìè ðó þò â ñâî åì ðàç âè òèè âñå ïî ïå ðå÷ íîå ñå ÷å íèå ïëàç ìåí íî ãî
øíó ðà.

Äëÿ îïè ñà íèÿ óêà çàí íûõ âû øå âîç ìó ùå íèé ìû áó äåì èñ ïîëü çî -
âàòü ÌÃÄ-ïîä õîä è ïðè áëè æå íèå «òîí êî ãî» ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà [8].
Ìû áó äåì ñ÷è òàòü, êàê è â ðà áî òå [16], ÷òî ïî ïëàç ìåí íî ìó øíó ðó òå -
÷åò îä íî ðîä íûé òîê, à àçè ìó òàëü íîå ìàã íèò íîå ïî ëå, êàê â ðà áî òàõ
[24, 32], óáû âà åò ïðî ïîð öè î íàëü íî r -1  îò ãðà íè öû ïëàç ìåí íî ãî øíó -
ðà. Îñíîâ íîå âíè ìà íèå â ðà áî òå áó äåò óäå ëå íî èñ ñëå äî âà íèþ íå ñæè -
ìà å ìîé ìî äû ñ m = 1, òàê êàê ìî äà ñ m = –1, êàê áó äåò ïî êà çà íî íè æå,
ïî ñâî èì ñâî éñòâàì íå îò ëè ÷à åò ñÿ îò ìî äû m = 1. Ïîñ êîëü êó ìû èñ -
ïîëü çó åì ïðè áëè æå íèå íå ñæè ìà å ìûõ âîç ìó ùå íèé [8], òî èñ ïîëü çó å -
ìàÿ íà ìè ìî äåëü íå îïè ñû âà åò íå êî òî ðûå äå òà ëè, ñâÿ çàí íûå ñ ðàñ -
ïðîñ òðà íå íè åì çâó êî âûõ âîç ìó ùå íèé. Îäíà êî ïðè òà êîì ïîä õî äå
îñíîâ íàÿ ñè ëî âàÿ ÷àñòü çà äà ÷è, ñâÿ çàí íàÿ ñ âîç ìó ùå íè åì ìàã íèò íî ãî
ïî ëÿ, è âàæ íàÿ äëÿ îïè ñà íèÿ ìî äû m = 1, â öå ëîì ñî õðà íÿ åò ñÿ. Îñíîâ -
íîé ðå çóëü òàò ðà áî òû ñî ñòî èò â ïî ëó ÷å íèè è èñ ñëå äî âà íèè äèñ ïåð ñè -
îí íûõ óðàâ íå íèé äëÿ óñòîé ÷è âûõ è íå óñòîé ÷è âûõ ìîä m = 1 â ñî ëíå÷ -
íûõ ìàã íèò íûõ ñè ëî âûõ òðóá êàõ.

ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ìû ðàñ ñìîò ðèì âèí òî âûå ìîäû m = ±1 â òî êî íå ñó ùåé ïëàç ìåí íîé
òðóá êå ñ âíóò ðåí íèì âèí òî âûì ìàã íèò íûì ïî ëåìr r r

B B r e B ei i zi z= +j j( ) , (1) 

ãäå B B a r aij j= ( ) /  è B zi  = const — àçè ìó òàëü íàÿ è âåð òè êàëü íàÿ ñî -
ñòàâ ëÿ þ ùèå ýòî ãî ïîëÿ â öè ëèí äðè ÷åñ êèõ êî îð äè íà òàõ ñ îñüþ z, ñî -
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âïà äà þ ùåé ñ íà ïðàâ ëå íè åì òîêà è ñ
îñüþ ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà. Ñ÷è òà åì,
÷òî ïëàç ìåí íàÿ òðóá êà îêðó æå íà áåñ -
òî êî âîé ïëàç ìîé è ìàã íèò íûì ïî ëåì
(ñì. ðèñ. 1)

            
r r r
B B r e B ee e ze z= +j j( ) , (2)

ãäå B B a a rej j= ( ) /  è B ze  = const —
êîì ïî íåí òû ýòî ãî âíåø íå ãî ïîëÿ.
Ïðè ðàñ ñìîò ðå íèè íå ñæè ìà å ìûõ âîç -

ìó ùå íèé ñ÷è òà åì, ÷òî ïëîò íîñòü ïëàç ìû âíóò ðè øíó ðà r i  è ñíà ðó æè 
re  ÿâ ëÿ þò ñÿ ïî ñòî ÿí íû ìè âå ëè ÷è íà ìè è íå ïîä âåð æå íû âîç ìó ùå íè -
ÿì. Ìû ïðå íåá ðå æåì ýô ôåê òà ìè ñòðà òè ôè êà öèè ïðè ðàñ ñìîò ðå íèè
ðàâ íî âåñ íî ãî ñî ñòî ÿ íèÿ è áó äåì ñ÷è òàòü, ÷òî äàâ ëå íèå ïëàç ìû ñíà ðó -
æè øíó ðà pe  ââè äó îò ñó òñòâèÿ òî êà ÿâ ëÿ åò ñÿ ïî ñòî ÿí íîé âå ëè ÷è íîé.
×òî êà ñà åò ñÿ ðàâ íî âåñ íî ãî äàâ ëå íèÿ ïëàç ìû âíóò ðè ïëàç ìåí íî ãî
øíó ðà pi , òî îíî óäîâ ëåò âî ðÿ åò óðàâ íå íèþ ìàã íè òîñ òà òè ÷åñ êî ãî ðàâ -
íî âå ñèÿ

d

dr
p B B

B

r
i i zi

i
+ +

é

ëê
ù

ûú
+ =

1

2
02 2

2

( )j

j
. (3)

Â (3) ó÷òå íî, ÷òî ðàâ íî âåñ íûå âå ëè ÷è íû çà âè ñÿò òîëü êî îò r è èñ ïîëü -
çî âà íî ñëå äó þ ùåå ìàñ øòà áè ðî âà íèå ìàã íèò íî ãî ïîëÿ 

r r
B B/ 4p ® .

Äëÿ îïè ñà íèÿ íå ñæè ìà å ìûõ âèí òî âûõ âîç ìó ùå íèé êàê âíóò ðè,
òàê è ñíà ðó æè ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà èñ ïîëü çó åì óðàâ íå íèÿ ìàã íèò íîé
ãèä ðî äè íà ìè êè, êî òî ðûå èìå þò âèä [4]

r xa a¶

¶

2

2

r

t
 = -Ñ + ×Ñ + ×Ñd d da a a a ap B B B B1 ( ) ( )

r r r r
,

d x xa a a a a

r r r r r
B B B= ×Ñ - ×Ñ( ) ( ) , (4)

div
r
x aa = =0, ( , )i e .

Çäåñü d a

r
B  — âîç ìó ùåí íîå ìàã íèò íîå ïîëå, èí äåêñ a îò íî ñèò ñÿ ê âíóò -

ðåí íåé (i) è âíåø íåé (e) ïëàç ìåí íîé ñðå äå, âåê òîð 
r
x a  õà ðàê òå ðè çó åò

ñìå ùå íèå (â ñìûñ ëå Ëàã ðàí æà) ýëå ìåí òàð íî ãî îá ú å ìà ïëàç ìû îò ïî -
ëî æå íèÿ ðàâ íî âå ñèÿ [4]. Ôè ãó ðè ðó þ ùàÿ â óðàâ íå íè ÿõ (4) âå ëè ÷è íà 
d ap1  îïè ñû âà åò âîç ìó ùåí íîå ïî ëíîå äàâ ëå íèå ïëàç ìû

d d da a a ap p B B1 = + ×
r r

, (5)

ãäå d ap  — âîç ìó ùåí íîå äàâ ëå íèå ïëàç ìû.
Â ðà áî òàõ [8, 14] áû ëî ïî êà çà íî, ÷òî â ïðè áëè æå íèè «òîí êî ãî»

ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà, äëÿ êî òî ðî ãî ñïðà âåä ëè âî íå ðà âå íñòâî e =
= a R/  << 1, ãäå a — ïî ïå ðå÷ íûé ðà äè óñ øíó ðà, à 2pR — äëè íà øíó ðà,
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Ðèñ. 1. Ðàâ íî âåñ íàÿ êîí ôè ãó ðà öèÿ ïëàç ìåí íî ãî
öè ëèí äðà



ñèñ òå ìà (4) ñâî äèò ñÿ ê äèô ôå ðåí öè àëü íî ìó óðàâ íå íèþ âòî ðî ãî ïî -
ðÿä êà äëÿ ðà äè àëü íî ãî ñìå ùå íèÿ x ar :

    
1 2 2

2 2
2

r

d

dr
F r

d

dr
r

dF

dr

m

r
r r( ) ( ) (r w x x r wa a a

a
a a-

é

ëê
ù

ûú
+ - - =F ra ax2 0) , (6)

ãäå
F

m

r
B k Bz za ja a= + . (7)

Îòìå òèì, ÷òî â óðàâ íå íèè (6) îïó ùå íû ñëà ãà å ìûå, ïðî ïîð öè î -
íàëü íûå e 2 . Âïåð âûå óðàâ íå íèå (6) áû ëî ïî ëó ÷å íî â [33] äëÿ âû ñî êî -
òåì ïå ðà òóð íîé ïëàç ìû òî êà ìà êîâ.

Ïðè ïî ëó ÷å íèè (6) áû ëî ó÷òå íî, ÷òî êî ýô ôè öè åí òû ëè íå à ðè çî -
âàí íûõ óðàâ íå íèé (4) äëÿ ðàñ ñìàò ðè âà å ìî ãî ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà ñ
êðóã ëûì ïî ïå ðå÷ íûì ñå ÷å íè åì íå çà âè ñÿò îò êî îð äè íàò j è z. Ïî ý òî -
ìó îò äåëü íûå ôóðüå-ãàð ìî íè êè âîç ìó ùåí íûõ âå ëè ÷èí, íà ïðè ìåð x ar ,
ìîæ íî âû áðàòü â âè äå

x x w ja ar r zr r i t m k z( ) ( )exp ( )
r

= - + + . (8)

Ââè äó îãðà íè ÷åí íîñ òè äëè íû ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà âîë íî âîå ÷èñ ëî 
k z  ïðè íè ìà åò äèñ êðåò íûå çíà ÷å íèÿ k n Rz = / .

Äëÿ óäî áñòâà äàëü íåé øå ãî àíà ëè çà ïå ðå ïè øåì (6) â ñëå äó þ ùåì
ýê âè âà ëåí òíîì âè äå:

1
13 2 2 2 2 2

r

d

dr
r F

d

dr
m Fr

r( ) ( )( )r w
x

r w xa a
a

a a a-
é

ëê
ù

ûú
+ - - = 0. (9)

Èç (9) ñëå äó åò, ÷òî äëÿ ìîä ñ m = ±1 óðàâ íå íèå (9) ïðè íè ìà åò äîñ -
òà òî÷ íî ïðî ñòîé âèä:

d

dr
r F

d

dr
r3 2 2 0( )r w

x
a a

a-
é

ëê
ù

ûú
= . (10)

Êàê áó äåò ïî êà çà íî íè æå (ñì. (15) è (25)) ôîð ìû ðà äè àëü íî ãî ñìå -
ùå íèÿ x ar  ñó ùåñ òâåí íî ðàç ëè ÷à þò ñÿ âíóò ðè è ñíà ðó æè ïëàç ìåí íî ãî
øíó ðà. Âáëè çè ãðà íè öû ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà ýòè ñìå ùå íèÿ óäîâ ëåò âî -
ðÿ þò óðàâ íå íè ÿì (ñì. [18])

x xre ria a( ) ( )+ = -0 0 , (11)

 d x d x
j j

p
B

r
p

B

r
e

e

re

a

i

i

ri

a

1

2

0

1

2

0

-
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= -
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+ -

. (12)

Ôè ãó ðè ðó þ ùåå â (12) âîç ìó ùåí íîå ïî ëíîå äàâ ëå íèå d ap1  âû ðà æà -
åò ñÿ ÷å ðåç x ar  ñëå äó þ ùèì îá ðà çîì [14]:

d x r w xa ja a a a a ap
m

mB F F r
d

dr
rr r1 2

2 21
2= + -

é

ëê
ù

ûú
( ) ( ) . (13)

Çäåñü è äà ëåå ìû áó äåì îñòàâ ëÿòü â óðàâ íå íè ÿõ áóê âó m, ÷òî áû â äàëü -
íåé øåì ðàç ëè ÷àòü ñëó ÷àè m = 1 è m = –1, è îïóñ êàòü m 2  = 1.
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Óðàâ íå íèÿ (10) — (13) âìåñ òå ñ óñëî âè åì îò ñó òñòâèÿ âîç ìó ùå íèé
íà áåñ êî íå÷ íîñ òè, x re r( )® ¥ ® 0, ìû áó äåì èñ ïîëü çî âàòü äëÿ ïî ëó -
÷å íèÿ äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ äëÿ âèí òî âûõ ìîä ñ m = ±1.

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Èç óðàâ íå íèé (1), (7) è (10) ïî ëó ÷à åì óðàâ íå íèå ìà ëûõ êî ëå áà íèé
âíóò ðè ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà:

( )r w
x

i i
riF

d

dr
r

d

dr
2 2 3 0-

æ

è
ç

ö

ø
÷ = . (14)

Ïðè ïî ëó ÷å íèè (14) ó÷òå íî, ÷òî Fi  = const ñî ãëàñ íî (1) è (7). Ðå øå -
íèå (14) èìå åò äîñ òà òî÷ íî ïðî ñòîé âèä:

x xri a r a= = £const ( ). (15)

Ñíà ðó æè ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà óðàâ íå íèå ìà ëûõ êî ëå áà íèé ïðè íè -
ìà åò âèä

d

dr
r F

d

dr
e e

re3 2 2 0( )r w
x

-
é

ëê
ù

ûú
= . (16)

Îòñþ äà, ó÷è òû âàÿ (7), ïî ëó ÷à åì

r
ma

r

B a

a
k B

d

dr
e z ze

re
a

3 2
2

2

2

r w
x

h
j

- +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

=
( )

B aj
2 ( ), (17)

ãäå ha  = const, à ïî ñòî ÿí íûé ìíî æè òåëü B aj
2 ( ) ââå äåí â ïðà âîé ÷àñ òè

(17) äëÿ óäî áñòâà ðàñ ÷å òîâ. Óðàâ íå íèå (17) ïå ðå ïè øåì â áåç ðàç ìåð -
íîì âèäå

x
m

x

d

dx
re

a
3 2

2

2

~w k
x

h- +
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú = , (18)

ãäå èñ ïîëü çî âà íû îá îçíà ÷å íèÿ

x
r

a
= ,      ~

( )
w

r w

j

2
2 2

2
= e a

B a
,      k

j

=
k aB

B a
z ze

( )
. (19)

Èç óðàâ íå íèÿ (18) âèä íî, ÷òî âíåø íåå ðà äè àëü íîå ñìå ùå íèå x re

âû ðà æà åò ñÿ ÷å ðåç x, ~,w k è m. Ñëå äî âà òåëü íî, ïîä ñòà íîâ êà x ri  è x re  â
óðàâ íå íèÿ (11) è (12) ïðè âî äèò ê äèñ ïåð ñè îí íî ìó óðàâ íå íèþ, âû ðà -
æà þ ùå ìó ~w ÷å ðåç k è m. Ïî ëó ÷å íèå ýòî ãî óðàâ íå íèÿ ìî æåò áûòü ñó -
ùåñ òâåí íî óïðî ùå íî, åñ ëè îá ðà òèòü ñÿ ê óðàâ íå íèþ (18). Èç íå ãî ñëå -
äó åò, ÷òî ìîæ íî îãðà íè ÷èòü ñÿ ðàñ ñìîò ðå íè åì âîç ìó ùå íèé ñ ~w > 0.
Êðî ìå òî ãî, èç î÷å âèä íî ãî ðà âå íñòâà 

m

x

m

x

=
-

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

= -
+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
2

2

2

2

k k

ïî ëó ÷à åì, ÷òî äîñ òà òî÷ íî ðàñ ñìîò ðåòü âîç ìó ùå íèÿ ñ m = 1 è -¥ < k <
< +¥. Òà êèì îá ðà çîì, óðàâ íå íèå (18) áåç îãðà íè ÷å íèÿ îá ùíîñ òè ìîæ -
íî ïå ðå ïè ñàòü â âèäå
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x
x

d

dx
re

a
3 2

2

2
1~w k

x
h- +

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê

ù

û
ú = . (20)

 Íè æå ìû ðàñ ñìîò ðèì âèí òî âûå ìî äû m = 1 ñ ÷àñ òî òà ìè, óäîâ ëåò -
âî ðÿ þ ùè ìè íå ðà âå íñòâó 

~ | |w k< . (21)
Ïðè k > 0 íå ðà âå íñòâî (21) ïðè âî äèò ê íå îá õî äè ìî ìó óñëî âèþ îò -

ñó òñòâèÿ íó ëåé ó ëå âîé ÷àñ òè (20) ïðè âñåõ x Î ¥( , )1 . Âèä íî, ÷òî ïðè
k < 0 è x ® ¥ îñî áåí íîñ òè ó óêà çàí íî ãî óðàâ íå íèÿ òàê æå îò ñó òñòâó þò
ïðè âû ïîë íå íèè óñëî âèÿ (21). Âîï ðîñ î íà ëè ÷èè îñî áåí íîñ òåé ó óðàâ -
íå íèÿ (20) ïðè óñëî âè ÿõ k < 0, ~ | |w k<  è êî íå÷ íûõ x îñòà åò ñÿ íå ÿñ íûì.
Äå éñòâè òåëü íî, ïðè k Î -( , )1 0  ìîæ íî ïî äî áðàòü òà êóþ ÷àñ òî òó ~w,
óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùóþ (21), ÷òî ëå âàÿ ÷àñòü (20) îá ðà òèò ñÿ â íîëü. Ïîñ ëåä -
íåå îçíà ÷à åò, ÷òî ñó ùåñ òâó þò ôè çè ÷åñ êè ïðî òè âî ðå ÷è âûå ðå øå íèÿ ñ 
d dxrex / ® ¥. Îäíà êî îñòà åò ñÿ îò êðû òûì âîï ðîñ: ÿâ ëÿ åò ñÿ ëè ïî äî -
áðàí íàÿ ÷àñ òî òà ñî áñòâåí íîé ÷àñ òî òîé ðàñ ñìàò ðè âà å ìîé âèí òî âîé ìî -
äû? Ìû áó äåì ïî ëà ãàòü, ÷òî íà èí òåð âà ëå x Î ¥( , )1  ñî áñòâåí íûå ÷àñ òî -
òû âèí òî âîé ìî äû m = 1 óäîâ ëåò âî ðÿ þò óñëî âèþ (21) ïðè âñåõ k < 0 è
íå ïðè âî äÿò ê îá ðà ùå íèþ â íîëü ëå âîé ÷àñ òè (20). Â ðàì êàõ ýòî ãî
ïðåä ïî ëî æå íèÿ ìû èç (20) ïî ëó ÷èì âû ðà æå íèå äëÿ âíåø íå ãî ñìå ùå -
íèÿ x re  è ñ åãî ïî ìîùüþ íà é äåì äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå. 

Íè æå ìû ïðî âå äåì ÷èñ ëåí íûé àíà ëèç ýòî ãî äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ -
íå íèÿ è ïîä òâåð äèì ñïðà âåä ëè âîñòü ñäå ëàí íî ãî íà ìè ïðåä ïî ëî æå -
íèÿ. Ïî äîá íîå ïðåä ïî ëî æå íèå áû ëî òàê æå èñ ïîëü çî âà íî â ðà áî òå
[31].

Èíòåã ðè ðóÿ (20), ïî ëó ÷à åì

x
w k

re

x

x
d x

x
( )

( / )

[~ ( / ) ]
=

- +

¥

ò
1

1

2

2 2 2
 . (22)

Èç óðàâ íå íèé (11), (15) è (22) íà õî äèì

h
x

a
a

F
=

2

1( )
, (23)

ãäå

F x
d x

xx

( )
( / )

[~ ( / ) ]
=

- +

¥

ò
1

1

2

2 2 2w k
 . (24)

Èç óðàâ íå íèé (22) è (23) ñëå äó åò

x xre a

F x

F
=

( )

( )1
 . (25)

Òà êèì îá ðà çîì, ñî áñòâåí íûå ôóíê öèè x r  äëÿ âèí òî âûõ ìîä m = ±1
îïðå äå ëÿ þò ñÿ âû ðà æå íè ÿ ìè (15) è (25).

Ïîä ñòàâ ëÿÿ âû ðà æå íèå (23) äëÿ ha  â (17), ïî ëó ÷à åì óðàâ íå íèå

r
a

r

B a

a
k B

d

dr
e z ze

re a3 2
2

2

2
2

r w
x xj

- +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

=
( ) B a

F

j
2

1

( )

( )
,
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èç êî òî ðî ãî íà õî äèì ðà âå íñòâî

r F
d

dr

B a

aF
e e

re

r a

a2 2 2

0

22

1
( )

( )

( )
r w

x x j
- =

= +

. (26)

Ýòî ðà âå íñòâî óäîá íî èñ ïîëü çî âàòü ïðè ðàñ ÷å òå ãðà íè÷ íî ãî óñëî âèÿ
(12).

ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ Â ÑËÓ×ÀÅ  w2  > 0

Èç âûðàæåíèé (12), (13) (15), (25) è (26) ïî ëó ÷à åì äèñ ïåð ñè îí íîå
óðàâ íå íèå äëÿ âîë íî âûõ ìîä ñ w2  > 0

F( )
[~ ( ) ( )]

1
2

1 12 2 2
=

- - -w z k b
 , (27)

ãäå z
r

r
b= =i

e

zi

ze

B

B
, . Ó÷è òû âàÿ óñëî âèå (21), íà õî äèì

F
d x

x
( )

( / )
~ ( / ) ~

(~ )( ~)

(
1

1

1

1

2

12

2 2 2

1

=
- +

=
+ + -

¥

ò w k w

w k k w
ln ~ )( ~)w k k w- + +

½

½
½ ½

½
½

1
 . (28)

Èç (27) è (28) ñëå äó åò 

~ ( ) ( )
~

(~ )( ~)

( ~)( ~)

w z k b

w

w k k w

k w k w

2 2 21 1 1

1

- - - + + -

- + +

½
ln

½
½ ½

½
½= 4. (29)

Åñëè, ñëå äóÿ [32], ïðåä ïî ëî æèòü íå ïðå ðûâ íîñòü z-é ñî ñòàâ ëÿ þ -
ùåé âåð òè êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ íà ãðà íè öå ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà,
ò.å. ïðè r = a ïî ëî æèòü B B Bzi ze= = 0 , òî èç (29) ïî ëó ÷à åì ñëå äó þ ùåå
äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå:

 ~
(~ )( ~)

( ~)( ~)
w

w k k w

k w k w z
ln

+ + -

- + +

½

½
½ ½

½
½=

-

1

1

4

1
 . (30)

Ýòî óðàâ íå íèå ïî ëíîñ òüþ ñî âïà äà åò ñ äèñ ïåð ñè îí íûì óðàâ íå íè -
åì, ïî ëó ÷åí íûì â [31].

Êðî ìå íå ðà âå íñòâà (21), ôè ãó ðè ðó þ ùèå â (29) âå ëè ÷è íû ~w è k, çà
èñ êëþ ÷å íè åì èí òåð âà ëà k Î -( , )1 0 , äîë æíû òàê æå óäîâ ëåò âî ðÿòü óñëî -
âèþ

~w k
b

z
2 2

2 1

1
>

-

-
. 

Òà êèì îá ðà çîì, çà äà ÷à î ðàñ ïðîñ òðà íå íèè âèí òî âîé ìî äû m = 1
ñâî äèò ñÿ ê ðå øå íèþ äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ (29) ñî ñëå äó þ ùè ìè
îãðà íè ÷å íè ÿ ìè íà âå ëè ÷è íû ~w è k:

| | ~ |k
b

z
w k |

2 1

1

-

-
< < . (31)
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Èç íå ðà âåíñòâ (31) âû òå êà þò îãðà íè ÷å íèÿ íà âå ëè ÷è íû b 2  è z:

b z z b2 21 1< > >, , .  (32)
Ìû îãðà íè ÷èì ñÿ ðàñ ñìîò ðå íè åì ñëó ÷àÿ z b> >2 1, ïî ñêîëü êó îá -

ðàò íîå íå ðà âå íñòâî z b< <2 1, õîòü ôîð ìàëü íî ìà òå ìà òè ÷åñ êè è óäîâ -
ëåò âî ðÿ åò (31), íî íå ñî îò âå òñòâó åò ðå àëü íîé ôè çè ÷åñ êîé ñè òó à öèè.
Êàê ïðà âè ëî, çíà ÷å íèÿ ïëîò íîñ òè ïëàç ìû è âåð òè êàëü íîé ñî ñòàâ ëÿ þ -
ùåé ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ, ÷å ðåç êî òî ðûå îïðå äå ëÿ þò ñÿ âå ëè ÷è íû z è b 2 ,
âíóò ðè ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà áîëü øå, ÷åì ñíà ðó æè ( r ri e>  è B Bzi ze> ).
Ïî ý òî ìó äëÿ âñåõ k, êðî ìå k Î -( , )1 0 , ðàñ ñìàò ðè âà þò ñÿ òîëü êî íå ðà âå -
íñòâà z b> 2  > 1.

 Íà èí òåð âà ëå k Î -( , )1 0  ëî ãà ðèôì â (29) ìåíü øå íó ëÿ, ïî ý òî ìó
óñëî âèå ñó ùåñ òâî âà íèÿ ðå øå íèé äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ ïðè íè -
ìà åò âèä

~ | |w k
b

z
<

-

-

2 1

1
 . (33)

Ïðè óñëî âèè b z2 >  è b 2  > 1, z > 1 îãðà íè ÷å íèå ~ | |w k<  îêà çû âà åò ñÿ
áî ëåå ñèëü íûì, ÷åì (33).

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÌÀËÎÃÎ ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÎÃÎ ÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß

Äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå (29) èìå åò äî âîëü íî ñëîæ íûé âèä, è åãî
óäîá íî àíà ëè çè ðî âàòü ÷èñ ëåí íî, ÷òî áó äåò ñäå ëà íî íèæå â ñî îò âå òñò -
âó þ ùåì ðàç äå ëå.Çäåñü ìû óïðîñ òèì ýòî óðàâ íå íèå, èñ ïîëü çóÿ ïðè -
áëè æå íèå k j= k aB B az ze / ( ) >> 1. Ïîñ êîëü êó óðàâ íå íèå (29) áûëî ïî -
ëó ÷å íî â ïðè áëè æå íèè òîí êî ãî ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà k az  << 1, òî óêà -
çàí íîå ïðè áëè æå íèå îá îçíà ÷à åò B a B k aze zj ( ) / <  << 1, ò. å. ìà ëîñòü
àçè ìó òàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïîëÿ íà ãðà íè öå øíó ðà B aj ( ) ïî ñðàâ íå íèþ 
ñ âíåø íèì âåð òè êàëü íûì ìàã íèò íûì ïî ëåì B ze . Ìà ëîñòü âå ëè ÷è íû 
k-1  ïî çâî ëÿ åò ñó ùåñ òâåí íî óïðîñ òèòü âû ðà æå íèå ïîä ëî ãà ðèô ìîì. Ñ
ýòîé öåëüþ ïå ðå ïè øåì óðàâ íå íèå (29) â âèäå

~ ( ) ( )
~ ln

~

~ ~
w z k b

w

w

k k w w

2 2 2

2 2

1 1
1

2
4

- - -
+

+ - -
½

½
½ ½

½
½= . (34)

Ïî ëî æèì, ÷òî âå ëè ÷è íû ~w è k óäîâ ëåò âî ðÿ þò óñëî âè ÿì ~w >>1 è 
k w w2 2- >~ ~. Èñïîëü çóÿ àï ïðîê ñè ìà öèþ ln( )|1 1+ »<<x xx , èç (34) ïî ëó -
÷à åì äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå

~ ( ) ( )w z k b k2 2 21 1 2+ = + + . (35)

Âèä íî, ÷òî ïî ëó ÷åí íîå óðàâ íå íèå óäîâ ëåò âî ðÿ åò ñäå ëàí íî ìó
ïðåä ïî ëî æå íèþ. Â ðàç ìåð íûõ âå ëè ÷è íàõ óðàâ íå íèå (35) èìå åò âèä

w r r
j2 2 2 2

2
( ) ( )

( )
i e z zi ze z zek B B

B a

a
k B+ = + + (36)

è îïè ñû âà åò óñòîé ÷è âûå êî ëå áà íèÿ. Èç (36) äëÿ íå ïðå ðûâ íî ãî âåð òè -
êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïîëÿ ïî ëó ÷à åì ðå çóëü òàò ðà áî òû [31]:
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w
r r

j
=

+
+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2
1

2
0

1 2
0

B
k

B

k aBi e

z

z( ) /
. 

Ýòîò ðå çóëü òàò òàê æå ïî ëó ÷à åò ñÿ íå ïîñ ðå äñòâåí íî èç (30).
Âû ïè øåì âèä ñî áñòâåí íûõ ôóíê öèé ðà äè àëü íûõ ñìå ùå íèé x r  â

ðàñ ñìàò ðè âà å ìîì ïðè áëè æå íèè. Èç (15), (24), (25) íà õî äèì

 x
x

xr

a

a

r a

a r r a
=

= <

³

ì
í
î

const, ,

( / ) , .2
(37)

Â ðà áî òå [8] ýòè ñî áñòâåí íûå ôóíê öèè áû ëè íà çâà íû ãëî áàëü íû -
ìè.

ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ Â ÑËÓ×ÀÅ w2  < 0 

Ðàñ ñìîò ðèì âîç ìîæ íîñòü ðå à ëè çà öèè íå óñòîé ÷è âûõ âîç ìó ùå íèé â
ðàñ ñìàò ðè âà å ìîì öè ëèí äðè ÷åñ êîì ïëàç ìåí íîì øíó ðå. Êàê ïî êà çà íî
â  ðà áî òå [5], ÌÃÄ-óðàâ íå íèÿ ìà ëûõ êî ëå áà íèé (4) äëÿ èäå àëü íîé
ïëàç ìû ìî ãóò èìåòü ðå øå íèÿ òîëü êî ëèáî ñ w2  > 0, ëèáî ñ w2  < 0. Ïî ý -
òî ìó ìû ìî æåì ïî ëî æèòü w g2 2= -  è èñ ñëå äî âàòü íå óñòîé ÷è âûå âîç -
ìó ùå íèÿ, íà ðàñ òà þ ùèå âî âðå ìå íè êàê exp( )gt . Ïðè óêà çàí íîé çà ìå íå
óðàâ íå íèå (27) ìî äè ôè öè ðó åò ñÿ ñëå äó þ ùèì îá ðà çîì:

G( ) ~ ( ) ( )
1

2

1 12 2 2
=

- + -g z k b
 , (38)

ãäå èñ ïîëü çî âà íû îá îçíà ÷å íèÿ

G
d x

xx

º
+ +

¥

ò
( / )

~ ( / )

1

1

2

2 2 2g k
, (39)

~
( )

g
r g

j

2
2 2

2
» e a

B a
. (40)

Óðàâ íå íèå (38) ìîæ íî ïî ëó ÷èòü ïðÿ ìû ìè ðàñ ÷å òà ìè (ñì. Ïðè ëî -
æå íèå 1). Ïîñ êîëü êó

G( ) ~

~

~1
1

2

2 2

= - -
+ +é

ë
ê

ù

û
úg

p g k k

g
arctg ,

òî äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå (38) äëÿ íå óñòîé ÷è âûõ ìîä èìå åò âèä

arctg
~

~

~

~ ( ) ( )

g k k

g

p g

g z k b

2 2

2 2 22

2

1 1

+ +
= +

- + -
 . (41)

Ïîñ êîëü êó ëå âàÿ ÷àñòü â (41) íå ïðå âû øà åò p / 2, à ïðà âàÿ — áîëü øå 
p / 2, òî ó ýòî ãî óðàâ íå íèÿ îò ñó òñòâó þò ðå øå íèÿ, è ñëå äî âà òåëü íî, íå -
óñòîé ÷è âûå ìîäû íå ðå à ëè çó þò ñÿ. 
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÈÑÏÅÐÑÈÎÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß (29)

Ïå ðåé äåì ê ÷èñ ëåí íî ìó èñ ñëå äî âà íèþ äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ
(29). Îáëàñ òè, â êî òî ðûõ ñó ùåñ òâó þò ðå øå íèÿ óðàâ íå íèÿ (29), îïðå äå -
ëÿ þò ñÿ èç óñëî âèÿ ïî ëî æè òåëü íîñ òè ïîä ìî äóëü íî ãî âû ðà æå íèÿ (â îò -
ðè öà òåëü íîì ñëó ÷àå ïî ëó ÷à åì òà êèå æå îá ëàñ òè):

( ~)( ~)

( ~)( ~)

1

1
0

+ - +

+ + -
>

k w k w

k w k w
. 

Èññëå äóÿ çíàê ìíî æè òå ëåé-ñî ñòàâ ëÿ þ ùèõ ïîä ìî äóëü íî ãî âû ðà -
æå íèÿ, ïî ëó ÷à åì îá ëàñ òè ñó ùåñ òâî âà íèÿ ðå øå íèÿ è èõ àñèì ïòî òè êó
èç ðà âå íñòâà äàí íûõ ìíî æè òå ëåé íó ëþ. Ñî îò âå òñòâåí íî àñèì ïòî òà ìè
ÿâ ëÿ þò ñÿ ïðÿ ìûå ~w = k + 1, ~w = k, ~w = –k, ~w = –k – 1. Îáëàñ òè ñó ùåñ òâî -
âà íèÿ ðå øå íèÿ èçî áðà æå íû ãðà ôè ÷åñ êè íà ðèñ. 2.

Îáîç íà ÷èì ëå âóþ ÷àñòü óðàâ íå íèÿ (29) êàê F(~)w  è ïî ñòðî èì ãðà -
ôèê çà âè ñè ìîñ òè F(~)w  äëÿ êàæ äîé îá ëàñ òè, ãäå ñó ùåñ òâó þò ðå øå íèÿ.
Ïîñ êîëü êó êàæ äàÿ îá ëàñòü îãðà íè ÷å íà äâó ìÿ àñèì ïòî òà ìè, òî ñòðóê -
òó ðà äàí íûõ îá ëàñ òåé òà êî âà: ïðè k > 0 àñèì ïòî òà ìè ÿâ ëÿ þò ñÿ ïðÿ ìûå 
~w = k è ~w = k + 1; â èí òåð âà ëå –1< k < –0.5 ýòî ïðÿ ìûå ~w = k + 1 è ~w = –k;
åäè íñòâåí íàÿ àñèì ïòî òà ~w = –k ïðè k = –0.5; äëÿ èí òåð âà ëà –0.5 < k <0
ýòî àñèì ïòî òû ~w = –k è  ~w = k + 1; è â îá ëàñ òè k < –1 ñî îò âå òñòâåí íî ~w =
= –k – 1 è ~w = –k. Ïà ðà ìåò ðû z è b ñ÷è òà åì íå çà âè ñè ìû ìè è óäîâ ëåò âî -
ðÿ þ ùè ìè íå ðà âå íñòâàì z > 1, b 2  > 1.

 Íà ðèñ. 3, 4, 6—8 ïðåä ñòàâ ëå íû äèñ ïåð ñè îí íûå çà âè ñè ìîñ òè ïðè
ðàç íûõ çíà ÷å íè ÿõ k è ÷å òû ðåõ âà ðè àí òàõ çíà ÷å íèé ïà ðà ìåò ðîâ z è b 2 :
à —  z = 10,  b 2  = 4; á  —  z = 10, b 2  = 1.21; â  — z = 3, b 2  = 2.25; ã — z = 3,  
b 2= 1.21. Â ÷àñ òíîñ òè, íà ðèñ. 3 ðàñ ñìîò ðåí ñëó ÷àé k = 2. Çäåñü è íà
ðèñ. 8 ñïëîø íàÿ ëè íèÿ îá îçíà ÷à åò ëå âóþ ÷àñòü óðàâ íå íèÿ (29), óäîâ -
ëåò âî ðÿ þ ùóþ íå ðà âå íñòâó (21), à íà ðèñ. 4, 6, 7 — íå ðà âå íñòâó (33).
Øòðè õî âûå ëè íèè ñî îò âå òñòâó þò ëå âîé ÷àñ òè óðàâ íå íèÿ (29), íå
óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùåé óñëî âè ÿì (21) èëè (33), è ïî ý òî ìó íå ñî äåð æà ùåé
êîð íåé óðàâ íå íèÿ (29). Øòðèõ ïóí êòèð íàÿ ëè íèÿ ñî îò âå òñòâó åò ïðà -
âîé ÷àñ òè (29). Ïå ðå ñå ÷å íèå ãî ðè çîí òàëü íîé øòðèõ ïóí êòèð íîé ëè íèè
è ñïëîø íîé ëè íèè îïðå äå ëÿ åò êîð íè óðàâ íå íèÿ (29).

13

ÂÈÍÒÎÂÀß ÌÎÄÀ m = 1 Â ÒÎÍÊÎÌ ÏËÀÇÌÅÍÍÎÌ ØÍÓÐÅ

Ðèñ. 2. Îáëàñ òè ñó ùåñ òâî âà íèÿ ðå -
øå íèé (çà øòðè õî âàí íûå ó÷àñ òêè)
äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ (29) ïðè
âûïî ëíå íèè óñëî âèÿ (21). Øòðèõ -
ïóí êòèð íûå ïðÿ ìûå — àñèì ïòî òû



Âåð õíÿÿ øòðèõ ïóí êòèð íàÿ ëè íèÿ íà ðèñ. 3, ñî îò âå òñòâó þ ùàÿ ïðà -
âîé ÷àñ òè óðàâ íå íèÿ (29), ïå ðå ñå êà åò ãðà ôèê äâàæ äû, íî ëèøü îäèí èç
êîð íåé óäîâ ëåò âî ðÿ åò óñëî âèþ (21). Òà êèì îá ðà çîì, èìå åì åäè íñò -
âåí íûé êî ðåíü ïðè k > 0.

Ïîñ êîëü êó â èí òåð âà ëå –1< k <0 ëî ãà ðèôì ïðè íè ìà åò îò ðè öà òåëü -
íûå çíà ÷å íèÿ, óñëî âèå ñó ùåñ òâî âà íèÿ êîð íåé äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ -
íå íèÿ (31) ìî äè ôè öè ðó åò ñÿ â çà âè ñè ìîñ òè îò çíà ÷å íèé ïà ðà ìåò ðîâ b 2

è z. Òàê, â äàí íîì èí òåð âà ëå ôè ãó ðè ðó þ ùèå â (29) âå ëè ÷è íû ~w è k äîë -
æíû óäîâ ëåò âî ðÿòü óñëî âèþ (21) è íå ðà âå íñòâó (33). Òà êèì îá ðà çîì,
ïðè  b 2  = z, à òàê æå ïðè b 2  > z (b 2  > 1, z > 1) îãðà íè ÷å íèå (21) ñòà íî âèò ñÿ 
áî ëåå ñèëü íûì, ÷åì (33). Äàí íîå îãðà íè ÷å íèå íà êîð íè äèñ ïåð ñè îí íî -
ãî óðàâ íå íèÿ ñî ãëà ñó åò ñÿ ñ îãðà íè ÷å íè ÿ ìè äëÿ îñòàëü íûõ äâóõ èí òåð -
âà ëîâ. 

Ñïå öè ôè ÷åñ êîå óñëî âèå âîç íè êà åò, êîã äà â äàí íîì èí òåð âà ëå b 2  <
< z, ò. å. ðå à ëè çó åò ñÿ ñëó ÷àé, êî òî ðûé ìû èç áðà ëè äëÿ ïî ñòðî å íèÿ çà âè -
ñè ìîñ òåé. Â äàí íîì ñëó ÷àå áî ëåå ñèëü íûì îêà çû âà åò ñÿ óñëî âèå (33).

Íà ðèñ. 4, 6, 7 ïðÿ ìàÿ ~w = ~ ¢w  = | |k
b

z

2 1

1

-

-
 îá îçíà ÷å íà âåð òè êàëü íîé

øòðèõ ïóí êòèð íîé ëè íè åé, è êîð íè äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ (29)
äîë æíû óäîâ ëåò âî ðÿòü óñëî âèþ (33). Ïîñ êîëü êó ïðè ÷àñ òî òå ~w = 

=
-

-
| |k

b

z

2 1

1
 ëå âàÿ ÷àñòü óðàâ íå íèÿ (29) îá ðà ùà åò ñÿ â íîëü, òî ôàê òè -
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Ðèñ. 3. Äèñ ïåð ñè îí íàÿ çà âè ñè ìîñ òü â îá ëàñ òè k > 0 äëÿ k = 2 è çíà÷åíèé ïà ðà ìåò ðîâ: à  —  z =
= 10,  b2 = 4; á  —  z = 10, b2 = 1.21; â  — z = 3, b2 = 2.25; ã — z = 3, b2 = 1.21



÷åñ êè íà ðèñ. 4, 6, 7 óäîâ ëåò âî ðÿòü óñëî âèþ (33) áó äåò òà ÷àñòü ãðà ôè -
êà, ãäå F(~)w  > 0.

Â ñëó ÷àå –0.5< k <0, ãðà ôè ÷åñ êè ïðåä ñòàâ ëåí íîì íà ðèñ. 4, ïðè âå -
äå íû çà âè ñè ìîñ òè äëÿ k= –0.1. Êàê âèä íî, ñó ùåñ òâî âà íèå êîð íÿ óðàâ -
íå íèÿ (29), óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùå ãî óñëî âèþ (33), çà âè ñèò îò çíà ÷å íèÿ, ê
êî òî ðî ìó ñòðå ìèò ñÿ F(~)w  ïðè ~w ® +0. Ýòî çíà ÷å íèå îá îçíà ÷èì êàê F0 :

F0

22 1

1
= -

-

+

k b

k

( )
 . (42)

Ïðè âå äåì ãðà ôè êè çà âè ñè ìîñ òè F0 ( )k  íà ðèñ. 5 ïðè òðåõ çíà ÷å íè ÿõ 
b 2 , êî òî ðû ìè ìû ïî ëüçó åì ñÿ äëÿ ïî ñòðî å íèÿ äèñ ïåð ñè îí íûõ çà âè ñè -
ìîñ òåé  —  b 2  = 4, 2.25 è 1.21. Óáû âà þ ùèé õà ðàê òåð F(~)w  íà èí òåð âà ëå
îò ~w = 0 äî ~w = –k ãî âî ðèò î òîì, ÷òî äëÿ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ïå ðå ñå ÷å íèÿ ñ
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Ðèñ. 4. Äèñ ïåð ñè îí íàÿ çà âè ñè ìîñ òü â èí òåð âà ëå –0.5 < k < 0 äëÿ k = –0.1; âåðòèêàëüíàÿ

øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ~¢w  — ïðÿìàÿ ~w =  –| |k
b

z

2 1

1

-

-
 . (Âàðèàíòû à — ã — êàê íà ðèñ. 3)

Ðèñ. 5. Çà âè ñè ìîñòü F0 ( )k  ñî ãëàñ íî âû ðà -
æå íèþ (42) ïðè òðåõ çíà ÷å íè ÿõ b2 (÷èñ ëà
ó êðè âûõ)



ãî ðè çîí òàëü íîé ëè íè åé F(~)w  = 4 íå îá õî äè ìî âû ïîë íå íèÿ óñëî âèÿ
F0  ³ 4. Èç ðèñ. 5 âèä íî, ÷òî ïðè k = –0.1 äàí íîå óñëî âèå íå âû ïîë íÿ åò ñÿ 

ïðè ðàñ ñìàò ðè âà å ìûõ çíà ÷å íè ÿõ b 2 , ò. å. êîð íåé óðàâ íå íèÿ (29) íåò.
Íåò ðóä íî ïî êà çàòü, ÷òî óñëî âèå F0  ³ 4 íà ÷è íà åò âû ïîë íÿòü ñÿ ïðè b 2

³ 19 äëÿ çíà ÷å íèÿ k = –0.1. Ñëå äî âà òåëü íî, â èí òåð âà ëå –0.5< k <0 ñó -
ùåñ òâó åò îäèí êî ðåíü, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùèé óñëî âèþ (33), êîã äà F0  > 4, è 
íè îä íî ãî êîð íÿ, åñ ëè F0  < 4.

Ðàñ ñìîò ðèì ñëó ÷àé k = –0.5. Îáå àñèì ïòî òû, èìå þ ùèå ìåñ òî â èí -
òåð âà ëå –1 < k < 0, à èìåí íî ~w = k + 1 è ~w = – k, ñõî äÿò ñÿ â îäíó, åäè -
íñòâåí íóþ. Ãðà ôèê äèñ ïåð ñè îí íîé çà âè ñè ìîñ òè äëÿ äàí íî ãî ñëó ÷àÿ
èçî áðà æåí íà ðèñ. 6.

Ïå ðåé äåì ê ðàñ ñìîò ðå íèþ èí òåð âà ëà –1 < k < –0.5. Ãðà ôèê äèñ ïåð -
ñèè íà ýòîì èí òåð âà ëå èçî áðà æåí íà ðèñ. 7 äëÿ çíà ÷å íèÿ k = –0.9. Â
äàí íîì ñëó ÷àå ñó ùåñ òâó åò ëè áî îäèí, ëè áî äâà êîð íÿ, óäîâ ëå ò âî ðÿ þ -
ùèõ óñëî âèþ (33), â çà âè ñè ìîñ òè îò çíà ÷å íèÿ F0 . Òàê æå, âñëå äñòâèå
íå ìî íî òîí íîñ òè, âîç íè êà þ ùåé â èí òåð âà ëå 0 < ~w < k + 1 ïðè íå êî òî -
ðûõ çíà ÷å íè ÿõ b 2  è z, âîç ìîæ íî ïî ÿâ ëå íèå äî ïîë íè òåëü íî ãî, òðåòü å ãî
êîð íÿ (ñì. ðèñ. 7, á). Åñëè F0  £ 4, òî F(~)w  ïå ðå ñå êà åò ãî ðè çîí òàëü íóþ

øòðèõ ïóí êòèð íóþ ëè íèþ äâàæ äû (òðèæ äû), è ñó ùåñ òâó þò äâà (òðè)
êîð íÿ, åñ ëè æå F0  > 4, òî èìå åì îäèí èëè äâà êîð íÿ. Äëÿ k = –0.9 óñëî -
âèå F0  £ 4 âû ïîë íÿ åò ñÿ ïðè b 2£ 1.222. 
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Ðèñ. 6. Äèñ ïåð ñè îí íàÿ çà âè ñè ìîñ òü â ÷àñ òíîì ñëó ÷àå k = –0.5. Ïðÿ ìàÿ ëè íèÿ ~w = –k = k + 1
ÿâ ëÿ åò ñÿ åäè íñòâåí íîé àñèì ïòî òîé; âåðòèêàëüíàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ~¢w  — ïðÿìàÿ  ~w = 

= –| |k
b

z

2 1

1

-

-
 . (Âàðèàíòû à — ã — êàê íà ðèñ. 3)



È íà êî íåö, èñ ñëå äó åì äèñ ïåð ñèþ â îá ëàñ òè k < –1, êîí êðåò íî äëÿ
k = –2. Êàê âèä íî èç ðèñ. 8, ôóíê öèÿ F(~)w  êà ÷åñ òâåí íî èç ìå íÿ åò ñâî¸
ïî âå äå íèå â çà âè ñè ìîñ òè îò çíà ÷å íèÿ ïà ðà ìåò ðîâ äèñ ïåð ñè îí íî ãî
óðàâ íå íèÿ (29). Åñòü íå êî òî ðîå êðè òè ÷åñ êîå çíà ÷å íèå b cr

2 , ïðè êî òî -
ðîì èìå åò ìåñ òî ýòîò ýô ôåêò. Âå ëè ÷è íà b cr

2  îïðå äå ëÿ åò ñÿ ðà âå íñòâîì

k
b

z
2

2 1

1
1cr -

-
= . (43)

Åñëè b 2  > b cr
2 , òî F(~)w  èìå åò âèä, ïðåä ñòàâ ëåí íûé íà ðèñ. 8, à, â, åñ -

ëè æå b 2  < b cr
2  — òî  íà ðèñ. 8, á, ã. Äëÿ k = –2 è z = 10 çíà ÷å íèå b cr

2  ðàâ íî
3.25. Åñëè æå z = 3, òî b cr

2  = 1.5. Ïîñ êîëü êó, ñî ãëàñ íî óðàâ íå íèþ (42),
ïðè k < –1 çíà ÷å íèå F0  âñåã äà ìåíü øå íó ëÿ, òî ìû èìå åì äâà êîð íÿ,
óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùèõ óñëî âèþ (21), ïðè b 2  < b cr

2 , è íè îä íî ãî, ëè áî îäèí,
ëè áî äâà êîð íÿ ïðè  b 2  > b cr

2 , â çà âè ñè ìîñ òè îò ìàê ñè ìàëü íî ãî çíà ÷å íèÿ 
F(~)w  â èí òåð âà ëå ìåæ äó ~w = –k – 1 è ~w = –k.

Òà êèì îá ðà çîì, ìû èñ ñëå äî âà ëè ïî âå äå íèå äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ -
íå íèÿ (29) è îïðå äå ëè ëè êî ëè ÷åñ òâî êîð íåé. Òå ïåðü ïå ðåé äåì ê èç ó÷å -
íèþ ïî âå äå íèÿ çà âè ñè ìîñ òè ~( )w k . Â îá ëàñ òè |k|>>1 èìå åì ñëå äó þ ùåå
àï ïðîê ñè ìà öè îí íîå âû ðà æå íèå äëÿ óêà çàí íî ãî óðàâ íå íèÿ (ñì. (35)):

~ | |
w

k

z
b

k
»

+
+ +

1
1

22 . (44)
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Ðèñ. 7. Äèñ ïåð ñè îí íàÿ çà âè ñè ìîñ òü äëÿ k = –0.9; âåðòèêàëüíàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ~¢w  —

ïðÿìàÿ ~w =  –| |k
b

z

2 1

1

-

-
 . (Âàðèàíòû à — ã — êàê íà ðèñ. 3)



Ïî ëó ÷èì ïðè áëè æåí íûå âû ðà æå íèÿ ~( )w k  äëÿ èí òåð âà ëîâ âáëè çè
àñèì ïòîò. Äëÿ èí òåð âà ëà 0 < k << 1 ýòî âû ðà æå íèå èìå åò âèä

~ exp
( )

w k
k k z b

» -
+

-
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1

2

1 2

4
2

. (45)

Ïðè çíà ÷å íè ÿõ k d d= - - <1 1,  ïðè áëè æåí íûé âèä óðàâ íå íèÿ (29)
âû ãëÿ äèò ñëå äó þ ùèì îá ðà çîì

~ ( ) exp
( )

( ) ( )( )
w k

k

k

k z b k z
» - + +

+

+

- + + -

æ

è
ç

ö

ø
1 1

2

1 2

4 1

1 2 12 2
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷. (46)

Äå òà ëè ïî ëó ÷å íèÿ óðàâ íå íèé (45) — (46) ïðè âå äå íû â Ïðè ëî æå -
íèè 2.

Ãðà ôèê çà âè ñè ìîñ òè ~( )w k , ïðåä ñòàâ ëåí íûé íà ðèñ. 9 è 10 äëÿ z = 10 
è z = 3 ñî îò âå òñòâåí íî, ïî çâî ëÿ åò óâè äåòü, ÷òî õà ðàê òåð å¸ îñòà åò ñÿ
àíà ëî ãè÷ íûì ñëó ÷àþ íå ïðå ðûâ íî ãî ïî ëÿ [31] â îá ëàñ òÿõ k > 0 è k < –1,
îäíà êî ïî ÿâ ëÿ þò ñÿ äî ïîë íè òåëü íûå ðå øå íèÿ â èí òåð âà ëå –1 < k < 0.
Ñîã ëàñ íî ðàñ÷¸òàì àï ïðîê ñè ìà öè åé (44) ìîæ íî ïî ëüçî âàòü ñÿ è â èí -
òåð âà ëå –1< k <0, ïðè ýòîì îãðà íè ÷å íèÿ, íà ëî æåí íûå íà åå èñ ïîëü çî -
âà íèå â äàí íîì èí òåð âà ëå, ïðåä ñòàâ ëå íû ãðà ôè ÷åñ êè íà ðèñ.11. Âáëè -
çè àñèì ïòî òû ~w = k + 1 â èí òåð âà ëå –1< k <0 óðàâ íå íèå (29) ìîæ íî çà -
ïè ñàòü â ïðè áëè æåí íîì âè äå:
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Ðèñ. 8. Äèñ ïåð ñè îí íàÿ çà âè ñè ìîñ òü äëÿ k = –2. (Âàðèàíòû à — ã — êàê íà ðèñ. 3)



~ ( ) exp
( )

( ) ( )( )
w k

k

k

k z b k z
» + +

+

+

- + + -

æ

è
ç

ö

ø
÷1 1

2

1 2

4 1

1 2 12 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷. (47)

Âñå ïî ëó ÷åí íûå âû øå ðå çóëü òà òû ïðè b 2  = 1 ïî ëíîñ òüþ ñî îò âå -
òñòâó þò ðå çóëü òà òàì, ïî ëó ÷åí íûì äëÿ íå ïðå ðûâ íî ãî âåð òè êàëü íî ãî
ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ, ðàñ ñìîò ðåí íî ãî ðà íåå â ðà áî òå [31].
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Ðèñ. 9. Çà âè ñè ìîñ òü ~( )w k  ïðè z = 10 äëÿ çíà÷åíèé b2 = 4 è b2 = 1.21. Ñïëîø íàÿ ëè íèÿ — ãðà ôèê
óðàâ íå íèÿ (29), ïóí êòèð — àï ïðîê ñè ìà öèÿ (44). Ôðàãìåíò á — óâå ëè ÷åí íîå èçî áðà æå íè å
îá ëàñ òè –1< k < 0, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ — àï ïðîê ñè ìà öèÿ (47)

Ðèñ. 10. Òî æå äëÿ z = 3 ïðè b2 = 2.25 è  b2 = 1.21. Ñïëîø íàÿ ëè íèÿ — ãðà ôèê óðàâ íå íèÿ (29),
ïóí êòèð — àï ïðîê ñè ìà öèÿ (45), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ — àï ïðîê ñè ìà öèÿ (47)

Ðèñ. 11. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
àïïðîêñèìàöèè (44) â çàâèñè ìîñ -
òè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b2:
ôðàãìåíòû  à è á — äëÿ ñëó÷àåâ
z = 10 è z = 3 ñîîòâåòñòâåííî.
Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ÿâëÿ åò -
ñÿ çàïðåùåííîé



ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Â ðà áî òå ïðî âå äåí àíà ëèç óñëî âèé ðàñ ïðîñ òðà íå íèÿ âèí òî âûõ ìîä ñ 
m = ±1 â «òîí êîé» íå îäíî ðîä íîé ïî ðà äè ó ñó ìàã íèò íîé ñè ëî âîé òðóá -
êå. Îñíîâ íîå âíè ìà íèå â ðà áî òå óäå ëå íî ïðî áëå ìå íà õîæ äå íèÿ ñî -
áñòâåí íûõ ÷àñ òîò è ñî áñòâåí íûõ ôóíê öèé òà êèõ âèí òî âûõ âîç ìó ùå -
íèé. Ìû ïðåä ïî ëî æè ëè, ÷òî íà ãðà íè öå ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà âåð òè -
êàëü íîå ìàã íèò íîå ïîëå ÿâ ëÿ åò ñÿ ðàç ðûâ íûì è ÷òî ïî òðóá êå òå ÷åò îä -
íî ðîä íûé òîê. Ýòîò òîê ãå íå ðè ðó åò àçè ìó òàëü íîå ìàã íèò íîå ïîëå, íà -
ðàñ òà þ ùåå ïðî ïîð öè î íàëü íî r âíóò ðè òðóá êè è ñïà äà þ ùåå êàê r -1  — 
îò ãðà íè öû øíó ðà. Çíà ÷å íèÿ ïëîò íîñ òè ïëàç ìû ïðåä ïî ëà ãà ëèñü ïî -
ñòî ÿí íû ìè âíóò ðè è ñíà ðó æè òðóá êè. Ýòè ïðåä ïî ëî æå íèÿ ïðè âî äÿò ê
óðàâ íå íè ÿì ìà ëûõ êî ëå áà íèé (14) è (16) âíóò ðè è ñíà ðó æè ïëàç ìåí -
íî ãî øíó ðà äëÿ âîë íî âûõ ìîä ñ w2  > 0. Àíàëèç óðàâ íå íèÿ (16) ïî êà çàë, 
÷òî îíî èìå åò ðå øå íèÿ ïðè ÷àñ òî òàõ, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùèõ íå ðà âå íñòâó
(21).

Ðå øå íèå óêà çàí íûõ óðàâ íå íèé ñ ãðà íè÷ íû ìè óñëî âè ÿ ìè (11) è
(12) íà ãðà íè öå øíó ðà ïðè âî äèò ê äî âîëü íî ñëîæ íî ìó â ìà òå ìà òè ÷åñ -
êîì ñìûñ ëå äèñ ïåð ñè îí íî ìó óðàâ íå íèþ (29). Êà ÷åñ òâåí íûé àíà ëèç
ýòî ãî óðàâ íå íèÿ ïî êà çàë, ÷òî îíî èìå åò ðå øå íèÿ òîëü êî äëÿ îï ðå äå -
ëåí íûõ çíà ÷å íèé ìàã íèò íûõ ïî ëåé è ïëîò íîñ òåé, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùèõ
íå ðà âå íñòâàì (21) è (32).

Äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå (29) áû ëî èñ ñëå äî âà íî â ïðè áëè æå íèè
ìà ëî ãî àçè ìó òàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ. Ïî ëó ÷å íî àíà ëè òè ÷åñ êîå âû -
ðà æå íèå (35) äëÿ ÷àñ òî òû, êî òî ðîå â ñëó ÷àå îò ñó òñòâèÿ àçè ìó òàëü íî ãî
ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ ïå ðå õî äèò â õî ðî øî èç âåñ òíûé â òå î ðèè ñî ëíå÷ íûõ
ìàã íèò íûõ òðó áîê ðå çóëü òàò [10]. Óñòà íîâ ëå íî, ÷òî â ýòîì ñëó ÷àå ñî -
áñòâåí íàÿ ôóíê öèÿ ðà äè àëü íî ãî ñìå ùå íèÿ (37) ñî âïà äà åò ñ ðà äè àëü -
íûì ñìå ùå íè åì, ïî ëó ÷åí íûì â ðà áî òå [8] â òîì æå ïðè áëè æå íèè. Ýòî
ñìå ùå íèå èìå åò âèä «ñòó ïåíü êè» ñ àì ïëè òó äîé, óáû âà þ ùåé îò ãðà íè -
öû øíó ðà. Èìåí íî ïî ý òî ìó ìî äà m = 1 áû ëà íà çâà íà â óêà çàí íûõ ðà -
áî òàõ ãëî áàëü íîé.

Â ðàì êàõ ðàñ ñìîò ðåí íîé ìî äå ëè òàê æå èñ ñëå äî âàí âîï ðîñ î ãå íå -
ðà öèè íå óñòîé ÷è âûõ âèí òî âûõ ìîä m = ±1. Äëÿ òà êèõ ìîä ïî ëó ÷å íî
äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå (41), èç êî òî ðî ãî ñëå äó åò, ÷òî ðå øå íèÿ ñ
w2  < 0 íå ðå à ëè çó þò ñÿ. Ýòîò ðå çóëü òàò ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñÿ âàæ íûì ñ òî÷ êè
çðå íèÿ íà áëþ äå íèé ñî ëíå÷ íîé àê òèâ íîñ òè.

×èñ ëåí íîå èñ ñëå äî âà íèå äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ (29) äëÿ óñ -
òîé ÷ è âûõ ìîä w2  > 0 ïî êà çà ëî, ÷òî óðàâ íå íèÿ (44) — (47) ïî çâî ëÿ þò
äîñ òà òî÷ íî òî÷ íî àï ïðîê ñè ìè ðî âàòü ðàñ ñ÷è òàí íûå ÷èñ ëåí íûå êðè -
âûå. Áû ëî ïî êà çà íî, ÷òî åñòü òðè èí òåð âà ëà èç ìå íå íèÿ k, âíóò ðè êî òî -
ðûõ çà âè ñè ìîñòü ~( )w k , îïðå äå ëÿ å ìàÿ èç (29), èìå åò íå íó ëå âûå ðå øå -
íèÿ. Â èí òåð âà ëå k > 0 ñó ùåñ òâó åò îäíà ìî äà, ÷òî ñî ãëà ñó åò ñÿ ñ ðå çóëü -
òà òà ìè [31] äëÿ íå ïðå ðûâ íî ãî âåð òè êàëü íî ãî ìàã íèò íî ãî ïî ëÿ. Â îá -
ëàñ òè –1 < k < 0 â çà âè ñè ìîñ òè îò ïà ðà ìåò ðîâ ïëàç ìû è ìàã íèò íî ãî ïî -
ëÿ ìî ãóò ñó ùåñ òâî âàòü ëè áî îä íî, ëè áî äâà, ëè áî òðè ðå øå íèÿ. Äèñ -
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ïåð ñè îí íîå óðàâ íå íèå (30) â ýòîì èí òåð âà ëå íå èìå åò ðå øå íèé. Â ïî -
ñëåä íåì èí òåð âà ëå k < –1 ïðè âû ïîë íå íèè îïðå äå ëåí íî ãî óñëî âèÿ ìî -
ãóò ñó ùåñ òâî âàòü äâå âîë íî âûå ìî äû. Â ñëó ÷àå íå ïðå ðûâ íî ãî ìàã íèò -
íî ãî ïî ëÿ (b 2  = 1) ðå çóëü òà òû, ïðè âå äåí íûå íà ðèñ. 3—10, ñî âïà äà þò ñ 
ðå çóëü òà òà ìè, ïî ëó ÷åí íû ìè â ðà áî òå [31].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïî ëó ÷å íèå óðàâ íå íèÿ (38)

Ïî ëà ãàÿ g w2 2= -  > 0, ïå ðå ïè øåì óðàâ íå íèå (14) â âèäå

( )r g
x

i i
riF

d

dr
r

d

dr
2 2 3 0+

æ

è
ç

ö

ø
÷ = . (Ï.1.1)

Îòêó äà, êàê è ðàíü øå (ñì. (15)), ïî ëó ÷à åì

x xri a= . (Ï.1.2)

Ñíà ðó æè ïëàç ìåí íî ãî øíó ðà óðàâ íå íèå ìà ëûõ êî ëå áà íèé ìî äè -
ôè öè ðó åò ñÿ ñëå äó þ ùèì îá ðà çîì:
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ãäå m a  = const. Èíòåã ðè ðóÿ (Ï.1.3), ïî ëó ÷à åì
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Çäåñü âå ëè ÷è íû x è k îïðå äå ëå íû óðàâ íå íè åì (19), à ~g  — óðàâ íå íè åì
(40).

Èç (11), (Ï.1.1) è (Ï.1.4) ïî ëó ÷à åì ñâÿçü m a  ñ x a :
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 , (Ï.1.5)
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Èç (Ï.1.4) — (Ï. 1.6) íà õî äèì

x xre a

G x

G
=

( )

( )1
 . (Ï.1.7)

Èç (Ï.1.3) è (Ï. 1.6) ïî ëó ÷à åì óðàâ íå íèå
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( )
r g

x x j
+ == +  , (Ï.1.8)

êî òî ðîå áó äåì èñ ïîëü çî âàòü ïðè ðàñ ÷å òå ãðà íè÷ íî ãî óñëî âèÿ (12).
Èç (12), (Ï.1.2), (Ï.1.7) ïî ëó ÷à åì èñ êî ìîå äèñ ïåð ñè îí íîå óðàâ íå -

íèå

21

ÂÈÍÒÎÂÀß ÌÎÄÀ m = 1 Â ÒÎÍÊÎÌ ÏËÀÇÌÅÍÍÎÌ ØÍÓÐÅ



g r r
j2 2 2 2

22

1
a k a B B

B a

aG
i e z zi ze( ) ( )

( )

( )
- + - = , (Ï.1.9)

ñî âïà äà þ ùåå ñ óðàâ íå íè åì (38).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïî ëó ÷å íèå óðàâ íå íèé (45) — (46)

Äëÿ äèñ ïåð ñè îí íî ãî óðàâ íå íèÿ (29) â èí òåð âà ëå 0 < £k  1 ìîæ íî ïî ëî -
æèòü ~ ~w k, ÷òî ïðè âî äèò ê ðà âå íñòâó
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Ïðè k d= - -1 , d <<1 â óðàâ íå íèè (29) ñïðà âåä ëè âî ïðè áëè æå íèå 
~ ~w k- -1, ÷òî ïðè âî äèò ê óðàâ íå íèþ
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Äëÿ âû ïîë íå íèÿ óñëî âèÿ (21) â (Ï.2.2) íå îá õî äè ìî îñòà âèòü òîëü -
êî çíàê «+», ÷òî ïðè âî äèò ê óðàâ íå íèþ (46). Àíàëîãè÷íàÿ ñè òó à öèÿ
èìå åò ìåñ òî ïðè ïî ëó ÷å íèè (47).

Àâòîðû áëà ãî äàð íû È. Ò. Æó êó çà ïî ìîùü â îôîð ìëå íèè ðó êî ïè -
ñè. Ðà áî òà âû ïîë íå íà â ðàì êàõ Êîì ïëåê ñíîé ïðî ãðàì ìû ÍÀÍ Óêðà è -
íû ïî êîñ ìè ÷åñ êèì èñ ñëå äî âà íè ÿì è ïðî ãðàì ìû ÍÀÍ Óêðà è íû ïî
ôè çè êå ïëàç ìû. Ðà áî òà òàê æå ïîä äåð æà íà ãðàí òîì Óêðà èí ñêî ãî íà -
ó÷íî-òåõ íè ÷åñ êî ãî öåí òðà, ïðî åêò ¹ 6060. Àâòîðû áëà ãî äà ðÿò ðå öåí -
çåí òà çà ïî ëåç íûå çà ìå ÷à íèÿ, ñïî ñî áñòâî âàâ øèå ñó ùåñ òâåí íî ìó
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