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Ñòàòèñòèêà êðèâûõ áëåñêà óäàëåííîãî èñòî÷íèêà,
ìèêðîëèíçèðîâàííîãî ñèñòåìîé òî÷å÷íûõ 
è ïðîòÿæåííûõ ìàññ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ìèêðîëèíçèðîâàíèå óäàëåííîãî
èñ òî÷ íèêà ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé òî÷å÷íûõ ìàññ-çâåçä è ïðîòÿ -
æåííûõ ìàññ, ìîäåëèðóþùèõ ñãóñòêè òåìíîé ìàòåðèè. Ðàçìåð êàæ -
äî ãî ñãóñòêà âûáèðàëñÿ ðàâíûì 5 èëè 10 åãî ðàäèóñîâ Ýéíøòåéíà. Äëÿ 
êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà ìèêðîëèíçèðî âà -
íèÿ, ðàçìåðû ñãóñòêîâ) ñãåíåðèðîâàíû ïî 100 ðåàëèçàöèé ïîëÿ êîýô -
ôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîä -
íîì ðàñïðåäåëåíèè ìèêðîëèíç ñ ñîëïèòåðîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïî
ìàññàì. Íà ýòîé îñíîâå ðàññ÷èòàíû àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
êðèâûõ áëåñêà äëÿ ðàçíîãî îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ñãóñòêîâ â îáùóþ
îïòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ s tot  = 0.3. Ïîêàçàíî, ÷òî
çà âèñèìîñòü àâòîêîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îò îïòè÷åñêîé ïëîòíîñ -
òè ñãóñòêîâ èìååò íåìîíîòîííûé õàðàêòåð.

ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÊÐÈÂÈÕ ÁËÈÑÊÓ Â²ÄÄÀËÅÍÎÃÎ ÄÆÅÐÅËÀ, Ì²Ê -
ÐÎ Ë²ÍÇÎÂÀÍÎÃÎ ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÒÎ×ÊÎÂÈÕ ÒÀ ÏÐÎÒßÆÍÈÕ
ÌÀÑ, Ñëþñàð Â. Ì., Æäàíîâ Â. ²., Àëåêñàíäðîâ Î. Ì., Ôåäîðîâ Î. Â. —
Ðîç ãëÿíóòî ãðàâ³òàö³éíå ì³êðîë³íçóâàííÿ â³ääàëåíîãî äæåðåëà ñòî -
õàñòè÷íîþ ñèñòåìîþ òî÷êîâèõ ìàñ-ç³ð ³ ïðîòÿæíèõ ìàñ, ùî ìîäå -
ëþþòü çãóñòêè òåìíî¿ ìàòåð³¿. Ðîçì³ðè êîæíîãî çãóñòêà âèáèðàëèñÿ 
ð³âíèìè 5 àáî 10 éîãî ðàä³óñàì Åéíøòåéíà. Äëÿ êîæíîãî íàáîðó ïàðà -
ìåòð³â (îïòè÷íà ãëèáèíà ì³êðîë³íçóâàííÿ, ðîçì³ð çãóñòêà) çãåíåðî -
âàíî ïî 100 ðåàë³çàö³é ïîëÿ êîåô³ö³ºíò³â ï³äñèëåííÿ, ïðèïóñêàþ÷è
ïðî ñ òîðîâî îäíîð³äíèé ðîçïîä³ë ì³êðîë³íç ç ñîëï³òåð³âñüêèì ðîç ïî -
ä³ ëîì çà ìàñàìè. Íà ö³é îñíîâ³ ðîçðàõîâàíî àâòîêîðåëÿö³éí³ ôóíêö³¿
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êðèâèõ áëèñêó äëÿ ð³çíîãî â³äíîñíîãî âíåñêó çãóñòê³â ó çàãàëüíó îï -
òè÷íó ãëèáèíó ì³êðîë³íçóâàííÿ s tot  = 0.3. Ïîêàçàíî, ùî çàëåæí³ñòü
ïîâåä³íêà àâ òî êîðåëÿö³éíèõ ôóíêö³é â³ä îïòè÷íî¿ ãëèáèíè çãóñòê³â
ìàº íåìîíîòîííèé õàðàêòåð.

STATISTICS OF LIGHT CURVES OF A DISTANT SOURCE MICRO LEN -
SED BY A SYSTEM OF POINT AND EXTENDED MASSES, by Sliu -
sar V. M., Zhdanov V. I., Alexandrov A. N., Fedorova E. V. — We study the
gra v i ta tional microlensing of a dis tant source microlensed by a sto chas tic
sys tem of point masses-stars and ex tended clumps mod el ing dark mat ter
sub halos. The size of each clump is as sumed to be 5 or 10 Ein stein ra dii ac -
cord ing to its mass. For each set of ini tial pa ram e ters (op ti cal depth of
micro lensing, size of the clump) we gen er ated 100 re al iza tions of mag ni fi -
ca tion pat terns con sid er ing spa tially ho mo ge neous dis tri bu tion of micro -
lenses with the Salpeter mass func tion. On the ba sis of this we cal cu lated
auto correlation func tions of light curves for dif fer ent rel a tive con tri bu tions
of clumps with to tal op ti cal depth s tot  = 0.3. It is found that the de pend ence
of the autocorrelation func tions upon the optical depth of the clumps is
non-monotonous.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî [15, 24], â ñîâðåìåííóþ ýïîõó îñíîâíîé âêëàä â ñðåä -
íþþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ïëîòíîñòü äàþò òåìíàÿ ýíåðãèÿ, ïðåäñòàâ ëÿ å -
ìàÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, è íåáàðèîíàÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ (ÒÌ); 
îáû÷íàÿ áàðèîííàÿ ìàòåðèÿ ñîñòàâëÿåò ëèøü 4.5 %. Îäíàêî ìèê ðî -
ñòðóêòóðà ÒÌ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåèçâåñòíà; â ëèòåðàòóð íûõ èñ -
òî÷ íèêàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
êî òîðûå ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü ñîñòàâëÿþùèõ ÒÌ [12, 42]. Õî -
ëîä íàÿ ÒÌ, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ñîñòîèò èç òÿæåëûõ ÷àñòèö, êîòîðûå
èìåþò íåáîëüøèå ñêîðîñòè è ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìî äåéñò âóþò ìåæäó 
ñîáîé è ñ áàðèîííûì âåùåñòâîì. Îáùåïðèíÿòî, ÷òî ÒÌ äàåò îñíîâ -
íîé âêëàä â ìàññû ãàëàêòèê. Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû [33, 34], ãàëî ãàëàêòèê èç õîëîäíîé ÒÌ äîëæíû ñîñòîÿòü èç
ñóá ãàëî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå èìåþò ñóá -
ñòðóê òóðó è ò. ä. Â èäåàëå òàêîå äðîáëåíèå ñòðóêòóð õîëîä íîé ÒÌ
äîëæ íî ïðîèñõîäèòü äî âåñüìà ìàëûõ ìàñøòàáîâ; â ðàçíûõ ëèòå ðà -
òóð íûõ èñòî÷íèêàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíè-ãàëî ñ ìàññàìè äî 10 6- M8

è äàæå äî 10 12- M8 è ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ìàñøòàáàìè ïîðÿä êà è
áîëüøå ðàçìåðîâ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû [8, 9, 13, 33]. Ïðåäñêàçû âà å ìîå
òàêîé èåðàðõè÷åñêîé êàðòèíîé áîëüøîå ÷èñëî ñóáñòðóêòóð ÒÌ [17,
21] íå ñîãëàñóåòñÿ c íàáëþäàåìûì êîëè÷åñòâîì êàðëèêîâûõ ãà ëàê òèê, 
â òîì ÷èñëå ñïóòíèêîâ íàøåé Ãàëàêòèêè. Îáñóæäåíèå ýòèõ è äðóãèõ
ïðîáëåì ìîäåëåé õîëîäíîé ìàòåðèè è ïóòåé èõ ðåøåíèÿ ìîæ íî íàéòè
â îáçîðå [12]. Îòäåëüíî îòìåòèì ìîäåëè «òåïëîé» ÒÌ, ñî ñòîÿ ùåé èç
îòíîñèòåëüíî ëåãêèõ ÷àñòèö ñ áîëüøèìè, ÷åì â ñëó÷àå õî ëîä íîé ÒÌ,
ñêîðîñòÿìè; áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîäàâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿ ïëîò íîñòè è



ôîðìèðîâàíèå ïðîòÿæåííûõ ñòðóêòóð ÒÌ íà ñðàâíè òåëü íî ìàëûõ
ìàñøòàáàõ [19, 29]. Â ëþáîì ñëó÷àå íàáëþäàòåëüíîå äîêà çàòåëüñòâî
íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ñãóñòêîâ ÒÌ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ïîçâîëèëî
áû çíà÷èòåëüíî îãðàíè÷èòü âûáîð ìîäåëåé åå ìèêðî ñòðóê òóðû.

Ýôôåêòû ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ [1, 2, 4] äàþò îäèí èç íå -
ìíîãèõ ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ ÒÌ. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ÿðêèì
ïðè ìåðîì ýòîãî çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ñëà áîãî ëèíçèðîâàíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ ÒÌ â ñêîïëåíèè ãà -
ëàêòèê «Ïóëÿ» (Bul let Clus ter) [10, 11]. Ïåðñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ýôôåêòîâ êîíêðåòíî äëÿ ïîèñêà ñóáñòðóê -
òóð ÒÌ (ñãóñòêîâ ÒÌ, ñóáãàëî è ò. ï.) â ðàçíûõ äèàïàçîíàõ ìàññ îá -
ñóæ äà ëèñü â ðÿäå ðàáîò [18, 41—43].

Â òåîðèè ãðàâèòàöèîííîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñ -
ëî ðàáîò (â ÷àñòíîñòè [2]) ïîñâÿùåíû ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì, íå -
ñìîò ðÿ íà òî, ÷òî èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ÷àñòî íàòàëêèâàåòñÿ íà
òðóäíîñòè â ñâÿçè ñ íåäîñòàòî÷íî äëèííûìè ðÿäàìè íàáëþäåíèé. Òåì 
íå ìåíåå, ýòèìè ìåòîäàìè ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, â òîì
÷èñëå è ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì âêëàäà ÒÌ [23, 26, 27, 37, 39]. Îò -
ìåòèì òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé
ÒÌ íà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé áëåñêà [26, 27]. Îä íà -
êî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïîäîáíûõ ðàáîò (â ÷àñòíîñòè, â ðàáî -
òàõ [3, 36]) ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî ðàñïðåäåëåíèå òî÷å÷íûõ ìàññ íà ôî -
íå ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé ìàòåðèè, ëèáî
ïðîáëåìà àíîìàëüíîãî îòíîøåíèÿ ïîòîêîâ, ìîäåëèðóåìûõ ñ ó÷àñ òèåì 
ìàññ ñóáãàëî ÒÌ ïîðÿäêà 106 M8 è áîëåå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç âîçìîæíîñòåé äëÿ
èçó ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ñóáñòðóêòóð ÒÌ ïðè ïîìîùè ñòàòèñ òè -
êè êðèâûõ áëåñêà âî âíåãàëàêòè÷åñêèõ ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ñèñ -
òå ìàõ (ÃËÑ) [1, 2, 4], à èìåííî, àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíîñòè ìèê ðî -
ëèí çèðîâàíèÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ ñãóñòêîâ òåìíîé ìàòåðèè ñ ìàññàìè è
ðàç ìåðàìè òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ìàññû çâåçä-ìèêðîëèíç. Ôàêòè÷åñêè 
çäåñü ðå÷ü èäåò î ïðîòÿæåííûõ îáúåêòàõ ëþáîé ïðèðîäû, êîòîðûå îò -
ëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ «òî÷å÷íûõ» ìèêðîëèíç ëèøü ðàçìåðàìè. Âìåñ -
òå ñ òåì â êîíòåêñòå âûøåóïîìÿíóòûõ ïðîáëåì òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà -
÷è â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà ìî -
äåëåé ìèêðîñòðóêòóðû ÒÌ. Íèæå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êðè -
âûì áëåñêà óäàëåííîãî èñòî÷íèêà, ìèêðîëèíçèðîâàííîãî ñòîõàñòè -
÷åñ êîé ñèñòåìîé îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷å÷íûõ ìàññ è ïðîòÿ -
æåííûõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñãóñòêîâ ÒÌ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñòàòèñòèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ íàáîðû çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà ðåàëèçàöèé 
ïîëÿ ìèêðîëèíç (òî÷å÷íûõ è ïðîòÿæåííûõ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
êðèâûõ áëåñêà ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷è -
òàòü àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè êðèâûõ áëåñêà. Åñòåñòâåííî, ÷òî
ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñãóñòêîâ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî êîãäà
òèïè÷íûé ðàçìåð R ñãóñòêîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå òèïè÷íîãî ðàäèóñà
Ýéíøòåéíà RE  ìèêðîëèíç, íàáëþäàåìàÿ êðèâàÿ áëåñêà íå áóäåò îòëè -
÷àòüñÿ îò àíàëîãè÷íîé êðèâîé äëÿ òî÷å÷íûõ ìàññ. Â ñëó÷àå æå R >> RE

ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà òî -
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÷å÷íûå ìèêðîëèíçû íàõîäÿòñÿ â ïîëå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé
ìàòåðèè. Ïîýòîìó íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò ìîæíî îæèäàòü ëèøü ïðè 
R ~ RE . Â íàøåé ðàáîòå áóäóò ðàññ÷èòàíû àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíê -
öèè êðèâûõ áëåñêà ñ ðàçíûì îòíîñèòåëüíûì ñîäåðæàíèåì ñãóñòêîâ è
òî÷å÷íûõ ìèêðîëèíç äëÿ ñîîòíîøåíèÿ k º R/RE  = 5 è k = 10.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòîé ìîäåëüþ [44], êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñèñòåìó
N öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïðîòÿæåííûõ ìàññ ðàçíûõ ðàçìåðîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â îäíîé ïëîñêîñòè («ïëîñêîñòü ëèíçû») íà ðàññòîÿ -
íèè Dd  îò íàáëþäàòåëÿ (â óðàâíåíèè ëèíçû èñïîëüçóþòñÿ ðàññòîÿ íèÿ
ïî óãëîâîìó äèàìåòðó). 

Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ìèêðîëèíçè ðîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [1, 2, 4], è â ñëó÷àå ìîäåëè [44] èìåþò âèä
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Çäåñü Rc i,  — õàðàêòåðíûé ðàçìåð i-é ïðîòÿæåííîé ìàññû M i , x i  —
óãëîâîå ïîëîæåíèå åå öåíòðà íà íåáå, RE i,  — ñîîòâåòñòâóþùèé
óãëîâîé ðàäèóñ êîëüöà Åéíøòåéíà: RE i,

2  = 4 2GM D c D Di ds d s/ ( ), Ds  —
ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëåì è èñòî÷íèêîì, Dds  — ðàññòîÿíèå
ìåæäó èñòî÷íèêîì è ëèíçîé. Êàæäîå ñëàãàåìîå èç ñóììû â ïðàâîé
÷àñòè (1) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè
ìàññû â ïëîñêîñòè ëèíçû R M Rc i i i c i, ,/ [| | ] }2 2 2 2{p x x- + . Â äàííîé ðàáîòå
äëÿ îäíîé ÷àñòè ìèêðî ëèíç («çâåçäû») ïðèíèìàëîñü Rc i,  << RE i, , à äëÿ
äðóãîé (ïðîòÿæåííûå «ñãóñòêè» ÒÌ) — Rc i,  = kRE i,  äëÿ äâóõ çíà÷åíèé
k = 5 è 10. Â Ïðèëîæå íèè òàêæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìèêðîëèíçè -
ðîâàíèÿ îäíèì ñãóñòêîì ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ñäâèãà.

Êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëèòè÷åñêîé ôîð -
ìóëîé [6, 44]

K
I d

I d
=

ò
ò

( ( ))

( )

Y x x

y y

2

2
 ,

ãäå y Y x= ( ) — óðàâíåíèå ëèíçû, I( )x  — ïðîôèëü ïîâåðõíîñòíîãî ðàñ -
ïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà. Â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå
ðàñ÷åò ïî ýòîé ôîðìóëå ýêâèâàëåíòåí èçâåñòíîìó ìåòîäó «ray-shoot -
ing»  [16, 30, 40]. Äàëåå âñå êðèâûå áëåñêà ðàññ÷èòàíû äëÿ èñòî÷íèêà ñ
ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÿðêîñòè ïî äèñêó. Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ
ðàáîò [5, 22, 32, 44] ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî âèäîèçìåíåíèå ìîäåëè èñ -
òî÷íèêà íåçíà÷èòåëüíî ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêèõ îöå -
íîê, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ êëàññà êîìïàêòíûõ èñòî÷íèêîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ áëåñêà, ò. å. ôàêòè÷åñêè çàâèñèìîñòåé êî -
ýô ôèöèåíòà óñèëåíèÿ K t( ) îò âðåìåíè, â ñëó÷àå êîíêðåòíîé ðåà ëè çà -
öèè ïîëÿ ìèêðîëèíç ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñòî÷íèê äâèæåòñÿ ïî ïðÿ -
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ìîé. Ðàçìåð ó÷àñòêà òðàåêòîðèè, íà êîòîðîé ïðîèçâîäèëèñü âû÷èñ ëå -
íèÿ, âûáèðàëñÿ òàê, ÷òîáû èçáåæàòü âëèÿíèÿ êðàåâûõ ýôôåêòîâ. Ìèê -
ðî ëèíçû ñ÷èòàëèñü íåïîäâèæíûìè. Èìåÿ 100 ðåàëèçàöèé ïîëÿ ìèêðî -
ëèíç è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êðèâûõ áëåñêà K t( ), ìû ðàññ÷èòû âàëè àâ -
òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

A K t K t K( ) ( ) ( ) ( )t t= - -D 2 , (2)

ãäå 

DK = [ ( )]K t 2 , (3)

ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî âñåì ðåàëèçàöèÿì êðèâûõ áëåñêà ñ çà -
äàí íûì çíà÷åíèåì îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ïðîòÿæåííûõ ìàññ s cl  è òî -
÷å÷ íûõ ìàññ s p . Äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â îòäåëü -
íûõ ñèìóëÿöèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè äî 200 ðåàëèçàöèé.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ïîëîæåíèÿ è ìàññû ìèêðîëèíç â ñèñòåìå âûáèðàëèñü ñëó÷àéíûì îá -
ðàçîì; öåíòðû ìèêðîëèíç ðàçáðàñûâàëèñü ñîãëàñíî îäíîðîäíîìó ðàñ -
ïðå äåëåíèþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R field ; ýòîò ðàäèóñ âûáèðàëñÿ äîñòà -
òî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âëèÿíèå êðàåâûõ ýôôåêòîâ è
îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìàòðèâàëèñü
ìèêðîëèíçû äâóõ òèïîâ: ìàññû ìàëûõ ðàçìåðîâ Rc i,  << RE i,  (ïðàêòè -
÷åñêè òî÷å÷íûå ìàññû, äëÿ êîòîðûõ íåíóëåâîå çíà÷åíèå Rc i,  âûáèðà -
ëîñü â öåëÿõ ðåãóëÿðèçàöèè) è ïðîòÿæåííûå ìàññû ñ ðàçìåðàìè ïî -
ðÿä êà íåñêîëüêèõ RE i,  («ñãóñòêè» ÒÌ). Â êàæäîé ðåàëèçàöèè ãåíå ðè -
ðî âàëñÿ íàáîð ìàññ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ñîëïèòåðà [25] ñ
ïî êàçàòåëåì ñòåïåíè –2.35 â äèàïàçîíå ìàññ M i  = [0.4...10]M8. Ñóì -
ìàð íàÿ îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü s tot  ïîëÿ ìèêðîëèíç, à òàêæå   îòíî ñè -
òåëü íîå ñîäåðæàíèå òî÷å÷íûõ ìàññ ñ ïëîòíîñòüþ s p  è «ñãóñòêîâ» ñ
ïëîòíîñòüþ s cl  â êàæäîé ðåàëèçàöèè áûëè îäèíàêîâûìè, s cl  + s p  = 
=s tot . Òåõíè÷åñêè äëÿ ââåäåíèÿ â ðàññìîòðåíèå ñãóñòêîâ ñíà÷àëà ãå íå -
ðè ðîâàëñÿ íàáîð ðåàëèçàöèé ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûõ ìàññ âíóò ðè
êðóãà ðàäèóñà R field , çàòåì â êàæäîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíî âûáðàí íàÿ
÷àñòü òî÷å÷íûõ ìàññ çàìåíÿëàñü ïðîòÿæåííûìè ñ òåì æå çíà÷å íèåì 
M i  è ñ ðàçìåðîì Rc i,  = kRE i, , ãäå êîýôôèöèåíò k âî âñåì íàáîðå ðåàëè -

çà öèé îñòàâàëñÿ îäíèì è òåì æå.
Çäåñü ìû ðàññìîòðåëè çíà÷åíèå s tot  = 0.3, çíà÷åíèÿ k â ðàçíûõ íà -

áî ðàõ ñîñòàâëÿëè k = 5 è 10. Çíà÷åíèå s cl  â ðàçíûõ ñèìóëÿöèÿõ âàðüè -

ð î âàëîñü îò 0.01 äî 0.2. Äðóãèå ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû â òàáëèöå;
âûáðàí ìàñøòàá RE ,8 = [ / ( )] /4 2 1 2GM D c D Dds d s8  = 1. Äàëåå âåëè÷èíû t, 
t çàïèñûâàåì â åäèíèöàõ RE ,8 (âïðî÷åì, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êà÷åñò -
âåííî íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìàññû, ò. å. íîðìèðîâêà íà M8 çäåñü ñîâåð -
øåííî óñëîâíà).
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Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

Ðàçìåð ïîëÿ 200
Ðàçìåð ïèêñåëÿ 0.05
Êîëè÷åñòâî ïèêñåëåé 1.25×10

7

Äëèíà ïóòè èñòî÷íèêà 20
Ðàçìåð ãàóññîâñêîãî èñòî÷íèêà 0.2
Îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü s tot 0.03 
Ðàçìåð ñãóñòêîâ k 5; 10
Îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñãóñòêîâ scl 0.01...0.2
Êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé 100

Â òàáëèöå èìåþòñÿ êàê ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
èñ ñëåäóåìûõ îáúåêòîâ (îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ,
ðàç ìåðû èñòî÷íèêîâ è ñãóñòêîâ, âêëàä ïîñëåäíèõ â îïòè÷åñêóþ ïëîò -
íîñòü), òàê è òåõíè÷åñêèå ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êà÷åñòâî
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (ðàçìåðû è êîëè÷åñòâî ïèêñåëåé, êîëè÷åñòâî ðåà -
ëèçàöèé). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûáîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé òåõíè -
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïðîìèññ ìåæ -
äó òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé è çàòðà÷èâàåìûì âðåìåíåì. Ýòîò âûáîð
ïðî èçâîäèëñÿ ïóòåì òåñòèðîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñò -
íîñ òè, áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àâòîêîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé êðè -
âûõ áëåñêà ïðè R field  = 200 è R field  = 100: ðàçíèöà ìåæäó ïîëó÷åííûìè
ôóíêöèÿìè áûëà çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé, ÷åì â ñëó÷àå ðàçíûõ îïòè÷åñ -
êèõ ãëóáèí ñãóñòêîâ.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïðèìåðû ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Ðàñ -
ïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ äëÿ ðàçíîãî îòíîñèòåëüíîãî ñî -
äåðæàíèÿ ñãóñòêîâ (ïðè îäèíàêîâîì s tot  = 0.3 ) çàìåòíî ðàçëè÷àþòñÿ.
Äëÿ ïîëó÷åííûõ êðèâûõ áëåñêà (êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ) áûëè ðàñ -
ñ÷èòàíû àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè A( )t  (ðèñ. 2) äëÿ äâóõ âàðè -
àíòîâ k = Rc i, /RE i,  ïðè ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñîäåðæàíèÿõ òî÷å÷íûõ è

ïðîòÿæåííûõ ìàññ.
Äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ðàäèóñà ñãóñòêîâ â îáëàñòè t < 3 èìå -

åò ìåñòî íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå êðèâûõ A( )t . Òàê, äëÿ k = 5 ïðè óâå -

ëè ÷åíèè ïàðàìåòðà s cl  îò íóëÿ äî 0.1 êðèâûå A( )t  îïóñêàþòñÿ, ïîñ ëå
çíà÷åíèÿ 0.18 ýòè êðèâûå ïîäíèìàþòñÿ, à ïîòîì ñíîâà îïóñêàþòñÿ. Èç
ðèñ. 2, à âèäíî, ÷òî êðèâàÿ ñ s cl  = 0.2 èäåò âûøå âñåõ â îáëàñòè t < 3, íî

çàòî áûñòðåå óáûâàåò ïðè t > 4, èç-çà ÷åãî èìåþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðó -
ãèìè êðèâûìè. Äëÿ áîëüøèõ ñãóñòêîâ (k = 10) çàâèñèìîñòü îò èõ âêëà -
äà ìåíåå âûðàæåíà, îäíàêî çäåñü òàêæå âèäíà íåìîíîòîííîñòü èçìå -
íå íèÿ êðèâûõ â çàâèñèìîñòè îò s cl , îñîáåííî â èíòåðâàëå îò 0.01 äî
0.15. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (k = 5, 10), êîãäà ñãóñòêè äàþò îñíîâíîé âêëàä â 
s tot , óáûâàíèå A( )t  êàê ôóíêöèè t < 3 äåëàåòñÿ áîëåå ðåçêèì.
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ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññ÷èòàíû àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè A( )t
êðè âûõ áëåñêà ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ ñîäåðæàíèÿõ òî÷å÷íûõ
è ïðîòÿæåííûõ ìèêðîëèíç äëÿ ñóììàðíîé îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè s tot = 
= 0.3. Ðàçìåðû ïðîòÿæåííûõ ìèêðîëèíç âûáèðàëèñü ñðàâíèìûìè ñ
ðàäèóñàìè Ýéíøòåéíà òî÷å÷íûõ ìèêðîëèíç. Ôàêòè÷åñêè âìåñòî êðè -
âûõ áëåñêà ðàññìàòðèâàëèñü çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ îò 
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Ðèñ. 1. Êàðòà êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ è ïðîòÿæåííûõ ìèêðîëèíç:
à—ã — äëÿ scl  = 0.01, 0.1, 0.15 è 0.2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììàðíàÿ îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü stot  =
= 0.3, k = 5

Ðèñ. 2. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ scl  (÷èñëà ó êðèâûõ): à — äëÿ

k = 5, á — äëÿ k = 10 



âðåìåíè. Ýòè çàâèñèìîñòè, à çíà÷èò è àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè,
â ïðèíöèïå ìîæíî îöåíèâàòü èç íàáëþäåíèé. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëü -
òà òîâ ñëåäóåò, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïàðàìåòðîâ
ïî ëÿ ìèêðîëèíç, ôóíêöèè A( )t  çàìåòíî èçìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè îò -
íî ñèòåëüíîãî ñîäåðæàíèÿ ñãóñòêîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü êëàñ -
òå ðèçîâàííóþ òåìíóþ ìàòåðèþ. Èíòåðåñíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íå -
ìî íî òîííîå ïîâåäåíèå A( )t  â çàâèñèìîñòè îò âêëàäà ñãóñòêîâ, ÷òî îò -
ðà æàåò ñëîæíîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé îòäåëüíûõ ìèêðîëèíç ïðè
ôîð ìèðîâàíèè êàóñòèê ñèñòåìû.

Â íàøåé ðàáîòå ðå÷ü èäåò ïðåæäå âñåãî î ïðèíöèïèàëüíîé âîç -
ìîæ íîñòè âûÿâëåíèÿ ýôôåêòîâ êëàñòåðèçàöèè ÒÌ — ïðè ïîÿâëåíèè â
áóäóùåì äîñòàòî÷íî äëèííûõ è òî÷íûõ ðÿäîâ íàáëþäåíèé. Òàêàÿ âîç -
ìîæíîñòü ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì âíåãàëàêòè÷åñêèõ ÃËÑ, ãäå îæèäàåìûé
âêëàä s TM  èìååò äîñòàòî÷íóþ âåëè÷èíó. Ñîãëàñíî èçâåñòíûì îöåí -
êàì â ãàëàêòèêàõ ïëîòíîñòü ìàññû, ñîñðåäîòî÷åííîé â çâåçäàõ, çíà÷è -
òåëüíî áîëüøå ïëîòíîñòè ìàññû ÒÌ â ãàëî. Îäíàêî äëÿ âíåãàëàê òè -
÷åñêîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ âàæíà îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ
ïðî ïîðöèîíàëüíà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ìàññû, ò. å. ìàññû, ñïðî -
åê òèðîâàííîé íà ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ ê ëó÷ó çðåíèÿ. Ïîýòîìó
ïðèíÿòûå â äàííîé ðàáîòå îòíîøåíèÿ îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè çâåçä è
ÒÌ íà ëó÷å çðåíèÿ â ÃËÑ äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íû. Íàïðèìåð, åñëè
äëÿ ãàëàêòèêè ñ ìàññîé çâåçä 5 1010× M8 è ìàññîé ãàëî ÒÌ 2 1012× M8

ïðèíÿòü ðàçìåðû, 15  è 200 êïê ñîîòâåòñòâåííî [31], òî ãðóáàÿ îöåíêà
äàåò îòíîøåíèå îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ÒÌ ê àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíå
äëÿ çâåçä, ðàâíîå ïðèìåðíî 3. Êðîìå òîãî, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî â ïåð -
ñïåêòèâå áóäóò îòêðûòû ëèíçèðóþùèå îáúåêòû, ãäå ñîäåðæàíèå ÒÌ
çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Òàê, åñëè äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ ÃËÑ îòíîøåíèå
ìàññû ê ñâåòèìîñòè ëèíçèðóþùèõ ãàëàêòèê îöåíèâàåòñÿ íà óðîâíå
M/L ~ 2...4 [20], òî äëÿ íåêîòîðûõ ñôåðîèäàëüíûõ êàðëèêîâûõ ãàëàê -
òèê M/L ~ 100 [35].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ.

ÌÈÊÐÎËÈÍÇÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÄÍÈÌ ÏÐÎÒßÆÅÍÍÛÌ ÑÃÓÑÒÊÎÌ

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì êðèòè÷åñêèå êðèâûå è êàóñòèêè äëÿ ìîäåëè
ëèí çû, îáðàçîâàííîé îäèíî÷íûì «ñãóñòêîì» ñ âíåøíèì ïðèëèâíûì
ñäâè ãîì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî äëÿ àíàëîãè÷íûõ ìîäåëåé ñ òî -
÷å÷íîé ìàññîé èëè ñèíãóëÿðíîé èçîòåðìè÷åñêîé ñôåðîé â íà÷àëå êî -
îð äèíàò ýòè âîïðîñû õîðîøî èññëåäîâàíû.

Â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä
ñëå äóþùåé ñèñòåìû:

Y X
r R

1 1 2 2
1

1
= + -

+

æ

è
ç

ö

ø
÷g ,   Y X

r R
2 2 2 2

1
1

= - -
+

æ

è
ç

ö

ø
÷g , (4)

ãäå Y Y1 2,  — êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà (â åãî ïëîñêîñòè), X X1 2,  —
êîîðäèíàòû èçîáðàæåíèÿ â ïëîñêîñòè ëèíçû; íà÷àëî êîîðäèíàò íàõî -
äèòñÿ â öåíòðå «ñãóñòêà» è â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ïëîñêîñòè èñ -
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òî÷íèêà, êîîðäèíàòû íîðìèðîâàíû íà RE , R = R Rc E/ , g — ïàðàìåòð

ñäâèãà, r 2  = X 1
2  + X 2

2 . Äàëåå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà j — ïî -

ëÿðíûé óãîë â ïëîñêîñòè (X X1 2, ).
Ñèñòåìà (4) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ êîîðäèíàò. Çà -

ìåíà çíàêà g ýêâèâàëåíòíà ïîâîðîòó êàðòèíû íà p/2. Ïîýòîìó äîñòà -
òî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ g. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ
(4) ðàâåí

J X X
r R

r R
( , )1 2

2 2

2 2

2

21
=

+ -

+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ - g +

+ -

+
-

+
2

1
2

22
2 2

2 2 3

2

2 2 2
r

r R

r R

r

r R( )

cos( )

( )
g

j
. (5)

Êðèòè÷åñêèå êðèâûå íàõîäèì èç óñëîâèÿ J X X( , )1 2  = 0, êîòîðîå
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

f x Z Zx Z R R( , ) ( ) cos( ) ( )j g g jº - - - + +1 2 2 1 2 22 3 2 2 , (6)

ãäå x = r 2 , Z = x + R2 .
Ôóíêöèÿ f x( , )j  ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 3-é ñòåïåíè ïî x. Ïðè R = 0

óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò èçâåñòíóþ ìîäåëü ×àíã-Ðåôñäàëà (ñì. [1]); â
ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îïèñûâàåòñÿ 
ôóíêöèåé

r 2 2 1 2 21 2 2 1= - + +-( ) ( cos( ) cos ( ) )g g j g j . 

Î÷åâèäíî, ïðè R ® 0 îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6) äîëæíî
ñòðåìèòüñÿ ê ýòîìó âûðàæåíèþ.

Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ñäâèãà (|g| <
< 1). Ïðè îòñóòñòâèè ñäâèãà (g = 0) óðàâíåíèå (6) ôàêòîðèçóåòñÿ:

( )( )Z Z Z R- + - =1 2 02 2 .

Ïðè ýòîì äëÿ r 2  ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

r R( )1
2 21= - ,   r R R( ) ( )2

2 2 21

2
8 1 1= + - - .

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå êðèâûå èìåþò âèä äâóõ îêðóæíî ñ -
òåé, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè R2  < 1. Ïðè R2  > 1 êðèòè÷åñêèå êðèâûå
íå ñóùåñòâóþò. Çàìåòèì, ÷òî îáðàçîì îêðóæíîñòè r( )1

2  = 1 – R2  ÿâëÿåòñÿ 
íà÷àëî êîîðäèíàò Y1  = Y2  = 0, à îáðàçîì âòîðîé êðèòè÷åñêîé îêðóæ -
íîñòè ñëóæèò êàóñòèêà, êîòîðàÿ òàêæå èìååò âèä îêðóæíîñòè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ ïðîùå âñåãî ïðîâåñòè ÷èñ -
ëåííîå èññëåäîâàíèå êîðíåé ïîëèíîìà f x( , )j  ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å -
íèÿõ ïàðàìåòðîâ, à òî÷êè áèôóðêàöèè, â êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ êîëè -
÷åñò âî ðåøåíèé, íàéòè àíàëèòè÷åñêè. Êàê ïîêàçûâàåò òàêîé àíàëèç,
ïðè |g| < 1 ôóíêöèÿ f x( , )j  âñåãäà èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ j, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Íàñ,
î÷åâèäíî, èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè. Ñîîòâåòñòâåííî, 
èçìåíåíèå ÷èñëà ðåøåíèé ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî êîãäà îäèí èç
êîðíåé ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ f ( , )0 j  = 0.
Ïîñêîëüêó

f R R R( , ) [ ( ) ][ ( ) ]0 1 1 1 12 2 2j g g= - - + - ,
áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà R > 0, ïðè êîòîðûõ ìîæåò ïðî -
èñ õî äèòü èçìåíåíèå ÷èñëà ðåøåíèé (ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ j), ðàâíû
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R-
-= +( ) /1 1 2g ,      R+

-= -( ) /1 1 2g ,

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < R < R-  åñòü äâå êðèòè÷åñêèõ
êðèâûõ ñèñòåìû (4), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è îõâàòûâàþò
íà÷àëî êîîðäèíàò; ïðè R = R-  âíóòðåííÿÿ êðèâàÿ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó;
ïðè R-  < R < R+  îñòàåòñÿ îäíà êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ òàêæå
ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó è èñ÷åçàåò ïðè R > R+ .

Ïîñëå îòûñêàíèÿ âèäà êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäè íà -
òàõ r = r( )j , íàõîäèì èõ äåêàðòîâî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå 
( ( )X 1 j , X 2 ( )j ), çàòåì èç óðàâíåíèé (4) íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå
êàóñòèêè (Y1 ( )j , Y2 ( )j ) .

Èç óðàâíåíèé (4) áåç òðóäà íàõîäèì èçîáðàæåíèå òî÷å÷íîãî èñ -
òî÷ íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò Y1  = Y2  = 0. 

Êðîìå òðè âèàëüíîãî ðåøåíèÿ X 1
1( )  = X 2

1( )  = 0 â îáùåì ñëó÷àå
âîçìîæíû åùå ÷å òûðå:

X 1
2 3 0( , ) = ,   X R2

2 3 21

1
( , ) = ±

-
-

g
,

X R1
4 5 21

1
( , ) = ±

+
-

g
 ,  X 2

4 5 0( , ) = ,

(â ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ðåøåíèÿ). Âñå îíè ñóùåñò âóþò, åñëè 0 < R < 
< +1 1/ g , ò. å. êîãäà èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ âíóòðè äâóõ êàóñòèê. Åñëè

ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ òàêîâî, ÷òî 1/ 1+ g  < R < 1/ 1- g , òî ðåøåíèÿ 

ñ íîìåðàìè 4 è 5 òåðÿþò ñìûñë, è îñòàþòñÿ òðè èçîáðàæåíèÿ. Åñëè æå
1/ 1- g  < R, òî «âûæèâàåò» òîëüêî ïåðâîå ðåøåíèå — îäíî èçîáðàæå -

íèå. Ìû åùå ðàç óáåäèëèñü, ÷òî áèôóðêàöèè ïðîèñõîäÿò èìåííî ïðè
òåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå áûëè íàéäåíû ðàíåå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 3, à ïîêàçàíû êàóñòèêè, ñîîòâåò ñò âóþ -
ùèå çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ g = 0.4, R = 0.6; íà ðèñ. 3, á — êàóñòèêà,
ñîîò âåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèÿì g = 0.4 è R = 0.9. Äîïîëíèòåëüíî óêàæåì,
÷òî ïðè R ® 0 êàóñòèêà, îáîçíà÷åííàÿ ñïëîøíîé ëèíèåé, ñòÿãèâàåòñÿ
â òî÷êó (íà÷àëî êîîðäèíàò), ïðè R ® 1/ 1- g  îíà ñæèìàåòñÿ â âåðòè -

êàëü íîì íàïðàâëåíèè; ïðè R ® 1/ 1+ g  êàóñòèêà, îáîçíà÷åííàÿ øòðè -

õà ìè, ñòÿãèâàåòñÿ ê âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó.
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Ðèñ. 3. Êàóñòèêè äëÿ ìîäåëè «ñãóñòîê ñ âíåøíèì ïîëåì»: à — äëÿ  g = 0.4, R = 0.6; á — äëÿ  g =
= 0.4, R = 0.9
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