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ñò³éê³ñòü òî÷îê ð³âíîâàãè òà áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ
Íüþòîíà — Ðàôñîíà ó çàäà÷³ òðüîõ ò³ë

Ó ðîáîò³ ïðåäñòàâëåíî äîñë³äæåííÿ êðèâèõ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³,
àíàë³ç ë³í³éíî¿ ñò³éêîñò³ òà áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü
òî÷ êàì ð³âíîâàãè â ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â òà
ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì â³äïîâ³äíî ï³ä âïëèâîì çáóðþâàëüíèõ
ôàêòîð³â ó âèãëÿä³ îïîðó Ïîéíò³íãà — Ðîáåðòñîíà (PR-îï³ð), îïîðó
ñîíÿ÷íîãî â³òðó òà äèñêà, ÿêèé îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî ñï³ëüíîãî öåíò -
ðà ìàñ ñèñòåìè. Îòðèìàíî êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³ ³ âèÿâëåíî, ùî
ïðè íàÿâíîñò³ çáóðþâàëüíèõ ôàêòîð³â äåôîðìóþòüñÿ çàáîðîíåí³ îá -
ëàñò³ ðóõó ÷àñòèíîê íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè. Ïðîàíàë³çîâàíî ë³í³éíó
ñòàá³ëüí³ñòü ³ âïëèâ çáóðþâàëüíèõ ôàêòîð³â äëÿ òðèêóòíèõ òî÷îê
ð³âíîâàãè. Ïîì³÷åíî, ùî ÷åðåç PR-îï³ð òðèêóòí³ òî÷êè ð³âíîâàãè ñòà -
þòü íåñòàá³ëüíèìè ó ìåæàõ ä³àïàçîíó ñòàá³ëüíîñò³. Îá÷èñëåíî áà -
ñåé íè Íüþòîíà — Ðàôñîíà, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü òî÷êàì ð³âíîâàãè, ³
âñòàíîâëåíî, ùî ïðè íàÿâíîñò³ äèñêà çì³íþºòüñÿ ãåîìåòð³ÿ áàñåéí³â
ïðèòÿãàííÿ, òîä³ ÿê âïëèâ ³íøèõ çáóðþâàëüíèõ ôàêòîð³â íà ñòðóêòó -
ðó áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ äóæå ìàëèé.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³, ë³í³éíà ñòàá³ëüí³ñòü, ÍÐ-
áà ñåéíè ïðèòÿãàííÿ, îï³ð Ïîéíò³íãà — Ðîáåðòñîíà, îï³ð ñîíÿ÷íîãî
â³òðó, äèñê.
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ÂÑÒÓÏ

Â îñòàíí³ ðîêè âàæëèâ³ñòü îáìåæåíî¿ ïðîáëåìè òðüîõ ò³ë (ÎÏÒÒ) äëÿ
äîñë³äæåííÿ êîñìîñó çðîñëà ÷åðåç ¿¿ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â êîñì³÷íèõ 
ì³ñ³ÿõ. ÎÏÒÒ çàñòîñîâóºòüñÿ äî áàãàòüîõ ïëàíåòíèõ ñèñòåì äëÿ äî -
ñë³ä æåííÿ äèíàì³êè òåñòîâèõ ÷àñòèíîê, òàêèõ ÿê êîìåòè â ñèñòåì³
Ñîí öå — Çåìëÿ, àñòåðî¿äè â ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð, ñóïóòíèê íàâ -
êîëî ñèñòåìè Ñîíöå — Çåìëÿ òîùî. Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó ÎÏÒÒ º
òðè êîë³íåàðí³ òî÷êè ð³âíîâàãè, íåñòàá³ëüí³ â ä³àïàçîí³ 0 < m £ 0.5, ³ äâ³

íåêîë³íåàðí³ òî÷êè ð³âíîâàãè, ñò³éê³ â ä³àïàçîí³ 0 < m < 0.03852... [20] . 
Ðÿä äîñë³äíèê³â ïîÿñíþþòü äèíàì³êó íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â

îêî ëèö³ òî÷îê ð³âíîâàãè âïëèâîì ðàä³àö³éíîãî òèñêó ó Ñîíÿ÷í³é
ñèñòåì³ ÷è çîðÿíèõ ïîäâ³éíèõ ñèñòåìàõ [1, 6]. Áàãàòî íàóêîâö³â [19,
22] äîñë³äæóâàëè ÎÏÒÒ ï³ä âïëèâîì ê³ëüêîõ ñèë îïîðó. Ïîéíò³íã [23]
³ Ðîáåðòñîí [25] ìîäèô³êóâàëè âèðàç äëÿ çàãàëüíî¿ ñèëè òèñêó âè -
ïðîì³íþâàííÿ íà ðóõîìó ñôåðè÷íó ÷àñòèíêó â ðåëÿòèâ³ñòñüê³é ôîðì³,
âðàõîâóþ÷è ÷ëåíè, ùî íå çàëåæàòü â³ä øâèäêîñò³, ³ ÷ëåíè, ùî çàëå -
æàòü â³ä øâèäêîñò³. Îòðèìàíèé åôåêò â³äîìèé ÿê îï³ð Ïîéíò³íãà —
Ðîáåðòñîíà (PR-îï³ð). Âèðàç äëÿ ïîâíî¿ ñèëè âèïðîì³íþâàííÿ íà ÷àñ -
òèíêó ïèëó çàïèñóºòüñÿ [2, 14] ÿê
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äå Fp  — ñèëà òèñêó ðàä³àö³éíîãî â³äøòîâõóâàííÿ, v — øâèäê³ñòü

÷àñòèíêè, r — ðàä³óñ-âåêòîð, c — øâèäê³ñòü ñâ³òëà, sw — â³äíîøåííÿ
îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó äî PR-îïîðó. Ó ðîáîò³ [7] âèâ÷àâñÿ âïëèâ ðà -
ä³àö³éíîãî òèñêó òà PR-îïîðó íà ³ñíóâàííÿ òî÷îê ð³âíîâàãè òà ¿õíþ
ë³í³éíó ñòàá³ëüí³ñòü â óçàãàëüíåí³é ôîòîãðàâ³òàö³éí³é ÎÏÒÒ. Áóëî
âèÿâ ëåíî, ùî íåñòàá³ëüí³ñòü íåêîë³íåàðíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè çóìîâ ëå -
íà PR-îïîðîì. Êð³ì öüîãî, ïðîâåäåíî ðÿä äîñë³äæåíü ç àíàë³çó âïëèâó
ñèë îïîðó íà òî÷êè ð³âíîâàãè â ÎÏÒÒ [11, 26].

Îñòàíí³ ñïîñòåðåæåííÿ êîñì³÷íîãî òåëåñêîïà «Ñï³òöåð» âèÿâèëè
íàÿâí³ñòü ïèëîâîãî ïîÿñà ó áàãàòüîõ ïîäâ³éíèõ ñèñòåìàõ [5, 32]. ×åðåç
íàÿâí³ñòü ïèëîâîãî ïîÿñà íàâêîëî ïîäâ³éíî¿ çîðÿíî¿ ñèñòåìè àáî ñè -
ñòåìè ïîäâ³éíî¿ ÷îðíî¿ ä³ðè äèíàì³÷íà ïîâåä³íêà ïèëîâèõ ÷àñòèíîê
ìîæå çì³íèòèñÿ. Êðóãîâèé äèñê íàâêîëî ñèñòåìè ïîñò-AGB â³ä³ãðàº
çíà÷íó ðîëü ó âèâ÷åíí³ åâîëþö³¿ á³íàðíî¿ ñèñòåìè [33]. Öå ñïîíóêàº
áàãàòüîõ àñòðîíîì³â, äîñë³äíèê³â ³ â÷åíèõ ìîäèô³êóâàòè ÎÏÒÒ øëÿ -
õîì ââåäåííÿ ó ðîçãëÿä ãðàâ³òàö³éíîãî ïîòåíö³àëó ïèëî âîãî ïîÿñó [8,
9]. Êóøâàõ [13] ³ Ê³øîð [10] äîñë³äæóâàëè ë³í³éíó ñò³é ê³ñòü òî÷îê
ð³âíîâàãè â çàäà÷³ ×åðìíèõ ç óðàõóâàííÿì ãðàâ³òàö³éíîãî ïîòåíö³àëó
ïèëîâîãî ïîÿñó ÿê äîäàòîê äî ðàä³àö³éíîãî òèñêó òà ñïëþ ùåíîñò³.
Áàãàòî äîñë³äíèê³â [10, 27, 28, 34] äîñë³äæóâàëè ñò³éê³ñòü òî÷îê ð³â -
íîâàãè äî âïëèâó ð³çíèõ çáóðåíü, òàêèõ ÿê ðàä³àö³éíèé òèñê, àëüáåäî,
PR-îï³ð, ñïëþùåí³ñòü òîùî. 
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Âèâ÷åííÿ òî÷îê ð³âíîâàãè â³ä³ãðàº æèòòºâî âàæëèâó ðîëü ó ïðî -
ºêòóâàíí³ òðàºêòîð³é äëÿ êîñì³÷íèõ ì³ñ³é [15]. Ó ðîáîò³ [22] íà îñíîâ³
ðîçãëÿäó ðàä³àö³éíîãî òèñêó ³ ñèëè îïîðó äëÿ àíàë³çó ñòàá³ëüíîñò³
òî÷îê ð³âíîâàãè â ñèñòåì³ Ñîíöå — (Çåìëÿ + Ì³ñÿöü) áóëî âèÿâëåíî,
ùî òðèêóòí³ òî÷êè ð³âíîâàãè ñòàþòü íåñòàá³ëüíèìè ÷åðåç PR-îï³ð.
Áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ çàáåçïå÷óþòü ñïîñ³á îïèñó äèíàì³÷íî¿ ïîâåä³íêè
àòðàêòîð³â [21]. Ó ÎÏÒÒ íàéïðîñò³øèì ïðèêëàäîì àòðàêòîðà º òî÷êè
ð³âíîâàãè. Íàá³ð âèõ³äíèõ òî÷îê ó ïðîñòîð³ ñòàí³â, ùî âåäå äî ïåâíî¿
òî÷êè ð³âíîâàãè (ÿê àòðàêòîðà), óòâîðþº îáëàñòü, â³äîìó ÿê áàñåéí
ïðèòÿãàííÿ àáî çáëèæåííÿ, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè ³òåðàö³éíèìè ÷è -
ñåëüíèìè ìåòîäàìè. Äóñêîñ [3] âèçíà÷èâ áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ çà
äîïîìîãîþ ìåòîäó Íüþòîíà — Ðàôñîíà â çàäà÷³ Õ³ëëà ïðè íàÿâíîñò³
ñïëþñíóòîñò³ òà ðàä³àö³éíîãî òèñêó. Ó ê³ëüêîõ ðîáîòàõ [30, 31, 35]
âèêîðèñòîâóâàâñÿ áàãàòîâèì³ðíèé ìåòîä Íüþòîíà — Ðàôñîíà â ðàì -
êàõ ñèñòåìè ê³ëüêîõ ò³ë äëÿ îïèñó áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïî -
â³äàþòü òî÷êàì ð³âíîâàãè.

Ó ö³é ðîáîò³ íàñ ö³êàâèòü àíàë³ç êðèâèõ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³ òà àíà -
ë³ç ë³í³éíî¿ ñò³éêîñò³ òðèêóòíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè ïðè íàÿâíîñò³ ñèë
îïî ðó òà äèñêà, à òàêîæ îá÷èñëåííÿ áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ â ñèñòåì³
Ñîí öå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â òà ñèñòåìîþ b Pic ç ïèëîâèì ïî -
ÿñîì ï³ä âïëèâîì ðàä³àö³éíîãî òèñêó, PR-îïîðó, îïîðó ñîíÿ÷íîãî
â³òðó.

Ð²ÂÍßÍÍß ÐÓÕÓ

Ðîçãëÿíåìî, ùî äâ³ ìàñè m1  (á³ëüøà îñíîâíà) ³ m2  (ìåíøà îñíîâíà)
îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî ñâîãî öåíòðà ìàñ çàâäÿêè âçàºìíèì ñèëàì ïðè -
òÿãàííÿ. Ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî ïðîáíà ÷àñòèíêà ç íåçíà÷íîþ ìàñîþ (íå -
ñê³í÷åííî ìàëîþ ìàñîþ) ðóõàºòüñÿ ï³ä ä³ºþ ãðàâ³òàö³éíîãî ïîëÿ ÿê îñ -
íîâíî¿, òàê ³ äèñêîïîä³áíî¿ ñòðóêòóðè, àëå íå âïëèâàº íà ðóõ îñíîâíèõ
ìàñ. Íåõàé á³ëüøà îñíîâíà ìàñà º äæåðåëîì âèïðîì³íþâàííÿ, ÿêå ä³º
ñèëîþ ðàä³àö³éíîãî òèñêó Fp  íà íåñê³í÷åííî ìàëó ìàñó â íàïðÿìêó,
ïðîòèëåæíîìó ñèë³ òÿæ³ííÿ Fg . Äàë³ ãðàâ³òàö³éíèé ïîòåíö³àë ïèëîâî -
ãî äèñêà ó ìîäåë³ Ì³ÿìîòî ³ Íàãà¿ [17] çàäàºòüñÿ ÿê
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,

äå M d  — çàãàëüíà ìàñà äèñêà; r — îïîðíèé ðàä³óñ äèñêà; T = a + b —
ïàðàìåòð, ÿêèé âèçíà÷àº ïðîô³ëü ù³ëüíîñò³ äèñêà. Ïàðàìåòð a âèçíà -
÷àº ñïëþñíóò³ñòü ïðîô³ëþ, à b íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì ÿäðà, ÿêèé
êîíòðîëþº ðîçì³ð ÿäðà ïðîô³ëþ ù³ëüíîñò³ äèñêà. Ïðèïóñòèìî, ùî (x,
y, 0) — êîîðäèíàòà íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â ñèíîäè÷í³é ñèñòåì³ â³ä -
ë³êó Oxyz. Íåõàé ìàñîâèé ïàðàìåòð m = +m m m2 1 2/ ( ), òîä³ êîîðäè -
íàòè á³ëüøî¿ òà ìåíøî¿ îñíîâíèõ ìàñ äîð³âíþþòü (–m, 0) ³ (1 – m, 0)
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â³äïîâ³äíî. Òîìó ð³âíÿííÿ ðóõó íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè ó ïëîùèí³ xy
[19, 22] çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³
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ðàä³àëüíà â³äñòàíü íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè ó êëàñè÷í³é ÎÏÒÒ [12, 13,
29, 34]. Êîìïîíåíòè F FPR x PR y, ,,  ó ð³âíÿííÿõ (1)—(2) äîð³âíþþòü [12]
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äå W q cd1 1 1= - -( )( ) /m  — ïàðàìåòð îïîðó, à cd  ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê áåç -
ðîçì³ðíà øâèäê³ñòü ñâ³òëà, åêâ³âàëåíòíà ïîñò³éí³é øâèäêîñò³ ñâ³òëà c
[12, 24]; q — áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ÿêèé â³äïîâ³äàº êîåô³ö³ºíòó
çìåíøåííÿ ìàñè ³ âèðàæàºòüñÿ ÿê [12]

0 << q
a

= -
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56 10 5.

r
c £ 1,

äå âåëè÷èíè a, r òà c — ðàä³óñ îáìåæåíî¿ ìàñè, ù³ëüí³ñòü òà êîå -
ô³ö³ºíò åôåêòèâ íîñò³ ðàä³àö³éíîãî òèñêó â³äïîâ³äíî (ó ñèñòåì³ ÑÃÑ); 

r1  = ( )x y+ +m 2 2 , r x y2
2 21= + - +( )m  ³ r x y= +2 2  — â³ä ñòà í³

íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â³ä m m1 2,  ³ öåíòðà ìàñ â³äïîâ³äíî. Äëÿ âñ³õ
÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ìè âñòàíîâèëè cd  = 299792458, m = 0.000954 äëÿ

ñèñòåìè Ñîíöå — Þï³òåð ³ m = 0.00703881 äëÿ ñèñòåìè b Pic [4].

ÒÐÈÊÓÒÍ² ÒÎ×ÊÈ Ð²ÂÍÎÂÀÃÈ

Äëÿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè òî÷êà (x, y), â ÿê³é øâèäê³ñòü äîñë³äæóâàíî¿
÷àñòèíêè ñòàº íóëüîâîþ, íàçèâàºòüñÿ òî÷êîþ ð³âíîâàãè. Ò³ òî÷êè ð³â -
íî âàãè, äëÿ ÿêèõ y = 0, íàçèâàþòüñÿ êîë³íåàðíèìè òî÷êàìè ð³âíîâàãè,
à ò³, äëÿ ÿêèõ y ¹ 0, — òðèêóòíèìè òî÷êàìè ð³âíîâàãè. Òóò ìè áóäåìî
ö³êàâèòèñÿ óìîâàìè ³ñíóâàííÿ ëèøå òðèêóòíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè. Ùîá
îòðè ìàòè òðèêóòí³ òî÷êè ð³âíîâàãè, ï³äñòàâèìî óìîâè & &x y= = 0 òà 
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&& &&x y= = 0 ó ð³âíÿííÿ ðóõó (1) ³ (2), â ðåçóëüòàò³ ÷îãî îòðèìàºìî ð³â -
íÿííÿ

n x
q x

r

x

r
2

1
3

2
3

1 1
-

- +
-

+ -
-

( )( ) ( )m m m m

-
+

+
+

=
M x

r T

sw W ny

r
d

c( )

( )
/2 2 3 2

1

1
2

1
0, (4)

n y
q y

r

y

r
2

1
3

2
3

1
-

-
- -

( )m m

-
+

-
+ +

=
M y

r T

sw W n x

r
d

c( )

( ) ( )
/2 2 3 2

1

1
2

1
0

m
. (5)

Ïðè â³äñóòíîñò³ çáóðþâàëüíèõ ïàðàìåòð³â ð³âíÿííÿ (4) ³ (5) äàþòü
çíà÷åííÿ r1  = 1 òà r2  = 1, ùî óçãîäæóºòüñÿ ç êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì
[16]. Ç ³íøîãî áîêó, ïðè íàÿâíîñò³ çáóðþâàëüíèõ ïàðàìåòð³â çíà÷åííÿ 
r1  ³ r2  ìîæóòü äåùî â³äð³çíÿòèñÿ â³ä 1. Ïîäàìî ¿õ ó âèãëÿä³ r1 11= + e  ³ 
r2 21= + e , äå e1 , e 2  — äóæå ìàë³ ðåàëüí³ âåëè÷èíè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³
ïàðàìåòðè ó âèðàçàõ r1  ³ r2 , âèçíà÷åíèõ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³,
ðîçâ’ÿæåìî îòðèìàí³ âèðàçè â³äíîñíî x ³ y, íåõòóþ÷è ÷ëåíàìè äðóãîãî 
òà âèùîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî e1 , e 2 :

x = - + -
1

2
2 1 2m e e( ), (6)

y = ± + +
1

2
3 4 1 2( )e e . (7)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ x, y íà äîäàòîê äî ïðèéíÿòèõ çíà÷åíü r1  ³ r2  â
(4) ³ (5), ðîçâ’ÿæåìî ë³íåàðèçîâàíó ñèñòåìó ð³âíÿíü â³äíîñíî e1 , e 2 :

e1
2 1 1 2

2 1 1 2

=
-

-

b c b c

a b a b
 , (8)

e 2
1 2 2 1

2 1 1 2

=
-

-

a c a c

a b a b
 , (9)
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b
n q M

r T
n sw Wd

c

2

2

2 2 3 2 1
3

7

2 3

1

3 3
2 1= + -

-
-

+
+ +

m m( )

( )
( )

/
,

c
n q M

r T

n sw Wd

c

2
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2 2 3 2

13

2

3

2

3 1

2

3

2

1

2
= - -

-
-

+
-

+m m( )

( )

( )
/

 .

Ç ð³âíÿíü (6) ³ (7) çðîçóì³ëî, ùî ïðè â³äñóòíîñò³ çáóðþâàëüíèõ ïà -
ðàìåòð³â âîíè äàþòü êëàñè÷í³ êîîðäèíàòè L4 5, , òîáòî (1/2 – m, ± 3/2).

Äëÿ òî÷êè L4  ïðîàíàë³çîâàíî âïëèâ PR-îïîðó, îïîðó ñîíÿ÷ íîãî â³òðó
òà íàÿâíîñò³ äèñêîïîä³áíî¿ ñòðóêòóðè â ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç
ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â (òàáë. 1) òà ñèñòåì³ b Pic ³ç ïèëîâèì ïîÿñîì (òàáë. 2). 
Àíàë³ç äëÿ L5  ïîä³áíèé äî àíàë³çó L4 . Âèäíî, ùî ïîëî æåííÿ (x, y) òî÷ -
êè L4  çì³ùóºòüñÿ ó á³ê ïî÷àòêó êîîðäèíàò ç³ çá³ëü øåííÿì ïàðàìåòðà
PR-îïîðó W1  (òàáë. 1, 2). Êð³ì òîãî, ïðèð³ñò îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó sw
çìåíøóº çíà÷åííÿ x-êîîðäèíàòè ³ çá³ëüøóº êîîð äè íàòó y, àëå ç äóæå
ìàëîþ øâèäê³ñòþ. Âðàõóâàííÿ íàÿâíîñò³ äèñêà ïðè çâîäèòü äî çìåí -
øåííÿ çíà÷åíü êîîðäèíàò òðèêóòíèõ òî÷îê ð³âíî âà ãè. Îòæå, ðàä³àö³é -
íèé òèñê, PR-îï³ð, îï³ð ñîíÿ÷íîãî â³òðó òà ïîòåí ö³àë â³ä ïèëîâîãî
ïîÿñó â ñèñòåìàõ (ñèñòåìà Ñîíöå — Þï³òåð ç ïî ÿñîì àñòåðî¿ä³â ³ ñè -
ñòåìà b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì) â³äõèëÿþòü ïîëî æåííÿ òðèêóòíèõ òî -
÷îê ð³âíîâàãè.
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W1
1010, -

 sw
  (x4, ± y4)

M d  = 0 M d  = 0.02

0  0  (0.4990460000, ±0.8660254038)  (0.4990459999, ±0.8584136822)
1.7  0  (0.4822371968, ±0.8561009269)  (0.4824578278, ±0.8485345281)
3.3  0  (0.4651307381, ±0.8455381532)  (0.4655759069, ±0.8380238563)
4.9  0  (0.4477043472, ±0.8342798095)  (0.4483782533, ±0.8268249508)
4.9  0.15 (0.4477043157, ±0.8342798263)  (0.4483782220, ±0.8268249678)
4.9  0.25 (0.4477042948, ±0.8342798376)  (0.4483782011, ±0.8268249791)
4.9  0.35 (0.4477042738, ±0.8342798489)  (0.4483781803, ±0.8268249904)

Òàáëèöÿ 1. Êîîðäèíàòè L4 5,  (x4 , ± y4 ) ó ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â ïðè 
rc  = 0.999, T = 0.01 òà m = 0.000954

W1
1010, -

 sw
  (x4, ± y4)

M d  = 0  M d  = 0.02

0 0 (0.4929611900, ±0.8660254038) (0.4904297520, ±0.8591872686)
3.3 0 (0.4685030498, ±0.8315126549) (0.4655940829, ±0.8243275173)
6.6 0 (0.4449351211, ±0.7889470938) (0.4415964439, ±0.7813514393)
9.9 0 (0.4179364423, ±0.7368531304) (0.4144064405, ±0.7286649104)
6.2 0.05 (0.4449351210, ±0.7889470938) (0.4415964438, ±0.7813514393)
6.2 0.10 (0.4449351208, ±0.7889470939) (0.4415964436, ±0.7813514394)
6.2 0.15 (0.4449351206, ±0.7889470940) (0.4415964435, ±0.7813514395)

Òàáëèöÿ 2. Êîîðäèíàòè L4 5,  (x4 , ± y4 ) ó ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì ïðè rc  = 0.999, T =

= 0.1 ³ m = 0.00703881



ÊÐÈÂ² ÍÓËÜÎÂÎ¯ ØÂÈÄÊÎÑÒ²

²íòåãðàë â³äíîñíî¿ åíåðã³¿ (òàêîæ â³äîìèé ÿê ³íòåãðàë ßêîá³) äëÿ çàäà -
÷³ [16] ìàº âèãëÿä

& &x y U C2 2 2+ = - , (10)

äå C — ïîñò³éíà ßêîá³, U — åôåêòèâíèé ïîòåíö³àë [12], ÿêèé
äîð³âíþº

U
n

x y
q

r r

M

r T

d= + +
-

+ +
+

+
2

2 2

1 2
2 22

1
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( )m m
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22

(( )& & )m

m
arctg . (11)

Ð³âíÿííÿ (10) îïèñóº çâ’ÿçîê ì³æ êîìïîíåíòàìè øâèäêîñò³ òà êî -
îð äèíàòàìè ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â îðá³òàëü -
í³é ïëîùèí³. Êðèâ³ ïðè íóëüîâ³é øâèäêîñò³ â³äîì³ ÿê êðèâ³ íóëüîâî¿
øâèäêîñò³, ÿê³ îòðèìóþòüñÿ ïðè & &x y= = 0 ó ð³âíÿíí³ (10), îïèñóþòüñÿ
âèðàçîì

n x y
q
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, (12)

ÿêèé âèçíà÷àº êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³, ïîâ’ÿçàí³ ç³ çíà÷åííÿì C.
Òåïåð ç ð³âíÿííÿ (12) çðîçóì³ëî, ùî äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ïðîñòîðîâèõ
êîîðäèíàò x ³ y âîíî çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

x y
C

n
2 2

2
+ =

- e
, (13)
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m m
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(14)

º ìàëîþ âåëè÷èíîþ. Ð³âíÿííÿ (13) îïèñóº êîëî ðàä³óñà ( ) /C n- e 2 .

Ïðè âåëèêîìó çíà÷åíí³ C îäíà ã³ëêà êîíòóðà íàáëèæàºòüñÿ äî àñèì ï -
òî òè÷íîãî êîëà, îñê³ëüêè e ñòàº äóæå ìàëèì. Ç ³íøîãî áîêó, äëÿ ìàëèõ
çíà÷åíü ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò x ³ y ð³âíÿííÿ (12) çàïèñóºòüñÿ ó
âèãëÿä³

C q

r r

M

r T

d

2

1

1 2
2 2

- =
-

+ +
+

+h
m m( )

 W n
y

x
1 arctg

+

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì
í
î

ü
ý
þm
, (15)

äå h = +n x y2 2 2 2( ) /  — ìàëà ä³éñíà âåëè÷èíà. Ð³âíÿííÿ (15) îïèñóº
åêâ³ïîòåíö³àëüí³ êðèâ³. Çíà÷åííÿ C ïðè L4 5,  (0.4823484, ±0.8522949) ó
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ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç
ïàðàìåòðè çáóðåííÿ ÿê

     C M q WL d4 5
0959067 5 49619 204223 211159 106361,
. . . . .» + + - - 9m, (16)

à ó âèïàäêó ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì ïðè L4 5,  (0.4762637,

± 0.8522948) —

C M q WL d4 5
0953234 39119 204847 212244 1072661,
. . . . .» + + - - m. (17)

Ïðè â³äñóòíîñò³ âñ³õ çáóðåíü âèðàçè (16) òà (17) çá³ãàþòüñÿ ç
âèðàçàìè ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó [20]. Øâèäê³ñòü çì³íè çíà÷åíü CL4 5,

 ç³
çá³ëüøåííÿì çíà÷åííÿ M d  ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Âèäíî, ùî çì³íà çíà÷åíü 
CL4

 á³ëüøà äëÿ ñèñòåìè Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â, í³æ äëÿ
ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì. Çá³ëüøåííÿ ïàðàìåòðà PR-îïîðó (W1)

çìåíøóº çíà÷åííÿ CL4 5,
, ùî âïëèâàº íà ãåîìåòð³þ êðèâèõ íóëüîâî¿

øâèäêîñò³ ³, îòæå, — íà îáëàñò³ ðóõó ÷àñòèíîê íåñê³í÷åííî ìàëî¿
ìàñè, à íàÿâí³ñòü îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó ñïðè÷èíÿº íåçíà÷íó çì³íó 
CL4 5,

. Çàáîðîíåí³ îáëàñò³ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü CL4 5,
 â ñèñòåì³ Ñîíöå —

Þï³òåð ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â ³ ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì ïîêàçàíî
íà ðèñ. 2 ³ 3. Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü CL4 5,

 îáëàñòü, äå ðóõ âèêëþ÷åíî, çà -
ëèøàºòüñÿ íàâêîëî L4 5, . Êð³ì òîãî, îáìåæåíà îáëàñòü ðîçøèðþºòüñÿ ç³
çá³ëüøåííÿì çíà÷åííÿ CL4 5,

, îõîïëþþ÷è L3  ³ ìåíøó îñíîâíó ìàñó. Ç
ðèñ. 2 âèäíî, ùî äëÿ CL4 5,

 = 3.080 íåñê³í÷åííî ìàëà ìàñà ìîæå ïåðå -
ì³ùàòèñÿ ëèøå âñåðåäèí³ çàáîðîíåíî¿ îáëàñò³, à ïîäàëüøå çá³ëüøåííÿ 
çíà÷åííÿ CL4 5,

 çìåíøóº îáëàñòü äëÿ ðóõó íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè. Ïî -
ä³á íó çì³íó áóëî âèÿâëåíî ó âèïàäêó ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì
(ðèñ. 3).
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Ðèñ. 1. Çì³íà çíà÷åíü CL4 5,
: à — â ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â, á — â ñèñòåì³

b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì



Ë²Í²ÉÍÀ ÑÒÀÁ²ËÜÍ²ÑÒÜ ÒÐÈÊÓÒÍÈÕ ÒÎ×ÎÊ Ð²ÂÍÎÂÀÃÈ

Êîëè äîñë³äæóâàíó ÷àñòèíêó çì³ùóâàòè ç³ ñâîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëî -
æåííÿ, íàäàþ÷è äóæå ìàëî¿ øâèäêîñò³, âîíà àáî êîëèâàòèìåòüñÿ íàâ -
êîëî ïî÷àòêîâî¿ òî÷êè, àáî â³ä³éäå â³ä íå¿. ßêùî ïåðøèé ñöåíàð³é â³ä -
áóâàºòüñÿ ïðîòÿãîì çíà÷íîãî ³íòåðâàëó ÷àñó, òî ïî÷àòêîâà òî÷êà ñòàº
ñòàá³ëüíîþ, ³íàêøå âîíà íåñòàá³ëüíà [18]. Äëÿ òåñòó ë³í³éíî¿ ñòà -
á³ëüíîñò³ òî÷êè ð³âíîâàãè, ñêàæ³ìî (x0 , y0), ìè òðîõè çì³ùóºìî íå -
ñê³í ÷åííî ìàëó ìàñó, íàäàþ÷è íåâåëèêîãî çì³ùåííÿ a l= Pe t  ³ b l= Qe t

ç (x0 , y0), äå P, Q ³ l º ïàðàìåòðàìè, ÿê³ ïîòð³áíî âèçíà÷èòè. Òîä³

ðåçóëüòóþ÷å ïîëîæåííÿ íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò
÷àñó ñòàíîâèòèìå

x x y y= + = +0 0a b, . (18)

Ï³äñòàâèìî çíà÷åííÿ x ³ y ç ð³âíÿííÿ (18) ó ð³âíÿííÿ ðóõó (1)—(2) ³
çàñòîñóºìî ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà íàâêîëî òî÷êè (x0 , y0) ó ïðàâèõ
÷àñòèíàõ îòðèìàíèõ ð³âíÿíü. Çàëèøèâøè ó ðÿä³ ëèøå ë³í³éí³ ÷ëåíè,
ìè îòðèìóºìî

&& & & &
& &a b a b a b- = + + + +2 0 0 0 0 0n U U U U Ux xx xy xx xy  , (19)

&& & & &
& &b a a b a b+ = + + + +2 0 0 0 0 0n U U U U Uy yx yy yx yy  , (20)

äå âåðõí³é ³íäåêñ «0» îçíà÷àº, ùî ÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³ îá÷èñëþþòüñÿ â
òî÷ö³ (x0 , y0). Îñê³ëüêè U Ux y

0 00= = , ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè çíà÷åíü 
a l= Pe t  ³ b l= Qe t  ó ð³âíÿííÿ (19) ³ (20) îòðèìóþòüñÿ ñóì³ñí³ ë³í³éí³
ð³âíÿííÿ
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Ðèñ. 2. Êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³ â ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â: êðèâ³ 1, 2 ³ 3
— äëÿ çíà÷åíü CL4 5,

 = 3.008, 3.034 ³ 3.080 â³äïîâ³äíî

Ðèñ. 3. Êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³ â ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì: êðèâ³ 1, 2 ³ 3 — äëÿ
çíà÷åíü CL4 5,

 = 2.978, 3.10 ³ 3.25 â³äïîâ³äíî



( ) ( )& &l l l l2 0 0 0 02 0- - + - - - =U U P n U U Qxx xx xy xy , (21)

( ) ( )& &2 00 0 2 0 0n U U P U U Qyx yx yy yya l l l- - + - - = . (22)

Ïðè ñïðîùåíí³ ÷àñòêîâèõ ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ïîòåí -
ö³ àëüíî¿ ôóíêö³¿ U â òî÷ö³ (x0 , y0) ö³ ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ äàë³ çâîäÿòüñÿ äî 
ð³âíÿíü

P P Q Q1 1 0+ = , (23)

P P Q Q2 2 0+ = . (24)

äå

P n a b sw K Kx x x x1
2 2 0 0 0 01= - + - - + +l l( ){ }, , & ,

Q n c sw K Kx y x y1
0 0 02 1= - - - + +l l( ){ }, , & ,

P n c sw K Ky x y x2
0 0 02 1= - - + +l l( ){ }, , & ,

Q n a d sw K Ky y y y2
2 2 0 0 0 01= - + - - + +l l( ){ }, , & ,

ç
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=
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+

( )

( ) /

m m
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  b
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M x
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0 0
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=
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  c
q x y
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c
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5
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=

- +
+
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+
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(
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,

  d
q y
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M y

r T
d

c

0 0
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0
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5
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2 2 5 2

3 1 3 9
=

-
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( )

( ) /

m m
.

Ñèñòåìà ë³í³éíèõ ð³âíÿíü (23) ³ (24) ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê,
ÿêùî âèçíà÷íèê ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â äîð³âíþº íóëþ:

P Q

P Q
1 1

2 2

0= . (25)

Ïðè ñïðîùåíí³ ð³âíÿííÿ (25) øëÿõîì âçÿòòÿ ë³í³éíîãî ïîðÿäêó
ñèë îïîðó ìè îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ â³äíîñíî l:

l l l l4 3
0 1

2
0 1 0+ + + + + + =A B B C D D( ) ( ) , (26)

ÿêà º õàðàêòåðèñòè÷íèì ð³âíÿííÿì ñèñòåìè, äå

A sw K Kx x y y= - + +( )[ ], & , &1 0 0 , 

B n a b d0
2 0 0 02 2= + - - ,

B sw K Kx x y y1
0 01= - + +( )[ ], , ,

C sw n K K sw a b n Kx y y x y y= + - - + - - -( )[ ( )] ( )( ), , , &1 2 10 0 0 0 2 0

- + - -( )( ) , &1 0 0 2 0sw a d n K y x ,
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D a b n a d n c0
0 0 2 0 0 2 0 2= - - - - -( )( ) ( ) ,

D sw c K K sw a b n Kx y y x y y1
0 0 0 0 0 2 01 1= - + + + + - - +( )[ ( )] ( )( ), , ,

+ + - -( )( )1 0 0 2 0sw a d n K xx ,
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Ïðè â³äñóòíîñò³ ñèë îïîðó êîåô³ö³ºíòè A, B1, C, D1 çíèêàþòü.
Òàêèì ÷èíîì, º äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê I: Â³äñóòí³ñòü ñèë îïîðó. Ó öüîìó âèïàäêó õàðàêòåðíå
ð³âíÿííÿ (26) çâîäèòüñÿ äî

l l4
0

2
0 0+ + =B D . (27)

Êîðåí³ (27) çàëåæàòü â³ä çíàêó äèñêðèì³íàíòà (B D0
2

04- ), òîìó â³ä
íüîãî çàëåæèòü ñò³éê³ñòü äàíî¿ òî÷êè ð³âíîâàãè. Êîðåí³ ð³âíÿííÿ (27)
çàäàíî ÿê

l j ik j i= ± = = -; , , , ,1 2 3 4 1. (28)

äå k — ä³éñíà âåëè÷èíà, çàäàíà ÿê

k
B B D

=
± -0 0

2
04

2
 . (29)

Êîëè âñ³ ÷îòèðè êîðåí³ (28) º ÷èñòî óÿâíèìè, òîä³ ð³âíîâàãà áóäå
ñòàá³ëüíîþ, ³íàêøå âîíà íåñòàá³ëüíà. Ìè çíàéøëè ä³àïàçîí ïàðàìåòðà 
ìàñè 0.0779809 < m < 0.0854518, â ÿêîìó òðèêóòíà òî÷êà ð³âíîâàãè ñòà -
á³ëüíà äëÿ ñèñòåìè Ñîíöå — Þï³òåð ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â, òîä³ ÿê ä³à -
ïàçîí ñòàá³ëüíîñò³ äëÿ ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì ëåæèòü â ä³àïà -
çîí³ 0 < m < 0.0153601, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4à ³ 5à.

Âèïàäîê 2: Íàÿâí³ñòü ñèë îïîðó. Íåõàé ó öüîìó âèïàäêó êîðåí³
ìàþòü âèãëÿä [19, 22]

l g d l d g= + + = ± - + +( ) ( ( ) )1 1i i kj , (30)
äå g ³ d — ìàë³ ðåàëüí³ âåëè÷èíè. Áåðó÷è ëèøå ÷ëåíè ïåðøîãî ïîðÿäêó
â g ³ d, ìè ìàºìî
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l g d2 21 2 2= - + -[ ( ) ]i k , (31)

l d g3 33 1 3= ± - +[ ( ) ]i k , (32)

l g d4 41 4 4= + +[( ) ]i k . (33)

Ï³äñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ l l l l, , ³2 3 4  ó ð³âíÿííÿ (26) ³ íåõòóþ÷è
÷ëåíàìè äðóãîãî ³ âèùîãî ïîðÿäêó òà äîáóòêàìè g ÷è d â îòðèìàíîìó
ð³âíÿíí³, îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçêè:

g =
+ - + +

-

( ) ( )

( )

D D B B k k

k B k
0 1 0 1

2 4

2
0

22 2
, (34)

d =
±

-

Ak C

k k B

2

2
02 2

m

( )
 . (35)

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçêè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ º
÷èñ òî óÿâíèìè ïðè âèêîíàíí³ óìîâè â³äíîøåííÿ ìàñ. Ñèòóàö³ÿ óñê -
ëàä íþ ºòü ñÿ ³ç íàÿâí³ñòþ ñèë îïîðó. Âèíèêàþòü òàê³ ìîæëèâîñò³: ÿêùî 
âñ³ ä³éñí³ ÷àñòèíè êîðåí³â â³ä’ºìí³, òî ñèñòåìà àñèìïòîòè÷íî ñò³é êà, à
ÿê ùî îäíà àáî âñ³ ä³éñí³ ÷àñòèíè êîðåí³â äîäàòí³, òî ñèñòåìà ë³í³éíî
íå ñò³éêà. Äëÿ d ¹ 0 ðóõ ÷àñòèíîê íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè ìîæå áóòè
àñèì ïòîòè÷íî ñò³éêèì ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âñ³ ðîçâ’ÿçêè ìàþòü
â³ä’ºìíó ä³éñíó ÷àñòèíó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ àñèìïòîòè÷íî ñò³éêîãî ðó -
õó
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Ðèñ. 4. Õàðàêòåð êîðåí³â ó ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â: à — ïðè â³äñóòíîñò³
PR-îïîðó òà îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó, á — ïðè íàÿâíîñò³ PR-îïîðó òà îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó

Ðèñ. 5. Õàðàêòåð êîðåí³â ó ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì: à — ïðè â³äñóòíîñò³ PR-îïîðó òà
îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó, á — ïðè íàÿâíîñò³ PR-îïîðó òà îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó



Â( )l  < 0,
Îñê³ëüêè â³äíîøåííÿ ìàñ m ® 0, öÿ íåð³âí³ñòü îçíà÷àòèìå

0 < C < A,
ùî º óìîâîþ àñèìïòîòè÷íî¿ ñò³éêîñò³. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçðàõóíêó ìè
âèáðàëè L4  (0.42649986, 0.72773569) ó ñèñòåì³ Ñîíöå — Þï³òåð ³ç
ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â ³ âèÿâèëè, ùî äëÿ âñ³õ çíà÷åíü ïàðàìåòðà â ä³àïàçîí³ 
0 << q £ 1 , 0 £ sw <1 ³ 0 £ M d  < 1 êîåô³ö³ºíòè A ³ C íå çàäîâîëüíÿþòü

íåð³âí³ñòü (36), ùî ïðèçâîäèòü äî ë³í³éíî¿ íåñò³éêîñò³ (ðèñ. 4á).
Àíàëîã³÷íèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî äëÿ ñèñòåìè b Pic ³ç ïèëîâèì ïîÿñîì
(ðèñ. 5á). Îòæå, ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðóõ íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â
îêîëèö³ òðèêóòíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè º ë³í³éíî íåñò³éêèì.

ÁÀÑÅÉÍÈ ÏÐÈÒßÃÀÍÍß

Ó íåë³í³éí³é ñèñòåì³ &x f(x)= , x Î Ân, âàæëèâèì àñïåêòîì äèíàì³÷íîãî

âèâ÷åííÿ º íóë³ ñèñòåìè f(x) = 0. ×åðåç íàÿâí³ñòü íåë³í³éíèõ ÷ëåí³â
âàæ êî çíàéòè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè, òîìó äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ âèêî -
ðèñòîâóþòüñÿ äåê³ëüêà ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â, ñåðåä ÿêèõ íàéïîïóëÿð -
í³ø³ ìîäèô³êîâàíèé ìåòîä Áðîéäåíà, ìåòîä Íüþòîíà — Ðàôñîíà òî -
ùî [3, 35]. Çà äîïîìîãîþ öèõ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â ìîæíà çíàéòè íà -
áëè æåíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè f(x) = 0, ïðè öüîìó áàãàòîâèì³ðíèé ìåòîä 
Íüþòîíà — Ðàôñîíà º á³ëüø òî÷íèì ³òåðàö³éíèì ìåòîäîì, í³æ ³íø³.
Àëãîðèòì ìåòîäó Íüþòîíà — Ðàôñîíà ïî÷èíàºòüñÿ ç ïî÷àòêîâî¿ òî÷ -
êè (x y0 0, ) ³ ïðèïèíÿºòüñÿ, êîëè áóäå äîñÿãíóòî íàïåðåä âèçíà÷åíó
òî÷ í³ñòü äëÿ áàæàíèõ òî÷îê ð³âíîâàãè. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïí³ñòü óñ³õ
ïî÷àòêîâèõ òî÷îê, ÿê³ ñõîäÿòüñÿ äî ïåâíî¿ òî÷êè ð³âíîâàãè (òàêîæ â³-
äî ìî¿ ÿê àòðàêòîð), óòâîðþº îáëàñòü ïðèòÿãàííÿ, â³äîìó ÿê áàñåéí
ïðè òÿãàííÿ àáî êîíâåðãåíö³¿ [36]. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü
ôîð ìóëó N-D áàãàòîâèì³ðíîãî ìåòîäó Íüþòîíà — Ðàôñîíà äëÿ
(i + 1)-ãî íàáëèæåí íÿ çàïèñóþòü ó âèãëÿä³ [35]
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T

1 2 . Ó âèïàäêó ÎÏÒÒ ôóíêö³¿ ìàòèìóòü âèãëÿä

f(x) = =[ ( ) ( )] [ ], ,f x x f x x U UT
x y

T
1 1 2 2 1 2 ,

äå U — åôåêòèâíèé ïîòåíö³àë, à U x , U y  — ÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³ â³ä U
â³äíîñíî x òà y â³äïîâ³äíî. Òàêèì ÷èíîì, îá÷èñëþþ÷è ÿêîá³àí öèõ
ôóíêö³é, ï³ñëÿ ñïðîùåííÿ îòðèìóºìî ³òåðàö³éíó ôîðìóëó:
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Äëÿ ñïðîùåííÿ ìîæíà çàïèñàòè êîîðäèíàòè x ³ y îêðåìî [35]:

x x
U U U U

U U U
i i

x yy y xy

yy xx xy x yi i

+ = -
-

-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷1 2

( ),

, (37)

y y
U U U U

U U U
i i

x yx y xx

yy xx xy x yi i

+ = +
-

-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷1 2

( ),

. (38)

Íàâåäåí³ âèùå âèðàçè º ïîëîæåííÿì òî÷îê ð³âíîâàãè íà (i + 1)-ìó
³òåðàö³éíîìó êðîö³ ìåòîäó. Äëÿ îòðèìàííÿ áàñåéíó ïðèòÿãàííÿ âèáè -
ðà ºìî íàá³ð ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó âèãëÿä³ ð³âíîì³ðíî¿ ñ³òêè 1000´1000 ç
ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ÿê³ áóäóòü âèêîðèñòàí³ ÿê ïî÷àòêîâà óìîâà â ³òåðà -
ö³éíîìó ïðîöåñ³, à ïîòð³áíà òî÷í³ñòü ïðèéìàºòüñÿ ð³âíîþ 10 14- . Ìè
êëà ñè ô³êóâàëè áàñåéíè â ñåíñ³ êîíêðåòíî¿ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè äëÿ øó -
êà íîãî àòðàêòîðà (òî÷êè ð³âíîâàãè) ³ âçÿëè imax  = 500. Óñ³ îá÷èñëåííÿ
âèêîíóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ MATLAB 2017b.

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çðîçóì³òè ïîâåä³íêó òî÷îê ð³âíîâàãè, ìè îòðè -
ìàëè áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü öèì òî÷êàì, ï³ä âïëèâîì
ðàä³àö³éíîãî òèñêó, PR-îïîðó, îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó òà íàÿâíîñò³
äèñ êà çà äîïîìîãîþ áàãàòîâèì³ðíîãî ìåòîäó Íüþòîíà — Ðàôñîíà.
Âè äè áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ çáóðþâàëüíîãî ïàðà -
ìåòðà ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Òî÷êàìè ïîçíà÷åíî òî÷êè ð³âíîâàãè L1 , L2 ,
L3 , L4  ³  L5 , à ð³çí³ êîëüîðè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ îêðå ìèõ
áàñåéí³â, ùî â³äïîâ³äàþòü öèì òî÷êàì ð³âíîâàãè. Ðèñ. 6à ³ 6á â³äïî -
â³äàþòü ñòðóêòóð³ áàñåéí³â, îòðèìàí³é ïðè â³äíîøåíí³ ìàñ m = 0.1 ³ m = 
= 0.0070881 (äëÿ ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì) ÷åðåç çáëèæåííÿ
ïî÷àòêîâî¿ óìîâè äî òî÷îê ð³âíîâàãè L1 , L2 , L3 , L4  ³  L5  (òàêèé æå òèï
ñòðóêòóð áàñåéí³â îòðèìàíî ó âèïàäêó ñèñòåìè Þï³òåð — ªâðîïà, ÿêó 
òóò íå ïðåäñòàâëåíî). Âèäíî, ùî äëÿ m = 0.1 âñ³ ñòðóêòóðè áàñåéí³â
ïðèòÿãàííÿ ôîðìîþ íàãàäóþòü æóê³â, à áàñåéíè, ùî â³äïîâ³äàþòü
òî÷ êàì L4  ³ L5 , íàãàäóþòü êðèëà ìåòåëèêà. Ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òàêîæ
çá³ëüøåííÿ òà ñïîòâîðåííÿ áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ ç³ çìåíøåííÿì â³ä -
íîøåííÿ ìàñ (ðèñ. 6á). Ö³êàâîþ ÷àñòèíîþ ôîðìóâàííÿ áàñåéíó º òå,
ùî îáëàñòü áà ñåéíó, ÿêà â³äïîâ³äàº òî÷ö³ L1 , íåîáìåæåíà ùîäî ïî -
ëîæåííÿ L1  (ðèñ. 6ã), òîä³ ÿê âîíà îáìåæåíà ùîäî L2 , L3 , L4  ³ L5 . Ç
àíàë³çó ðèñ. 6ä ³ 6å òàêîæ âèïëèâàº, ùî âíàñë³äîê öèõ çáóðåíü, âè -
êëèêàíèõ PR-îïîðîì, òà îïîðîì ñîíÿ÷íîãî â³òðó, ðîçì³ðè áàñåéí³â
ïðèòÿãàííÿ çìåíøóþòüñÿ ïîñòóïîâî, ïðîòå ¿õíÿ ãåîìåòð³ÿ çàëèøà -
ºòüñÿ íå çì³ííîþ. Íàÿâí³ñòü äèñ êà âïëèâàº íà ãåîìåòð³þ áàñåéí³â, ÿê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 6º—6ç. Ïî ì³÷åíî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ ìàñè äèñêà
çá³ëü øó þòüñÿ áàñåéíè ïðèòÿ ãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü òî÷êàì L3 , L4 , L5
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Ðèñ. 6. Áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü àòðàê -
òîðàì L1 (÷åðâîíèé), L2  (ïóðïóðíèé), L3 (çåëåíèé), L4

(æîâòèé) ³ L5  (áëàêèòíèé): à, â — ó êðóãîâ³é ÎÏÒÒ
(m = 0.1) ïðè â³äñóòíîñò³ çáóðþâàëüíèõ ïàðàìåòð³â,
á — ó ñèñòåì³ b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì (m =
= 0.00703881), ã — ïðè m = 0.1,  W1 = 1501 10 10. × - , sw =

= 0.35, ä — ïðè m = 0.1, W1 = 3 002 10 10. × - , sw = 0.45,

å — ïðè m = 0.1, W1 = 4 503 10 10. × - , sw = 0.45, º — ïðè

m = 0.1, M d  = 0.02, æ — ïðè m = 0.1, M d  = 0.04, ç —

ïðè m = 0.1, M d  = 0.06



(ðèñ. 6º—6ç). Êð³ì òîãî, áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü òî÷êàì 
L4 , L5 , ïî÷èíàþòü ðîç øè ðþâàòèñÿ äî òî÷êè êîë³íåàðíî¿ ð³âíîâàãè L3

(ðèñ. 6º—6ç).
Òàêèì ÷èíîì, íàÿâí³ñòü çáóðþâàëüíèõ ïàðàìåòð³â ó âèãëÿä³ PR-

îïî ðó, îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó òà äèñêà âïëèâàº íà ôîðìó ³ ðîçì³ð áà -
ñåé í³â ïðèòÿãàííÿ. Âèÿâëåíî, ùî âèïàäêîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè ó ïëî -
ùèí³ êîíô³ãóðàö³¿ ñõîäÿòüñÿ äî îäí³º¿ ç òî÷îê ð³âíîâàãè (àòðàêòîðà) ó
ìåæàõ âèçíà÷åíîãî ä³àïàçîíó òà òî÷íîñò³.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ìè ðîçãëÿíóëè ñèñòåìó Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â òà
ñèñòåìó b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì òà âèâåëè ð³âíÿííÿ ðóõó â ðàìêàõ
îáìåæåíî¿ çàäà÷³ òðüîõ ò³ë ïðè íàÿâíîñò³ PR-îïîðó, îïîðó ñîíÿ÷íîãî
â³òðó òà äèñêà. Ñïî÷àòêó ìè îá÷èñëèëè òðèêóòí³ òî÷êè ð³âíîâàãè ³ âè -
ÿâèëè, ùî ïðè íàÿâíîñò³ ñèë îïîðó òî÷êè L4 5,  ðóõàþòüñÿ äî ïî÷àòêó
êî îðäèíàò, òîä³ ÿê ÷åðåç âïëèâ äèñêà âîíè çì³ùóþòüñÿ â³ä ïî÷àòêó
êîîðäèíàò (òàáë. 1, 2). Äàë³ ìè âèçíà÷èëè êðèâ³ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³
äëÿ îáîõ ñèñòåì, ïðîàíàë³çóâàëè çàáîðîíåíó îáëàñòü äëÿ ðóõó ò³ë íå -
ñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè òà ñïîñòåð³ãàëè âïëèâ ñèë îïîðó òà äèñêà. ×åðåç
íàÿâí³ñòü PR-îïîðó ³ îïîðó äèñêà ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çá³ëüøåííÿ çíà÷åíü 
CL4 5,

, ³ îòæå, îáëàñò³ äëÿ ðóõó íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè ìàòèìóòü âèã -
ëÿä, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 2 ³ 3. Ïåðåâ³ðêà ë³í³éíî¿ ñò³éêîñò³ äëÿ òðèêóò -
íèõ òî÷îê ð³âíîâàãè ïîêàçàëà, ùî ïðè íàÿâíîñò³ ñèë îïîðó òî÷êè L4 5,  º
íåñò³éêèìè, òîä³ ÿê ïðè éîãî â³äñóòíîñò³ òðèêóòí³ òî÷êè ð³âíîâàãè
ñòàþòü ñò³éêèìè â ä³àïàçîí³ 0.0779809 < m < 0.0854518 äëÿ ñèñòåìè
Ñîíöå — Þï³òåð ³ç ïîÿñîì àñòåðî¿ä³â ³ â ä³àïàçîí³ 0 < m < 0.0153601
äëÿ ñèñòåìè ñèñòåìè b Pic ç ïèëîâèì ïîÿñîì. Â³äòàê ìè îòðèìàëè ãåî -
ìåòð³þ áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ çà äîïîìîãîþ áàãàòîâèì³ðíîãî ìåòîäó
Íüþòîíà — Ðàôñîíà òà ïðîàíàë³çóâàëè âïëèâ íà íå¿ PR-îïîðó (W1),
îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó sw òà íàÿâíîñò³ äèñêà (M d ) (ðèñ. 6). Âèÿâëåíî,
ùî âèïàäêîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè ó ìåæàõ âèçíà÷åíîãî ä³àïà çîíó ñõî -
äÿòüñÿ äî îäí³º¿ ç ï’ÿòè òî÷îê ð³âíîâàãè. Ïîì³÷åíî, ùî îá ëàñòü áàñåé -
í³â ïðèòÿãàííÿ ïîñòóïîâî çìåíøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì âå ëè ÷èíè
PR-îïîðó, àëå âíàñë³äîê îïîðó ñîíÿ÷íîãî â³òðó ³ñòîòíèõ çì³í ó áàñåé -
íàõ íå â³äáóâàºòüñÿ (ðèñ. 6ã—6å).

×åðåç íàÿâí³ñòü äèñêà â çàäà÷³ ïîðóøóºòüñÿ çá³æí³ñòü ïî÷àòêîâèõ
óìîâ, ùî ïðèçâîäèòü äî äåôîðìàö³¿ ôîðìè òà ñòðóêòóðè áàñåéí³â ïðè -
òÿãàííÿ (ðèñ.  6º—6ç). Òàêèì ÷èíîì, íàÿâí³ñòü PR-îïîðó, îïîðó ñîíÿ÷ -
íîãî â³òðó òà äèñêà âïëèâàº íà ðóõ íåñê³í÷åííî ìàëî¿ ìàñè â êîíòåêñò³
òî÷îê ð³âíîâàãè, ¿õíüî¿ ë³í³éíî¿ ñò³éêîñò³, êðèâèõ íóëüîâî¿ øâèäêîñò³
òà áàñåéí³â ïðèòÿãàííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü òî÷êàì ð³âíîâàãè.

Ö³ ðåçóëüòàòè áóäóòü êîðèñí³ äëÿ âèâ÷åííÿ á³ëüø óçàãàëüíåíî¿
äèíàì³÷íî¿ çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì ³íøèõ çáóðþâàëüíèõ ôàêòîð³â, òàêèõ 
ÿê ñïëþùåí³ñòü, àëüáåäî, åôåêò ßðêîâñüêîãî òîùî.
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IMPACT OF A DISC AND DRAG FORCES ON THE EXISTENCE 
LINEAR STABILITY OF EQUILIBRIUM POINTS 
AND NEWTON-RAPHSON BASINS OF ATTRACTION

This pa per pres ents a study of zero ve loc ity curves, lin ear sta bil ity anal y sis and bas ins of
at trac tion cor re spond ing to the equi lib rium points in the Sun-Ju pi ter sys tem with as ter oid
belt and b-Pictoris sys tem with dust belt, re spec tively un der the in flu ence of per turb ing
fac tors in the form of Poynting-Rob ert son drag (P-R drag), so lar wind drag and a disc,
which is ro tat ing about the com mon cen ter of mass of the sys tem. Zero ve loc ity curves are
ob tained and it is ob served that in the pres ence of per turb ing fac tors, the pro hib ited re gions
of the mo tion of in fin i tes i mal mass get dis turbed. Again, lin ear sta bil ity and ef fects of per -
turb ing fac tors are an a lyzed for the tri an gu lar equi lib rium points. It is no ticed that be cause
of P-R drag, tri an gu lar equi lib rium points be come un sta ble within the sta bil ity range. Fi -
nally, the New ton-Raphson bas ins of at trac tion cor re spond ing to the equi lib rium points are 
com puted and it is found that in the pres ence of the disc, ge om e try of the bas ins of at trac -
tion gets change, whereas the ef fects of re main ing per turb ing fac tors on the struc ture of
bas ins of at trac tion are very small. 
Keywords: zero ve loc ity curves, lin ear sta bil ity, N-R bas ins of at trac tion, Poyn ting-Ro b -
ert son drag, so lar wind drag, disc
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